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Vorwort

Der vorliegende dritte Band beschlieft unsere Einfithrung in die Analysis, mit
der wir ein Fundament fiir den weiteren Aufbau des Mathematikstudiums gelegt
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Wie schon in den ersten beiden Teilen haben wir auch hier wesentlich mehr
Stoff behandelt, als dies in einem Kurs geschehen kann. Bei der Vorbereitung
von Vorlesungen ist deshalb eine geeignete Stoffauswahl zu treffen, auch wenn
die Lehrveranstaltungen durch Seminare ergénzt und vertieft werden. Anhand der
ausfiihrlichen Inhaltsangabe und der Einleitungen zu den einzelnen Kapiteln kann
ein rascher Uberblick iiber den dargebotenen Stoff gewonnen werden.

Das Buch ist insbesondere auch als Begleitlektiire zu Vorlesungen und fiir das
Selbststudium geeignet. Die zahlreichen Ausblicke auf weiterfithrende Theorien
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tiefer einzudringen und mehr von der Schénheit und Groéfle des mathematischen
Gebaudes zu erfahren.

Beim Verfassen dieses Bandes konnten wir wieder auf die unschétzbare Hil-
fe von Freunden, Kollegen, Mitarbeitern und Studenten zdhlen. Ganz besonders
danken wir Georg Prokert, Pavol Quittner, Olivier Steiger und Christoph Wal-
ker, die den gesamten Text kritisch durchgearbeitet und uns so geholfen haben,
Fehler zu eliminieren und substantielle Verbesserungen anzubringen. Unser Dank
gilt auch Carlheinz Kneisel und Bea Wollenmann, die ebenfalls grofiere Teile des
Manuskripts gelesen und uns auf Ungereimtheiten hingewiesen haben.

Ohne den nicht zu iiberschitzenden groflen Einsatz unseres ,,Satzperfektio-
nisten®, der unermiidlich und mit viel Geduld nicht nur das Endprodukt, sondern
auch zahlreiche Vorlduferversionen mittels TEX und anderer Datenverarbeitungs-
systeme in eine makellose und ansprechende Erscheinungsform gebracht hat, wire
dieser Band nie in der vorliegenden Form entstanden. Fiir dieses Mitwirken gilt
ihm unser allergrofter Dank.

Schliefflich ist es uns eine Freude, Thomas Hintermann und dem Birkh&user
Verlag fiir die gewohnte Flexibilitéit und gute Zusammenarbeit zu danken.

Ziirich und Hannover, im Juli 2001 H. Amann und J. Escher
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Kapitel IX

Elemente der Mafdtheorie

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der allgemeinen Theorie des Messens
von Inhalten von Strecken, Flachen, Kérpern und Mengen in héherdimensionalen
Réaumen. Dabei lassen wir uns von elementargeometrischen Tatsachen leiten. Ins-
besondere wollen wir Intervallen ihre Léange, Rechtecken ihren durch , Lénge mal
Breite* bestimmten Fldcheninhalt und Quadern ihr durch ,Linge mal Breite mal
Hohe® berechnetes Volumen zuordnen.

Natiirlich wollen wir nicht nur die Volumina der Elementarbereiche Intervall,
Rechteck und Quader messen, sondern auch diejenigen wesentlich allgemeinerer
Mengen. Um dies zu erreichen, ist es naheliegend, eine gegebene Menge durch ei-
ne disjunkte Vereinigung von Elementarbereichen ,,auszuschépfen® und die Summe
der Volumina der verwendeten Elementarbereiche als Inhalt der betrachteten Men-
ge festzulegen. Hier wird es von grundlegender Bedeutung sein, dafl wir nicht nur
endliche, sondern abzihlbare Ausschopfungen zulassen. Wir werden sehen, dafl wir
auf diese Weise jeder offenen Teilmenge des R™ ein Volumen oder ,Maf* zuordnen
konnen und dafl dieses Maf} natiirliche Eigenschaften besitzt wie z.B. die, von der
Lage der Menge im Raum unabhéngig zu sein. Auflerdem werden wir nicht nur
offene Mengen messen konnen, sondern beispielsweise auch abgeschlossene oder
solche, die sich durch offene Mengen geeignet approximieren lassen. Allerdings ist
es nicht moglich, auf diese Weise jede Teilmenge des R™ ,,zu messen®.

Zur praktischen Einfithrung eines Mafles werden wir jedoch einen anderen
Weg beschreiten, der wesentlich allgemeiner und technisch einfacher ist. Erst an
seinem Ende werden wir dann die beschriebene Charakterisierung mefibarer Men-
gen in R" finden. Unser allgemeiner Zugang, der iiber die abstrakte Maftheorie
fithrt, hat neben seiner relativen Einfachheit den Vorteil, auch andere Mafle zu
liefern, die nichts mit der unmittelbaren elementargeometrischen Anschauung zu
tun haben. Solche allgemeineren Theorien werden wir im letzten Kapitel dieses
Bandes benotigen. Dariiber hinaus sind sie in der Wahrscheinlichkeitstheorie, der
Physik und in vielen innermathematischen Anwendungen von Bedeutung.



2 IX Elemente der Mafitheorie

Der erste Paragraph dieses Kapitels ist den o-Algebren gewidmet. Hierbei
handelt es sich um diejenigen Mengensysteme, welche als Definitionsbereiche von
Maflen auftreten. Ist die zugrunde liegende Menge mit einer Topologie versehen,
so besitzt die Borelsche o-Algebra, welche durch die offenen Mengen bestimmt
ist, eine herausragende Bedeutung. Unter anderem zeigen wir, dafl die Borelsche
o-Algebra eines topologischen Produktes in allen praktisch relevanten Fillen be-
reits durch die Produkte offener Mengen bestimmt ist.

Im Zentrum des zweiten Paragraphen stehen die grundlegenden Eigenschaf-
ten von allgemeinen Maflen. Ferner beweisen wir, daf§ jeder Mafiraum eine Ver-
vollstandigung, d.h. eine gewisse natiirliche minimale Erweiterung, besitzt.

In den folgenden zwei Paragraphen konstruieren wir die fiir die Anwendun-
gen wichtigsten Mafle, namlich die auf Lebesgue, Stieltjes und Hausdorff zuriick-
gehenden. Hierbei verwenden wir den von Carathéodory vorgeschlagenen Zugang,
der auf dem Begriff des dufleren Mafles aufbaut.

Der letzte Paragraph dieses Kapitels ist dem ausfiihrlichen Studium des Le-
besgueschen Mafles gewidmet. Zuerst charakterisieren wir die o-Algebra der Le-
besgue mefibaren Mengen als Vervollstindigung der Borelschen o-Algebra. Da-
nach studieren wir das Abbildungsverhalten des Lebesgueschen Mafles, was uns
zur Bewegungs- und insbesondere Translationsinvarianz dieses Mafles fiihrt. Letz-
tere zeichnet das Lebesguesche Mafl unter allen lokal endlichen Borelschen Maflen
aus und ist auch bei der Konstruktion von nicht Lebesgue meibaren Mengen von
fundamentaler Bedeutung.



1 Mef3bare Riume

In Kapitel VI haben wir mit Hilfe des Cauchy-Riemannschen Integrals Gebieten,
die zwischen dem Graphen einer geniigend reguldren Funktion und der entspre-
chenden Abszisse liegen, einen Flécheninhalt zugeschrieben. Ziel der folgenden
Uberlegungen ist es, eine moglichst groBe Klasse von Bereichen in R anzugeben,
denen , sinnvollerweise“ ein Inhalt zugeordnet werden kann. Wir suchen also eine
Teilmenge A von PB(R") und eine Abbildung p: A — [0, 00), so daB fiir A € A die
Zahl p(A) als Inhalt von A interpretiert werden kann. Dabei mufl diese Inhalts-
funktion gewissen Regeln geniigen, die man verniinftigerweise erwartet, wenn man
an den Fall von Fldcheninhalten ebener Bereiche denkt. Beispielsweise soll der
Inhalt der Vereinigung zweier disjunkter Bereiche gleich der Summe der Inhalte
der einzelnen Mengen sein. Auflerdem soll der Inhalt eines Bereiches unabhéingig
sein von der Lage der Menge im Raum. Nach einer Klirung des Begriffes , Inhalt*
wird sich (in Paragraph 5) herausstellen, daf§ es nicht moglich ist, auf nichttriviale
Weise einen solchen Wert, ein ,Maf}“, fiir alle Teilmengen von R" zu definieren,
d.h., A =P(R"™) ist nicht moglich.

In diesem Paragraphen sind
e X, X; und X5 nichtleere Mengen.

o-Algebren

Die axiomatische Einfithrung derjenigen Mengensysteme, auf denen spéter ,, Ma-
Be“ erklirt werden, geschieht durch die folgende Definition: Eine Teilmenge A
von ‘PB(X) heifit o-Algebra iiber X, falls die Eigenschaften

(i) X € A;

(i) Ac A= A° € A

(iii) (4j) € AN = Ujen 45 € A
erfiillt sind. Ist A eine o-Algebra iiber X, so nennt man (X, .A) mef3baren Raum,
und jedes A € A heifit A-mef3bar.

1.1 Bemerkung Es seien A eine o-Algebra, (4;) € A" und m € N. Dann gehort
jede der Mengen

m m
0, Ao\Ar, U]‘:O A g4 [ e
ebenfalls zu A.
Beweis Setzt man
B { Av,  k<m,
Ap k>m,

so gilt (By) € A" und deshalb |J, , Br = U7~y 4j € A. Die restlichen Aussagen folgen
aus den Regeln von De Morgan (Satz 1.2.7(iii)). m
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Das Mengensystem S C 3(X) heifit abgeschlossen unter allen endlichen Men-
genoperationen, wenn

AeS= AcS (1.1)

gilt und mit jeder endlichen Familie Ay, ..., 4,, auch U;":OAj zu S gehort. Erfiillt S

die Bedingung (1.1) und gehért fiir jede Folge (A4;) in S auch [J;Z, A; zu S, so

heifit S abgeschlossen unter allen abzihlbaren Mengenoperationen. Diese Defini-

tionen sind gerechtfertigt, denn aufgrund der Regeln von De Morgan gehort auch

ﬂ;ﬁzo A; bzw. ﬂ;io Ajzu S.
Man nennt S Algebra iiber X, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(i) X € S;
(i) Ae S= A€ S;
(ii) A, BeS=AUBEeS.

1.2 Bemerkungen Fiir § C PB(X) mit X € S gelten die folgenden Aussagen:

(a) S ist genau dann eine Algebra, wenn S unter allen endlichen Mengenoperatio-
nen abgeschlossen ist.

(b) S ist genau dann eine o-Algebra, wenn S unter allen abzdhlbaren Mengen-
operationen abgeschlossen ist. In diesem Fall ist S auch eine Algebra.

(c) EsseiS eine Algebra, und fiir jede disjunkte Folge! (B;)€S" gelte Ujen Bj €S-
Dann ist S eine o-Algebra.

Beweis Es sei (Ax) € S". Wir setzen rekursiv
By := Ao, Biy1=Aj1\ Ul_gAr, jEN.
Dann ist (B;) eine disjunkte Folge mit {J, Ax ={J; B;. Nach Voraussetzung gilt | J,; B; €S,
woraus die Behauptung folgt. m
1.3 Beispiele (a) {0, X} und B(X) sind o-Algebren.
(b) {AC X ; Aoder A ist abzéhlbar} ist eine o-Algebra.

(¢) {AC X ; Aoder A ist endlich} ist eine Algebra, und eine o-Algebra genau
dann, wenn X endlich ist.

(d) Es sei A eine nichtleere Menge, und fiir jedes o € A sei A, eine o-Algebra
tiber X. Dann ist () ca Aq eine o-Algebra iiber X.

(e) Es seien Y eine nichtleere Menge und f € YX. Ferner sei A bzw. B eine
o-Algebra iiber X bzw. Y. Dann ist

7' B)={f"'(B); BeB} bzw. f.(A):={BcCY; fH(B)eA}

1 Wir vereinbaren die folgende vereinfachende Sprechweise: Eine Folge (A)) € SN ist disjunkt,
falls A; N Ay = 0 fiir alle j,k € N mit j # k gilt.



IX.1 MeBbare Raume 5

eine o-Algebra iiber X bzw. Y. Man nennt f~!(B) Urbild von B bzw. f.(A)
direktes Bild von A unter f.

Beweis Wir verifizieren nur die letzte Aussage und iiberlassen den Nachweis der iibrigen
Behauptungen dem Leser.

Offensichtlich gehért Y zu f (A). Fir B € f (A) gehort f~!(B) zu A. Aufgrund
von Satz 1.3.8 (ii ) und (iv )gelten

B =[71B)]° und (U, B) =U, fH(B)) -

Also liegt mit B auch B“in f (A), und aus B; € f (A) fiir j € Nfolgt U; yB; € f (A). m

Die Borelsche o-Algebra

Es sei S eine nichtleere Teilmenge von (X ). Dann heifit
As(S) = ﬂ{ ACPB(X); ADS, Aist o-Algebra iiber X }
von S erzeugte o-Algebra, und S ist ein Erzeugendensystem fiir A, (S).

1.4 Bemerkungen (a) A, (S) ist wohldefiniert und die kleinste o-Algebra, die S
enthalt.

Beweis Dies folgt aus den Beispielen 1.3(a) und (d). m
(b) Ist S eine o-Algebra, so gilt A,(S) = S.

(c) Aus S C 7 folgt A(S) C A(T).

(d) Fir S ={A} gilt 4,(S) ={0,4,4°,X}. m

Essei X := (X, 7) ein topologischer Raum. Dann ist 7 nicht leer, und folglich
ist die von 7 erzeugte o-Algebra wohldefiniert. Man nennt sie Borelsche o-Algebra
von X, und wir bezeichnen sie mit B(X). Die Elemente von B(X) sind die Borel-
schen Teilmengen von X. Zur Abkiirzung schreiben wir B" := B(R").

Eine Teilmenge A von X heifit Gs-Menge, wenn es offene Mengen O; gibt
mit A = ﬂjeN Oj, d.h., falls A ein Durchschnitt abzidhlbar vieler offener Mengen

in X ist. Die Menge A heifit F,-Menge?, wenn sie eine abzihlbare Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen von X ist. Somit ist A genau dann eine F,-Menge,
wenn A€ eine Gg-Menge ist.

?Die Definition einer F,- bzw. G5-Menge kann man sich folgendermafen merken: F' steht fiir
(franz.) fermé und o fiir Summe (manchmal wird die Vereinigung von Mengen auch als deren
Summe bezeichnet). Ferner stehen G fiir Gebiet und 6 fiir Durchschnitt. Offene Mengen werden
in der dlteren Literatur gelegentlich als Gebiete bezeichnet.
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1.5 Beispiele (a) Fiir F:={ A C X ; A ist abgeschlossen } gilt B(X) = A (F).
(b) Jede Gs-Menge und jede F,-Menge ist eine Borelsche Menge.

(c) Jedes abgeschlossene Intervall I ist sowohl eine F,- als auch eine Gs-Menge.
Beweis Es sei [ = [a,b] mit —co < a < b < oco. Es ist klar, dal I eine F,-Menge ist.
Wegen [a,b] =1, yx (@ —1/k,b+1/k) ist I auch eine Gs-Menge. Die Félle I = [a, 00)
und I = (—o00,a] mit a € R werden analog behandelt. Der Fall I = R ist klar. m

(d) Essel Y C X mit Y # 0 und Y # X. Ferner sei 7 := {0}, X} die indiskrete
Topologie auf X. Dann ist Y weder eine F,- noch eine Gs-Menge in (X, 7).

(e) Q ist eine F,-, aber keine Gs-Menge in R.

Beweis Q ist als abzidhlbare Menge offensichtlich eine F,-Menge in R (vgl. Korol-
lar 111.2.18).

Nehmen wir an, Q sei eine Gs-Menge in R. Dann gibt es offene Mengen @Q;, j € N,
mit Q = ﬂj Qj. Wegen Q C Q; fiir j € N und Satz [.10.8 ist jedes @); offen und dicht
in R. Nun folgt aus Aufgabe V.4.4, daf§ Q iiberabzdhlbar ist, was nicht richtig ist. m

Das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom

Es sei (X,7) ein topologischer Raum. Man nennt M C 7 Basis von 7, falls es
zu jedem O € T ein M’ C M gibt mit O=J{M C X ; M € M'}, dh, falls
sich jede offene Menge als Vereinigung von Mengen aus M darstellen 1483t. Der
topologische Raum (X, 7) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, wenn 7 eine
abzihlbare Basis besitzt. Schliefllich heifit (X, 7) Lindeléfscher Raum, wenn jede
offene Uberdeckung von X eine abziihlbare Teilitberdeckung besitzt. Offensichtlich
ist jeder kompakte Raum Lindel6fsch.

1.6 Bemerkungen (a) M C 7 ist genau dann eine Basis von 7, wenn es zu jedem
Punkt x € X und zu jeder Umgebung U von x ein M € M gibt mit x € M C U.

Beweis (i) ,=“ Es seien M eine Basis von 7, z € X und U € U(z). Dann gibt es
ein O € 7 mit z € O C U. Ferner gibtesein M C MmitO=J{MCX; MeM }.
Also finden wir ein M € M C Mmitz e M C O CU.

(ii) ,<=*“ Es sei O € 7. Fiir jedes x € O ist O eine Umgebung von z. Also gibt es
nach Voraussetzung ein M, € M mit ¢ € M, C O, und wir finden

O=J{ztc UM coO,
xz O x O

dh,esgilt O=U, o M.. m

(b) Erfiillt ein topologischer Raum das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, dann erfiillt
er auch das erste (vgl. Bemerkung I11.2.29(c)).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (a). =

(¢) Die Umkehrung von (b) ist falsch.
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Beweis Essei X {iberabzéhlbar. Dann erfiillt (X S PB(X )) das erste Abzahlbarkeitsaxiom,
denn fiir jedes z € X ist {{x}} eine Umgebungsbasis von x. Hingegen kann in (X, ‘B(X))
das zweite Abz#hlbarkeitsaxiom nicht gelten, denn jede Basis von (X)) mufl die Menge
{{z} ; z € X } enthalten, kann also nicht abz#hlbar sein. m

1.7 Lemma Es sei X ein metrischer Raum, und A C X sei dicht in X. Ferner
sei M := {B(an“) cacA reQt } Dann 148t sich jede offene Menge in X als
Vereinigung von Mengen aus M darstellen.

Beweis Esseien O offen in X und z € O. Dann gibt es ein €, > 0 mit B(z,e,) C O.
Weil A dicht ist in X und Q dicht ist in R, gibt es ein a; € A mit d(z,a,) < £,/4
und ein 7, € Q" mit r, € (£,/4,£,/2). Dann ergibt sich

z € B(ag,r:) C B(z,e,) C O

aus der Dreiecksungleichung, und es folgt O = U, .o B(az, 7). m

1.8 Satz  Es sei X ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ertiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

(ii) X ist ein Lindelofscher Raum.

(iii) X ist separabel.

Beweis ,(i)=-(ii)* Es seien M eine abzihlbare Basis und {O, ; « € A} eine
offene Uberdeckung von X . Nach Voraussetzung gibt es zu jedem o € A eine Folge
(Ua,j)jen in M mit O, = UjEN Ua,j. Wir setzen M" :={U,;; a €A, jeN}.
Wegen M’ C M ist M’ eine abzihlbare Uberdeckung von X. Essei { M; ; j € N}
eine Abzihlung von M’. Nach Konstruktion von M’ gibt es zu jedem j € N ein
a; € A mit M; C O,;. Also ist { O, ; j € N} eine abzéhlbare Teiliiberdeckung
von { Oy ; a €A}

,(i)=>(iil)* Fiir jedes n € N ist U, := { B(z,1/n) ; x € X } eine offene Uber-
deckung von X. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem n € N* Punkte z,, 5 € X,
keN, so dal V,, := {I[i%(mm;€7 1/n); ke N} eine Teiltiberdeckung von U,, ist.
Gemif Satz 1.6.8 ist D := {z,, ; n € N*| k € N} abzéhlbar. Es seien nun z € X,
>0 und n > 1/e. Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft von V), gibt es ein
Tnkp € D mit x € B(zyk, 1/n). Also ist D dicht in X.

,(1ii)=>(1)“ Ist X separabel, so folgt aus Lemma 1.7, dafl X das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom erfiillt. m

1.9 Korollar

(i) Es sei X ein separabler metrischer Raum, und A sei abzéihlbar und dicht
in X. Dann gilt

B(X)Z.Ag({ﬁ(a,r) cacA reQt }) )
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(ii) Es sei X C R™ nicht leer. Dann besitzt der metrische Raum X eine abzéhl-
bare Basis.

Beweis (i) Es sei S:={B(a,r); a€ A, r € Q" } und 7 bezeichne die Topo-
logie von X. Aufgrund von Lemma 1.7 gilt 7 C A,(S), und wir finden mit den
Bemerkungen 1.4(b) und (c):

B(X) = Ay(T) C As (As(S)) = Ay (S) .

Die Inklusion A, (S) C B(X) folgt aus S C 7 und Bemerkung 1.4(a).
(ii) Dies ergibt sich aus Aufgabe V.4.13 und Satz 1.8. m

Fiir allgemeine topologische Raume gilt das folgende Resultat.

1.10 Korollar Es sei X ein topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis. Dann ist X
separabel und Lindeléfsch.

Beweis (i) Es sei { B; ; j € N} eine Basis fiir X. Zu jedem j € N wihle man b; € B;
und setze D := {b; ; j € N}. Offenbar ist D abzihlbar. Es seien nun € X und U eine

offene Umgebung von x. Dann gibt es I C Nmit U =, ; Bi. Alsogilt UN D # 0, d.h.,
D ist dicht in X.

(ii) Der Beweis der Implikation ,,(i)=-(ii)“ von Satz 1.8 zeigt, dafl X ein Lindel6f-
scher Raum ist. m

Erzeugung der Borelschen o-Algebra durch Intervalle

Auf R" verwenden wir die natiirliche (Produkt-)Ordnung, d.h., fiir a,b € R" gilt
a < b genau dann, wenn ay, < by fiir 1 < k < n richtig ist.

Eine Teilmenge J von R" heifit Intervall in R", wenn es (,gewdhnliche®)
Intervalle J, C R, 1 <k <n, gibt mit J = HZ:l Ji. Fiir a,b € R™ mit a < b ver-
wenden wir die Bezeichnungen

(a,b) := H(ak,bk) , a,b] = H[ak,bk] ,
k=1

~
Il
-
Il

=

(a,b] == H(ak,bk} , la,b) == || ak, by)

~
Il
-
~
Il
-

Ist a < b nicht erfiillt, so setzen wir
(a,b) :=[a,b] := (a,b] :==[a,b) :=10 .

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir (a,b) bzw. [a,b] offenes bzw.
abgeschlossenes Intervall in R". Offensichtlich sind offene bzw. abgeschlossene In-
tervalle in R™ offene bzw. abgeschlossene Teilmengen von R"™. Die Menge aller
offenen Intervalle in R"™ bezeichnen wir mit J(n).
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Es seien Y eine Menge und E eine Eigenschaft, welche fiir y € Y entweder
wahr oder falsch ist. Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, um welche Menge es
sich handelt, verwenden wir die Abkiirzung

[E] = [E(y)] :=={y €Y ; E(y) ist wahr } .

Beispielsweise ist [z > o] fiir k € {1,...,n} und « € R der abgeschlossene Halb-
raum
Hi(a)={zeR"; o1 > a}

in R™. Ist f € YX, so setzen wir
[E(f)] :=={z€ X ; BE(f(z)) ist wahr } .
Fiir f € R¥ gilt dann zum Beispiel [f > 0] = {zeX; flx)y>0}.

Das folgende Theorem zeigt insbesondere, dafl die Borelsche o-Algebra iiber R"
bereits von der Menge der ,,Halbraume mit rationalen Koordinaten* erzeugt wird.

1.11 Theorem FEs seien

Ag = As({(a,0) ; a,b€Q"})

und

Ag=A;({Hi(e) ; 1<k<n, acQ})
sowie

A=A, ({Hi(e) ; 1<k<n, a€R}).
Dann gilt

B" = Ag(u]](n)) =Ap=Ap=A; .
Beweis Da jeder abgeschlossene Halbraum zu B™ gehort, folgt
Ao Cc Ay CB™. (1.2)

Es seien nun a,b € R" mit a < b. Fiir k € {1,...,n} gelten
[Ik < bk} = [l‘k > bk]c = Hk(bk)c e Ay
sowie

[xk>ak]: U[l‘kzak—Fl/j]EAl,
j=1

da A; eine o-Algebra ist. Hieraus ergibt sich

(a,b) = ﬁ(ak,bk) = ﬁ ([Ik < bg] N[z > ak]) ceA .

k=1 k=1
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Fiir a,b € Q" zeigen diese Uberlegungen, da8 (a, b) zu Ag gehort. Wegen (1.2) und
{(a,b) ; a,b € Q" } C J(n) folgen nun

Ag C A-(J(n)) c AL CB*, AgC Ay CB". (1.3)

SchlieBlich gehért B (c,7) = [[1_,(cx — 7, cx +7) fiir jedes ¢ € Q" und r € Q"
zu Ag. Somit liefert Korollar 1.9(i), daf§

Bn:AU({BZO(QT) cceQ™, reQt }) C Ag ,

was zusammen mit (1.3) die Behauptung impliziert. m

Basen topologischer Riume

Eine Topologie auf einer Menge X ist durch die Angabe einer Basis eindeu-
tig bestimmt. Es ist leicht zu sehen, dafl nicht jedes nichttriviale Mengensystem
M C B(X) Basis einer Topologie sein kann. Der folgende Satz gibt eine Charak-
terisierung von Mengensystemen, die Topologien erzeugen.

1.12 Theorem Ein Mengensystem M = { M, C X ; a € A} mit |Jyca Mo = X
ist genau dann Basis einer Topologie T (M) auf X, der von M erzeugten Topolo-
gie, wenn es zu jedem (o, 3) € A x A und zu jedem x € M, N Mg ein v € A gibt
mit x € M, C M, N Mg.

Beweis ,=“ Es sei 7 eine Topologie auf X, und M ={M, C X ; a € A} sei
eine Basis von 7. Ferner seien o, 8 € A und = € M, N Mg. Dann ist M, N Mg
eine offene Umgebung von . Da M eine Basis von 7 ist, kann M, N Mgz als
Vereinigung von Mengen aus M dargestellt werden. Insbesondere gibt es ein v € A
mit x € M, C M, N Mg.

»,<=" Es sei M ein Mengensystem mit den oben angegebenen Eigenschaften,
und 7 (M) := {Unen Ma ; A C A}. Offensichtlich gehéren (), X und beliebige
Vereinigungen von Mengen aus 7 (M) zu 7 (M).

Es seien Oy, ...,0, € T(M), n > 2,und O := O N Oz. Wir wollen nachwei-
sen, dal O zu T (M) gehort. Dazu geniigt es, den Fall O # () zu betrachten. Auf-
grund der Definition von 7 (M) gibt es A; C A mit O; = Uaen, Ma fiir j =1,2.
Zu jedem z € O finden wir also aj(x) € A, j=1,2, mit € My, (o) N Ma,(a)-
Ferner gibt es nach Voraussetzung ein a(x) € A, so da8

x € My(zy C My, () N M,y CO .

Also folgt O = J,co Ma(a), d-h., O gehort zu 7 (M). Ein einfaches Induktions-
argument zeigt nun, da§ auch O; N---NO,, zu 7 (M) gehort. m
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Die Produkttopologie

Es seien 7; und 73 Topologien auf X. Gilt 77 C 7Ta, so heifit 7; gréber als 75 (bzw.
T, feiner als 7).

1.13 Bemerkungen (a) {0, X} ist die grobste und (X)) ist die feinste Topologie
auf X, d.h., fiir jede Topologie auf X gilt {0, X} € 7 C P(X).
(b) Es sei M C PB(X) eine Basis einer Topologie 7 (M). Dann ist 7 (M) die

grobste Topologie auf X, die M enthélt. Mit anderen Worten: Ist 7 eine Topologie
auf X mit M C 7, so gilt T D T (M).

(c) Ist 7y eine Topologie auf X, so ist 7y eine Basis von sich selbst, d.h. 7 (7y) = 7p.

(d) Es sei M; C PB(X) eine Basis von 7; fiir j = 1,2 mit M; C Ms. Dann gilt
TiCTo. m

Es seien (X1,771) und (X2, 72) topologische Rdume und (O;,U;) € 71 x Ta
fiir 7 = 1,2. Dann gilt offensichtlich

(O1 xUyp)N (02 x Ug) = (01 NO2) x (U NUs) .
Somit zeigt Theorem 1.12, daf3
71&75::{01X02CX1><X2; (01702)671><75}

eine Basis einer Topologie 7 := 7 (7; X 73) auf (oder: von) X; x X5 ist. Sie heifit
von 7; und 75 erzeugte Produkttopologie auf X; x Xs. Der topologische Raum
(X1 x Xo,7) ist das topologische Produkt von (X7,7;) und (X2, 73). Falls nicht
ausdriicklich etwas anderes vereinbart wird, versehen wir X; x X5 stets mit der
Produkttopologie.

1.14 Bemerkungen (a) Die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf X7 x Xs,
die 7; X 75 enthilt.

(b) Die Produkttopologie ist die grébste Topologie auf Xy x X, fiir welche die
Projektionen pr;: X1 X Xo — X, j =1,2, stetig sind.
Beweis (i) Fiir O1 € 71 und O2 € 75 gelten

pry(01) =01 x Xo,  pry (02) = X1 x O .

Also sind die Projektionen pr; und pr, stetig beziiglich 7 := 7 (7; X 7).

(ii) Es bezeichne T eine Topologie auf X1 x X, fiir die pr; und pr, stetig sind.
Zu jedem V € T gibt es eine Indexmenge A und (Oa,Us) € 71 X T2 fir o € A mit
V =U, aOa x Uas. Wegen Theorem II1.2.20 und Bemerkung II1.2.29(e) gehoren die
Mengen pry }(Oa) und pry*(Us) zu 7. Da auBerdem On X Uy = pry *(Oa) N pry H(Ua)

gilt, liegt V' in 7, d.h., wir haben 7 C T.m
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(c) Es sei M; C PB(X;) eine Basis von 7; fiir j = 1,2. Dann ist M; X My eine
Basis der Produkttopologie von X7 x Xs.

(d) Es seien (Xj;,d;) metrische Rdume fiir j = 1,2, und 7; bezeichne die von d;
auf X; induzierte Topologie. Ferner sei 7 (d; V d2) die von der Produktmetrik
dy V dg auf X7 x Xo induzierte Topologie (vgl. Beispiel I1.1.2(e)). Dann gilt

T(’Tl X 75) = T(dl \Y dg) s

d.h., die Produkttopologie der von d; und do induzierten Topologien stimmt mit
der von der Produktmetrik d; V dy induzierten Topologie tiberein.

Beweis 7 (d1 V d2) ist eine Topologie auf X; x X2 mit
IR CT(diVd) CT(TiRT3),

wie aus Aufgabe II1.2.6 und Theorem 1.12 folgt. Die Behauptung ergibt sich nun aus (a). m
(e) Die obigen Definitionen und Resultate besitzen offensichtliche Verallgemeine-
rungen auf den Fall von mehr als zwei, aber endlich vielen, topologischen Réumen,
deren Formulierungen und Beweise wir dem Leser iiberlassen. m

Produkte Borelscher o-Algebren

Es seien (X, A;), j=1,2, meBbare Rdume. Dann zeigen bereits einfache Bei-
spiele (vgl. Aufgabe 15), dal A; X A5 i.allg. keine o-Algebra iiber X7 x Xo ist.
Deshalb erklart man die Produkt-o-Algebra A; ® A5 von A; und As als die klein-
ste o-Algebra iiber X1 x X5, welche Ay X A5 enthilt, d.h., man setzt

AL ® A = Ag(Al IXAQ) .

Der niichste Satz zeigt, wie aus Erzeugendensystemen fiir A; und As ein Erzeu-
gendensystem fiir A; ® A, gewonnen werden kann.

1.15 Satz Fiir §; C P(X;) mit X; € S;, j=1,2, gilt

Ag(sl) ®Ag(82) = .Ag(Sl IXSQ) .

Beweis Mit A; := A,(S;) gilt offensichtlich A, (S K Ss) C A1 ® As. Um die um-
gekehrte Inklusion zu zeigen, setzen wir

A= () (A (SIBS)),  j=1,2.

Wegen Xo € Sy [bzw. X € S ist~Sl [bzw. S3] eine Teilmenge von A [bzw. ./2(2}
Somit zeigt Beispiel 1.3(e), dal A; D A; fur j = 1,2 gilt. Hieraus leiten wir fiir
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die Menge A; x As € A1 X A,y die Beziehungen

Al x Xo = (prl)_l(Al) S AU(S]_ IXSQ) s
X1 x Ay = (pr2)71(A2) S Ag‘(Sl |ZSQ) s

und folglich A; x Az = (41 X Xo) N (X1 x Ag) € A, (S1 K S,), ab. Dies impliziert,
daB A; ® Ay = A, (A1 K As) in A, (S1 K Ss) enthalten ist. m

Auch dieser Satz ist offensichtlich im Falle von mehr als zwei, aber endlich
vielen, mebaren Réumen richtig, wobei die Produkt-o-Algebra in natiirlicher Ver-
allgemeinerung der obigen Definition eingefithrt wird.

Es seien (X;,7;), j=1,2, topologische Raume. Dann sind auf X; x X,
zwel o-Algebren erklirt: die Produkt-o-Algebra B(X;) ® B(X3) der Borelschen
o-Algebren B(X1) und B(X3), und die Borelsche o-Algebra B(X; x X3) des topo-
logischen Produktes X; x X5. Im folgenden untersuchen wir, inwieweit diese zwei
o-Algebren miteinander vergleichbar sind.

1.16 Satz Es seien X1 und Xs topologische Rdume. Dann gilt
B(X1) ® B(X2) C B(X; x Xa) .

Beweis Es sei 7; die Topologie von X;. Die Produkttopologie 7 auf X; x X,
enthélt 77 X 75. Somit gilt

AT RT3) C A (T) = B(X1 X X») .

AuBerdem zeigt Satz 1.15, dafi B(X1) ® B(X2) = A, (71 KW 73) gilt, woraus die Be-
hauptung folgt. m

In Aufgabe 19 wird ein Beispiel vorgestellt, welches belegt, dafl die Inklu-
sion in der Aussage von Satz 1.16 nicht verschérft werden kann, d.h., i.allg. gilt
B(X1 x X39) # B(X1) ® B(X2). Von besonderer Bedeutung ist deshalb das folgen-
de Resultat.

1.17 Theorem FEs seien X; und Xs topologische Ridume, die beide das zweite
Abzéihlbarkeitsaxiom erfiillen. Dann gilt

B(Xl X XQ) = B(Xl) ® B(XQ) .

Beweis Es sei M; eine abzdhlbare Basis der Topologie 7; von X;. Dann ist
Mi K Mz gemifl Bemerkung 1.14(c) und Satz 1.6.9 eine abzihlbare Basis der
Produkttopologie 7 := 7 (7; K 73). Folglich 148t sich jedes O € T als abzihlbare
Vereinigung von Mengen aus M; X My darstellen. Also gilt 7 C B(X1) ® B(X2),
was B(X1 x Xo) C B(X1) ® B(X2) impliziert. Nun erhalten wir die Behauptung
aus Satz 1.16. m
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1.18 Korollar B™ ® B" = B™™" und B™ = {5’1 R ® Bi fiir m,n € N*.
~

m

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 1.14(e), Korollar 1.9(ii), Theorem 1.17 und den
entsprechenden Verallgemeinerungen auf den Fall von m Faktoren. m

Die Mef3barkeit von Schnitten

Fir C c X xY und (a,b) € X x Y heifit 4

C[a] ;:{er; (a,y)EC}

bzw.

ol ={zeX; (z,b)eC}

Schnitt von C beziiglicha € X bzw. b € Y.

Der néchste Satz zeigt, daB Schnitte meBbarer Mengen wieder mefbar sind.

1.19 Satz Es seien (X, .A) und (Y, B) mefibare Rdume und C € A® B. Ferner sei
(z,y) € X x Y. Dann gelten Cl,; € B und CW € A.

Beweis (i) Wir setzen
C={CeA®B; CyeB CMeA (z,y) e X xY}

und zeigen, daf3 C eine o-Algebra iiber X X Y ist.
Offensichtlich gehort X x Y zu C. Fiir C' € C und (z,y) € X x Y gelten

(C = (Cl)t€B,  (CH¥ = (CW) e A,

d.h., C° gehort zu C. Schliefllich erfiillt jede Folge (C;) in C

(U e)y=Usem . (U,0)"=U e,

so dafl auch {J; Cj zu C gehort.
(ii) Fir Ax Be AR B und (z,y) € X x Y gelten

B, r€eA,

A yeB
Ax B, = A x B = ’ ’
(“m{@, T axp {@

, y e B°.

Also ist AX B in C enthalten, und wir finden A ® B C C. Weil offenbar auch
C C A® B gilt, ist alles bewiesen. m
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Aufgaben
1 Man beweise die Aussagen der Beispiele 1.3(a)—(d).

2 Esseien §,8 C PB(X) nicht leer. Man beweise oder widerlege: Aus A, (S) = A-(S)
folgt S=S .

3 Es seien (Xj,A4;), j=1,2, meBbare Rdume. Eine Teilmenge F' C X1 X X5 heifit
Figur in X1 x X5, wenn es ein m € N und Ro, ..., Rm € A1 X Ay gibt mit R; N Ry, =0
fir j #kund F = U;-TL:ORJ'.

Man zeige:

(a) F:={F C X1 x X2 ; F ist Figur in X; x X> } ist eine Algebra auf X; x Xo.

(b) Ao (F) = A1 @ As.

4 Es seien (A;) eine Folge in P(X) und

lim A := ﬁ G Ay, hmAJ = U ﬁ Ay .
/ 5=0 k=j 7=0 k=j

Dann heifit lim A; Limes superior und lim A; Limes inferior von (A4;).
J J
(a) Man beschreibe die Mengen lim A; und lim A; .
J J

(b) Man beweise oder widerlege: lim; A; C lim; A;, lim; A; C lim; A;.

5 Die Folge (A4;) € P(X)" heiBt konvergent, wenn hmA = hmA In diesem Fall nennt

man lir_n Aj :=lim A; Grenzwert von (A;). Man verlﬁmere
J

(a) Ist (A;) wachsend [bzw. fallend], so konvergiert (A;) und es gilt lim; A; = (J; A;
[bzw. lim; A; = (; A;].

(b) (A;) konvergiert genau dann gegen A, wenn (x4;) punktweise gegen x4 konvergiert.
6 Es seien (X,A) und (Y, B) meBbare Rdume. Die Abbildung f: X — Y heifit A-B-

meBbar®, wenn f(B) C A gilt. Sind X und Y topologische Riume, so nennt man eine
B(X)-B(Y)-meBbare Funktion Borel meB3bar. Folgende Aussagen sind zu zeigen:

(a) Es sei S C P(Y) mit A, (S) = B. Dann ist f € YX genau dann A-B-meBbar, wenn
gilt £71(S) C A.

(b) Es seien X und Y topologische Rdume. Dann ist jede stetige Abbildung von X in Y
Borel mefibar.

7 Es seien (X, .A) ein meBbarer Raum, Y C X und A|Y :={ANY ; A€ A}. Dann
ist A|Y eine o-Algebra iiber Y, die von A auf Y induzierte o-Algebra.

8 Es seien (X, A), (Y,B) und (Z,C) meBbare Rdume. Man verifiziere:

(a) Sind f € Y¥ und g € Z¥ meBbar, so ist auch go f € ZX meBbar.

(b) Sind f € YX meBbar und A C X, so ist f|A € Y* (A| A)-B-meBbar.

3Sind keine Unklarheiten iiber die Bedeutung von A und B zu befiirchten, so nennen wir
A-B-mefibare Funktionen kurz mef3bar.
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9 Essei Y ein topologischer Raum, und X C Y. Dann gilt B(X) = B(Y) | X.

10 Es seien di und dz dquivalente Metriken auf X und X; := (X, d;) fiir j = 1,2. Man
zeige: B(X1) = B(X2).

11 Besitzt ein topologischer Raum X eine abzihlbare Basis M, so gilt B(X) = As(M).
12 Essei (X,7) ein Hausdorffraum, und es gebe eine Folge (K;) € X" kompakter Men-

gen mit X = J; K;. Man verifiziere B(X) = A (K), wobei K die Menge aller kompakten
Teilmengen von X ist.

13 Fiir die topologischen Rdume X und Y gelte B(X x Y) = B(X) ® B(Y'). Man zeige,
daf fiir jedes nichtleere Z C Y gilt: B(X x Z) = B(X) ® B(Z). (Hinweis: Man verifiziere,
daBA:={MCXXY; (XxZ)NM € B(X)®B(Z) } eine o-Algebra iiber X x Y ist,
die B(X) ® B(Y) enthilt. Ferner beachte man Bemerkung I11.2.29(h).)

14 Es seien X; und Yj topologische Rdume, und f;: X; — Y; sei Borel mefbar fiir
7 =1,2. Ferner sei

fixfor XixXo = YixYs, (21,22)— (fi(z1), fa(22)) -
Man verifiziere: (f1 x f2)~' (B(Y1) ® B(Y2)) C B(X1) ® B(X2).
15 Es seien A C X und A := {0, A, A°, X}. Unter welchen Voraussetzungen an A ist
AKX A eine o-Algebra iiber X x X7
16 Essei S C P(X). Dann gilt

Aq(8) = J{A-(C) ; € C S ist abzéhlbar } .

(Hinweis: Man zeige, da3 das rechts stehende Mengensystem eine o-Algebra iiber X ist,
die S enthilt.)

17 Fir AC X sei Aa:={BC X ; AC B oder AC B°}. Man beweise:
(i) Aa ist eine o-Algebra iiber X.
(ii) Aus S C Aa folgt A,(S) C Aa.

18 Essei X = (X,7) ein topologischer Raum. Man zeige: Gehort die Diagonale
Ax={(z,y) e X xX;z=y}

zu B(X) ® B(X), so gibt es eine Injektion von X in R.

(Hinweise: (i) Es sei S ={ Ay, ; k€ N} C T fir j =1,2 mit Ax € 4,(S1 K S2) (vgl
Aufgabe 16). Ferner sei A; := A,(S;) fiir j = 1,2. Dann gilt A1 ® Az D A;(S1 X S2),
und folglich implizieren Ax € A,(S1 W S2) und Satz 1.19, dal {z} € A, fiir jedes z € X.
(ii) Es seien ¢ :=> 7> 3 "xa,, € B(X,R) und z,y € X mit ¢(z) = ¢(y). Aufgrund
von Theorem I1.7.11 gilt dann fiir jedes k € N entweder {x,y} C Ag1 oder {z,y} C Af .
Folglich zeigt Aufgabe 17, daB fiir jedes A € A; entweder {z,y} C A oder {z,y} C A°
gilt. Nach (i) ist dies nur fiir = y moglich.)

19 Es sei X := PB(R), und 7 bezeichne eine Hausdorffsche Topologie auf X. Dann gilt
B(X)®B(X) #B(X x X).

(Hinweise: Aufgrund der Hausdorffschen Trennungseigenschaft von 7 ist die Diagonale
Ax abgeschlossen in X x X. Gilt B(X) ® B(X) = B(X x X), so folgt aus Aufgabe 18,
dafB es eine Injektion von PB(R) in R gibt. Dies widerspricht Theorem 1.6.5.)



2 Mafle

In diesem Paragraphen fithren wir den Begriff des Mafles ein und studieren dessen
allgemeine Eigenschaften, die sich mehr oder weniger unmittelbar aus der Defi-
nition ergeben. Die gewonnenen Rechenregeln stellen die Grundlage dar fiir das
tiefere Eindringen in die Maf- und Integrationstheorie.

Im folgenden seien

e X eine nichtleere Menge und [0, 00] := RT U {c0}.
Wir erinnern an die in den Paragraphen I.10 und IL5 vereinbarten Festlegungen
iiber die Arithmetik und Topologie in R.

Mengenfunktionen

Es sei C ein System von Teilmengen von X mit () € C. Ferner sei ¢ eine Abbildung
von C in [0, oo] mit ¢(@) = 0. Dann heiBt ¢ o-subadditiv(e Mengenfunktion), wenn
fiir jede Folge (A;) in C mit (J; A; € C gilt!

o(U 4) <3 w4y (2.1)

Eine Abbildung ¢ von C in [0, 0o] oder K mit ¢(@)) = 0 heiBit o-additiv, wenn

(U, 4) =3, o4 (22

fiir jede disjunkte Folge (A;) in C mit |J; A; € C gilt. Ist (2.1) fiir jedes endliche
System Ao, ..., A, von [bzw. (2.2) fiir jedes endliche System Ay, ..., A,, von paar-
weise disjunkten] Teilmengen von C mit | J ; A;j € C richtig, so heifit ¢ subadditiv
[bzw. additiv]. Schliellich sagt man, ¢: C — [0, 0c] sei o-endlich, wenn X zu C
gehort und es eine Folge (A;) in C gibt mit {J; A; = X und ¢(4;) < oo fiir j € N.
Gilt sogar ¢(X) < 00, so heifit ¢ endlich.

2.1 Bemerkungen (a) Jede o-additive bzw. o-subadditive Mengenfunktion ist
auch additiv bzw. subadditiv.

(b) Es sei ¢ eine o-additive Abbildung von C in [0,00] bzw. K. Ist (4;) € CY
disjunkt mit |J; A; € C, so konvergiert die Reihe . (A;) unbedingt in [0, oc]
bzw. K, d.h., sie kann beliebig umgeordnet werden, ohne daf sich ihr Wert &ndert.

Beweis Dies folgt aus (2.2), da ap(Uj Aj) nicht von der Anordnung der A; abhéngt. m
(c) Die Abbildung

1, A#0,

‘,B(X)—)[(l()@], A|—>{0 A:(Z)

IHier und im folgenden ist unter U, A;j natiirlich U;‘io Aj zu verstehen, etc.
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ist o-subadditiv, und genau dann o-additiv, wenn X aus nur einem Element be-
steht. m

Maf3rdume

Es sei A eine o-Algebra iiber X, und p: A — [0, 00| sei o-additiv. Dann heifit 4
(positives) Maf3 auf X (genauer:? auf A), und (X, A, ;1) nennt man Mafraum. Gilt
w(X) =1, so heifit p auch Wahrscheinlichkeitsmaf3, und (X, A, 1) ist ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.

2.2 Beispiele (a) Es seien a € X und

1, ac A,

RS

fir A C X. Dann ist d, : P(X) — [0, 00] ein Wahrscheinlichkeitsma$, das Dirac-
maf} auf X (mit Triger in a).

(b) Fiir A C X sei H°(A) := Anz(A). Dann ist H: PB(X) — [0, cc] ein MaB, das
Zihlmaf} auf X. Es ist genau dann endlich [bzw. o-endlich], wenn X endlich [bzw.
abzihlbar] ist.

(c) Fiir A C X sei p(A) := 0 fiir A = 0 und p(A) := oo sonst. Dann ist (X, B(X), 1)
ein Mafiraum.

(d) Es seien (X, A, p) ein Mafiraum und A € A. Dann ist (4, A| A, | A) ebenfalls
ein Mafiraum. m

Eigenschaften von Maflen

Wir stellen einige wichtige Rechenregeln fiir den Umgang mit Maflen zusammen.

2.3 Satz Es sei (X, A, p) ein Mafiraum. Fiir A, B € A und (A;) € AY gelten die
Aussagen:

(i) w(AUB) 4+ (AN B) = pu(A) + u(B).
(ii) u(B\A) = u(B) — u(A), falls A C B und u(A) < oo.
(iii) A C B = u(A) < u(B), d.h., u ist wachsend.?
(iv) u(Ax) 1T p(U; Aj), falls Ag C Ay C Ay C---.
(v) p(Ax) L (N, Ay), falls Ag D A1 D Ag D -+ mit p(Ag) < oo.
(vi) u(U; 45) <32, 1(A;), d-h., p ist o-subadditiv.

I
I

2Die Angabe von A ist eigentlich iiberfliissig, da A als Definitionsbereich von p bestimmt ist.
3Dies bezieht sich auf die von (9B(X),C) induzierte natiirliche Ordnung von A (vgl. die
Beispiele 1.44(a) und (b)). Statt wachsend sagt man auch monoton.
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Beweis (i) Aus AUB = AU (B\A) und AN (B\A) = () sowie Bemerkung 2.1(a)
folgt

p(AUB) = pu(A) + u(B\A) . (2.3)
Analog erhalten wir aus B = (AN B)U (B\A) und (AN B)N (B\A) =0, dal
W(AN B) + u(B\A) = u(B) (2.0

gilt. Durch Addition von (2.3) und (2.4) finden wir
n(AU B) + (AN B) + n(B\A) = p(A) + u(B) + p(B\A) .

Ist u(B\A) endlich, folgt die Behauptung. Gilt u(B\A) = oo, so erhalten wir
w(AUB) = u(B) = oo aus (2.3) und (2.4). Also ist die Behauptung auch in diesem
Fall richtig.

(ii) Aus A C B folgt B=AU(B\A). Da aulerdem A und B\ A disjunkt
sind, gilt u(B) = p(A) + p(B\A). Nach Voraussetzung ist p(A) < oo, und wir
finden 1i(B) — u(A) = p(B\A).

(iil) Wie in (ii) gilt p(B) = p(A) + p(B\A), und somit p(B) > p(A).

(iv) Wir setzen A_; := () und By, := Ay \ Ax—1 fiir £ € N. Dann ist aufgrund
der Voraussetzung (Bj) eine disjunkte Folge in A mit (;Z, B = ;2 4; und
Uiy Br = Ap. Also folgt aus der o-Additivitdt von p

(U A) = (U, ) = fim S = Jim (U )
k=0 k=0

= lim wp(4,,) .

m—00

(v) Ist (Ag) eine fallende Folge in A, so ist (Ag\ Ax) wachsend. Ferner gilt

A\ (0, 40) =400 (1, 4) =, (100 ) = U, a0

Unter Verwendung von (ii) und (iv) folgt deshalb

) = (), ) = 07 (), ) = (U400 40)
= lim_ p(Ao\Ap) = p(Ao) = lim pu(An)

woraus sich die Behauptung ergibt.

(vi) Wir setzen By := Ag und By, := Ay, \ (Uf;é Aj) fiir k € N*. Dann ist (By,)
eine disjunkte Folge in A mit | J, By = J, Ar und By, C Ay, fiir k € N. Somit folgt
aus der o-Additivitdt von p und aus (iii):

(U ) = (U, 50) = 5,00 X, i

Damit ist alles bewiesen. m
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2.4 Bemerkungen (a) Die Aussage (iv) [bzw. (v)] von Satz 2.3 heifit Stetigkeit
des Maf3es von unten [bzw. oben]|.

(b) Die Aussagen (i)—(iii) bleiben offensichtlich richtig, wenn A eine Algebra und
p: A — [0, 00] additiv sind.

(c) Sind S eine Algebraiiber X und i : & — [0, oo] additiv, monoton und o-endlich,
so gibt es eine disjunkte Folge (By) in S mit |J,, Br = X und p(By) < oo fiir k € N.

Beweis Wegen der o-Endlichkeit von p gibt es eine Folge (A;) in S mit (J; 4; = X und
p1(A;) < oo. Setzen wir By := Ao und By := Ag \ U}Z) A; fiir k € N*, so folgt leicht,
daf3 (By) die angegebenen Eigenschaften besitzt. m

Nullmengen

Es sei (X, A, p) ein Mafiraum. Jedes N € A mit p(N) = 0 heifit p-Nullmenge. Die
Menge aller p-Nullmengen bezeichnen wir mit N,. Das Ma8 ;1 bzw. der Mafiraum
(X, A, p) heifit vollstéindig, wenn aus N € N, und M C N stets M € A folgt.

2.5 Bemerkungen (a) Fiir M € Aund N € N, mit M C N gilt M € N,.
Beweis Dies folgt aus der Monotonie von p. m

(b) Abzihlbare Vereinigungen von p-Nullmengen sind p-Nullmengen.
Beweis Dies folgt aus der o-Subadditivitdt von p. m

(c) Das Maf} p ist genau dann vollstindig, wenn jede Teilmenge einer p-Nullmenge
eine p-Nullmenge ist.

Beweis Dies ist eine Konsequenz von (a). m
(d) Gilt A=P(X), soist x vollstindig. Insbesondere sind das Diracmafl und das
Zéhlmaf vollsténdig. m

Wir bezeichnen mit
My ={McCX; HNGNMmitMCN}

die Menge aller Teilmengen von p-Nullmengen. Offensichtlich ist p genau dann
vollsténdig, wenn M,, in A enthalten ist. Fiir einen nichtvollstéindigen MafSraum?
stellt folglich

Ay ={AUM ; Ac A, Me M,}

eine echte Erweiterung von A dar. Der néchste Satz zeigt, daf A, eine o-Algebra
ist, auf der ein vollstéindiges Maf} definiert ist, welches p erweitert.

4In Korollar 5.29 wird gezeigt, daB es nichtvollstindige MaBrdume gibt.
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2.6 Satz Essei (X, A, p) ein MaBraum.
(a) Fir Aec A und M € M, sei n(AUM) := u(A). Dann ist (X, A, p) ein
vollstindiger Mafiraum mit p O p.
(b) Ist (X, B,v) ein vollstindiger MaBraum mit v D p, so gilt v D pu.

Beweis (i) Wir weisen zuerst nach, dafl A, eine o-Algebra ist. Offenbar gehért X
zu A, Essei Ag € A,.Danngibtes A€ A, N € N,und M C N mit Ag = AU M.
Aus M C N folgt M¢ = N°¢U (N N M°), und wir finden

AG=ANM = (ANN)U(A°NNNM) .
Weil A und N zu A gehoren, gilt dies auch fiir A N N€. Ferner liegt AN N N M¢
in M,,, denn N ist eine p-Nullmenge mit A°N N N M C N. Also gilt Af € A,,.
SchlieBllich sei (Bj) eine Folge in A,. Dann gibt es Folgen (A4;) in A, (N;) in N,
und (M]) in ‘B(X) mit Mj C Nj und Bj ZA]' UM]‘ fiir jEN Da UN] eine
p-Nullmenge ist, die | J M; enthélt, und weil A eine o-Algebra ist, gilt

U = (Ua)u(Um) €A,

(i) Wir zeigen, dafl die Mengenabbildung p: A, — [0, co] wohldefiniert ist.
Dazu seien A; € A und M; € M, fir j =1,2 mit Ay UM; = Ay U M. Ferner
sei N eine p-Nullmenge mit My C N. Dann gilt A; C Ay UM; C A UN, und
aus Satz 2.3 folgt:

1(Ar) < p(A2 UN) = p(Az) + p(N) — p(A2 N N) = p(Az2)

Analog zeigt man p(As) < p(Ap). Also ist p wohldefiniert.

(iii) Es seien Ag eine p-Nullmenge und B C Ay. Dann gibt es A, N € N,, und
M C N mit Ag=AUM. Also gilt BC Ay C AUN, und folglich gehoért B zu
M, C A, d.h., pist vollsténdig.

(iv) Nach Konstruktion ist u eine Erweiterung von g, und es ist leicht zu
sehen, dafl p auch o-additiv ist. Damit ist (a) bewiesen.

(v) Es sei (X,B,v) ein vollstindiger Maflraum mit B> A und v|A = p.
Insbesondere gilt dann N, u C N, und somit M u C M,,. Die Vollstandigkeit von v

impliziert ferner M, C B. Also gilt M, C B, und deshalb auch A, C B. Dies
beweist (b). m

Die Aussage (b) von Satz 2.6 bedeutet, da (X,.A,, ) die kleinste voll-

stindige Erweiterung von (X, A, u1) darstellt. Man nennt (X, A, 1) bzw. pu Ver-
vollstindigung von (X, A, 1) bzw. u. Ein wichtiges Beispiel einer Vervollsténdigung
werden wir in Theorem 5.8 kennenlernen.

Aufgaben

1 Fiir AC X seien A:= A, ({A}) und p(0) := 0 sowie pu(B) := oo sonst. Man zeige,
dafl (X, A, ) ein vollsténdiger Mafraum ist.
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2 Es seien (X, A, i) ein Mairaum und As,..., A, € A fiir n € N™. Dann gilt

W(Ua)-Sers ¥ o()42)

k=1 1=j1<--<jrp=n

3 Man finde im MaBraum (N,P(N),H") eine fallende Folge (A;) € P(N)", fiir die
lim; H°(A;) existiert und die H®(; A;) # lim; H(A;) erfiillt.
4 Essei (X, A) ein meBbarer Raum, und g : A — [0, oo] sei additiv und stetig von unten.

Man beweise, daf (X, .A, u) ein Mafiraum ist.

5 Esseien (X, A, 1) ein Mafiraum und B € A. Fiir A € A setze man pup(A) := u(AN B).
Man zeige, dal (X, A, up) ein Mafiraum ist.
6 Bs seien (X, A, i) ein MaBraum und (A;) € AY. Man zeige:
(a) p(lim A;) < lim p(Ay).
J J

(b) p(lim A;) > lim p(A;), falls es ein k € N gibt mit H(U;ik 4;) < oo.
J J

(c) Gibt es ein k € N mit N(U;ik Aj) < oo und konvergiert die Folge (4;), so gilt
p(limy Aj) = lim; p(A;).

7 Es ist zu zeigen, daB fiir jeden MaBraum (X, A, p1) gilt: (X, Ay, p) = (X, [Au] [u])

w
8 Es seien (X, A, u) und (X, A, v) endliche Mafirsume. Man beweise oder widerlege
(X7A7/-‘L>:(X7A7V><:>N :NV'

9 Essei (X,.A) ein meSbarer Raum, und N/ C A erfiille
(i) 0 eN;
(ii) (4)) e N =, 4; e N;
(ili) (A€ A, BeEN, ACB)=AcN.
Man konstruiere ein Mafl p auf (X, .A) mit N, = N.
10 Esseien X iiberabzéhlbar und A := { A C X ; A oder A° ist abzéhlbar }. Fiir A€ A

setze man pu(A) := 0, falls A abzéhlbar ist, und u(A) := oo sonst. Man zeige, daB (X, A, )
ein vollstandiger Mafiraum ist.

11 Essei (X, A, u) ein Mafiraum. Man nennt A € A u-Atom, wenn p(A) > 0 und wenn
fiir jedes B € A mit B C A gilt u(B) = 0 oder u(A\B) = 0.
(a) Man zeige:
(i) Es sei A ein p-Atom mit B € A und B C A. Dann gilt entweder pu(B) = pu(A)
oder p(B) = 0.
(ii) Essei A € Amit 0 < u(A) < co. Ferner gelte fiir jedes B € A mit B C A entweder
w(B) = u(A) oder p(B) = 0. Dann ist A ein p-Atom.
(iii) Es seien p o-endlich und A € A ein p-Atom. Dann gilt u(A) < co.

(b) Man bestimme alle Atome des ZdhlmaBes H° und der Mafe aus den Aufgaben
1 und 10.
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12 Es sei (X, A, p) ein vollstdndiger MaBraum. Ferner seien A € A ein p-Atom und
B C A. Man beweise oder widerlege: B ist mef3bar.

13 Essei (X, A, p) ein vollstindiger Mafiraum. Auflerdem seien A, N € A mit u(A) > 0
und p(N) = 0. Man zeige, dal u(ANN¢) > 0.



3 AuBere Mafle

Bis jetzt haben wir nur triviale Beispiele von Maflen kennengelernt. Insbesondere
konnen sie nicht zur Berechnung von Inhalten von Flichen und Kérpern verwen-
det werden, wenn diese Inhalte in einfachen Féllen, wie z.B. bei Rechtecken und
Quadern, mit den aus der Elementargeometrie bekannten Flachen- oder Raum-
inhalten iibereinstimmen sollen. In diesem Paragraphen legen wir die Grundlage
fiir die Erzeugung von allgemeinen Klassen von Maflen. Dazu konstruieren wir
zuerst Mengenfunktionen, sog. ,duflere Mafle“, die auf allen Teilmengen einer
gegebenen Menge definiert sind und einige, aber nicht alle Eigenschaften eines
Mafles besitzen. Aulerdem betrachten wir wichtige Beispiele. Im néchsten Para-
graphen werden wir durch geeignete Einschriankungen aus diesen dufleren Maflen
dann ,richtige“ Mafle gewinnen.

Wie stets sei
e X eine nichtleere Menge.

Die Konstruktion duflerer Mafle

Eine Abbildung p* : PB(X) — [0, 00| mit p*(0) = 0 heiBt duBeres Mafl auf X, wenn
sie wachsend und o-subadditiv ist. Eine Teilmenge K von 3(X) nennen wir Uber-
deckungsklasse fiir X, wenn sie die leere Menge und eine Folge (K;) enthilt
mit X =, K.

3.1 Bemerkungen (a) Ein dufleres Mafi auf X ist stets auf ganz P(X) definiert.
(b) Jedes MaB} auf P(X) ist ein duBeres Maf.
Beweis Dies folgt aus Satz 2.3(vi). m

(c) Fiir A C X sei
* L 07 A:®7
“<A)'_{1, A£D .

Dann ist p* ein dufleres Mafl auf X, und p* ist genau dann ein Maf}, wenn X
einpunktig ist.

(d) {0, X} ist eine Uberdeckungsklasse fiir X.

(e) Fiir a,b€ R" sei A(a,b) eine Teilmenge von R™ mit (a,b) C A(a,b) C [a,b].
Dann ist {A(a, b) ; a,beR" }7 also insbesondere J(n), eine Uberdeckungsklasse
fiir R™.

(f) Fiir einen topologischen Raum (X, 7) ist 7 eine Uberdeckungsklasse fiir X.

(g) Es seien X ein separabler metrischer Raum und 7 die von der Metrik erzeugte
Topologie. Dann ist {O €7 ; diam(0) < ¢ } fiir jedes € > 0 eine Uberdeckungs-
klasse fiir X.
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Beweis Nach Satz 1.8 ist X Lindelofsch, woraus die Behauptung folgt. m
Der folgende Satz erlaubt eine systematische Konstruktion von &ufleren Mafien.

3.2 Theorem Es sei K eine Uberdeckungsklasse fiir X, und v : K — [0, 00| erfiille
v(0) =0. Fiir A C X sei

[ (A) = mf{ S ) () ekt ac U K } .
Dann ist pi* ein duBleres Maf$ auf X, das von (K, v) induzierte &uf3ere Maf3 auf X.

Beweis Es ist klar, da§ p* : PB(X) — [0, o0] wachsend ist mit p* (@) = 0. Um die
o-Subadditivitdt von p* nachzuweisen, sei (A;) eine Folge in P(X). Zu jedem
€ > 0 und jedem j € N gibt es eine Folge (K ;)ren in K mit

AjC UkKj,k und Zk V(K 1) < p*(Aj) +e/27F

Aus Uj Aj C Uj Uy K1 ergibt sich

(U 4) £ X, 5K
<Y (A + /2 = (3w (A)) +<

Weil dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die Behauptung. m

Das Lebesguesche duflere Maf

Fiir a,b € R™ heifit

vol, (a,b) := { szl(bj —aj) , a<b,

0 sonst ,

n-dimensionales Volumen des Intervalls (a,b) in R™. Ist (a,b) nicht leer, so ist
das n-dimensionale Volumen des n-dimensionalen ,,Quaders“ (a,b) nichts anderes
als das Produkt seiner Kantenlédngen, was im Fall n = 1 bzw. 2 bzw. 3 mit dem
aus dem Alltag vertrauten Begriff der Lénge bzw. des Fliacheninhaltes bzw. des
Volumens iibereinstimmt.

3.3 Satz Fiir A C R" sei

A (A) = inf{ Z?OO

Jj=

volu(I;) s I € J(n), j €N, | J ;5 A}

Dann ist \f ein dufleres Mafi auf R", das n-dimensionale Lebesguesche dufere
Ma8. Fiir a,b € R" und (a,b) C A C [a,b] gilt \*(A) = vol,(a,b).
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Beweis (i) Die erste Behauptung folgt aus Bemerkung 3.1(e) und Theorem 3.2.
(ii) Es seien a,b € R". Offensichtlich ist durch Iy := (a,b) und I; := fiir
j € N* eine Folge von Intervallen in R" gegeben mit (a,b) C Uj I;. Also gilt

A ((a,0) < Z]« vol, (I;) = vol,(a,b) . (3.1)

(iil) Es sei Ag die Menge aller Teilmengen A von R", so dafl es a,b € R" gibt
mit ay = by, fiir ein k € {1,...,n} und! (a,b) C A C [a, b]. Offensichtlich gibt es zu
jedem A € Ap und £ > 0 ein I. € J(n) mit A C I. und vol,(I.) < e. Folglich gilt
A (A) =0 fir A e Ap. Zu a,b € R" gibt es 2n ,Seiten” J; € Ag mit

2n

[a,b] = (a,b)U UJj .

Jj=1

Hieraus und aus Bemerkung 2.1(a) folgt
A5 ([a,0]) < i ( Z)\* ) =X ((a,b)) .
Fiir (a,b) C A C [a,b] erhalten wir deshalb aus der Monotonie von A

X:L((avb)) = A, (4) = X:L([avb]) : (3.2)

(iv) Es sei (;) eine Folge in J(n) mit [a,b] C |J; I;. Die Kompaktheit von [a, b]
sichert die Existenz von N € N mit [a, ] C Uév:o I;. Somit gilt (vgl. Aufgabe 1)

N
vol,(a,b) SZ

7=0 ]:O

Mg

Oln (I] ) ’

und wir finden nach Infimumsbildung vol, (a,b) < X% ([a,b]). Zusammen mit (3.1)
und (3.2) folgt nun die Behauptung. m

Fiir a,b € R" sei J(a,b) ein Intervall in R™ mit (a,b) C J(a,b) C [a,b]. Dann
zeigt Satz 3.3, daB
A5 (J(a, b)) = vol,(a,b) (3.3)

gilt. Aus diesem Grund setzen wir
vol, J(a,b) := A (J(a,b))

und nennen vol, J(a,b) wieder n-dimensionales Volumen des Intervalls J(a,b).
Die Formel (3.3) besagt anschaulich, dafi die Seitenfliichen keinen Beitrag zum
Volumen eines n-dimensionalen Quaders leisten.

LA € Ag ist i.allg. kein Intervall in R™.
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Wir nennen das Intervall J in R™ linksseitig bzw. rechtsseitig abgeschlossen,
wenn es a,b € R" gibt mit J = [a,b) bzw. J = (a,b]. Die Menge aller linkssei-
tig bzw. rechtsseitig abgeschlossenen Intervalle in R" bezeichnen wir mit J,(n)
bzw. J,.(n). AuBerdem sei J(n) die Menge aller (,,beidseitig®) abgeschlossenen be-
schrinkten Intervalle in R™.

Der folgende Satz zeigt, daBl wir in der Definition des Lebesgueschen &ufe-
ren Mafles statt der offenen auch die linksseitig oder rechtsseitig oder beidseitig
abgeschlossenen Intervalle hiatten verwenden kénnen.

3.4 Satz Es seien A C R" und J € {J;(n),J,(n),J(n)}. Dann gilt

A% (A) :inf{ Z;iovoln(]j); J;€J, jEN, U;";O J; o A} .

Beweis Wir betrachten den Fall J = J,(n). Fiir J = (a,b) € J(n) sei £J := [a,)).

Es sei (J;) eine Folge in J(n) mit |JJ; D A. Dann ist (¢.J;) eine Folge in J,
welche A iiberdeckt. Also gibt es in J nicht weniger Folgen, die A iiberdecken, als
in J(n). Somit folgt aus (3.3) und der Definition von A% (A)

inf{ Z;Ovolnuj); Jiedjen J J >4}

< inf{ S volu(e;) s J; €I(n), jEN, U, 7 DA} — A (A) .

j=

(3.4)

Es seien (J;) eine Folge in J, welche A iiberdeckt, und € > 0. Mit a;,b; € R"
und J; = [a;, b;) setzen wir
J]E = (aj—e(bj—aj),bj) R ]GN
Dann ist (J5) eine Folge in J(n), welche A {iberdeckt, und

Zvol i 1+ &)™ vol, ( (Z vol,( ) )
7=0
Hieraus folgt
A5 (A) = inf{ Z;":O volu(I)) : I € J(n), G N, |, 15 A}
< inf{ Z;"’:O vol, (J5) 5 Jy B, jeN, |J 7o A}
_ inf{ Z:io vol (7)) 1 Jy €L, jeN, | J; 04 }(1 +e)n
Da dies fiir jedes € > 0 richtig ist, sehen wir, daf3
A (A) < inf{ Z]f"’:o vol,(J;) 3 Jy €3, jeN, | ;0 A} .

Nun folgt die Behauptung aus (3.4). Offensichtliche Modifikationen dieses Beweises
ergeben die Behauptung in den Féllen J = J,.(n) und J = J(n). m
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Lebesgue-Stieltjessche duflere Mafle

Es sei F': R — R wachsend und linksseitig stetig. Dann heifit F' maflerzeugende
Funktion. Gelten aufierdem lim,_, . F(z) =0 und lim,_. o, F(x) =1, so nennt
man F' Verteilungsfunktion. Ist F' eine maflerzeugende Funktion, so setzen wir

F()— F(a) , a<b,
”F([a’b))::{ ()0,() a;b,

fiir a, b € R. Da F' wachsend ist, bildet vp die Menge aller Intervalle der Form [a, b)
mit a,b € R wachsend in R ab.

3.5 Satz Es sei I' eine maBerzeugende Funktion, und fiir A C R sei

/J,*F(A) = mf{ Z I/F(Ij) ; Ij = [(J,]‘J)]‘)7 (lj7bj €R mit A C Uj:O Ij } .

J=0

Dann ist py ein dufleres MaB8 auf R, das von F' erzeugte Lebesgue-Stieltjessche
duBere Maf3. Fiir —oo < a < b < oo gilt p}([a, b)) = F(b) — F(a).

Beweis (i) Die erste Behauptung folgt aus Bemerkung 3.1(e) und Theorem 3.2.
(ii) Es seien a,b € R mit a < b. Wir setzen Iy := [a,b) und I; := 0 fiir j € N*.
Dann gelten [a,b) C |J; I; und

ZVF =vp(ly) = F(b) — F(a) . (3.5)
(iii) Es selen nun I; := [a;, b;) fiir j € N mit [a,b) C [, [; und € > 0. Wegen
der linksseitigen Stetigkeit von I gibt es positive Zahlen ¢ und ¢; mit

F(b)—F(b—c)<e/2, F(aj)—Fla; —¢;) <e270)  jeN, (3.6)

sowie [a,b—c] C UJ;(a; —¢;,b;). Da [a,b— c|] kompakt ist, gibt es ein N mit
[a,b—¢] C Uj:o(a] ¢;,bj). Nun impliziert die Monotonie von F, dafl

N o)
F(b—c) = F(a) <Y (F(bj) — F(a; — ¢j)) <Y _(F(b;) — Fla; — ¢;))

=0 §=0
gilt. Zusammen mit (3.6) erhalten wir somit

F(b)—F(a)=F0b)—Fb—c¢)+ F(b—c¢)— F(a)

S i[F(b]) — F(aj) +82_(j+2)] + 6/2

<Y [F(by) = Flay)] +e .
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Da dies fiir jedes € > 0 richtig ist, finden wir schliellich
F(b) = F(a) <Y ve(l;) .
§=0

Wegen (3.5) folgt die zweite Behauptung. m

3.6 Bemerkungen (a) Im Fall F(z) := z fiir € R gilt u} = A},
Beweis Dies folgt aus Satz 3.4. m
(b) Ersetzt man ,linksseitig stetig® in der Definition einer mafierzeugenden Funk-

tion durch ,rechtsseitig stetig“, so bleibt Satz 3.5 richtig, wenn man alle linksseitig
abgeschlossenen Intervalle durch rechtsseitig abgeschlossene substituiert. m

Hausdorffsche dufiere Mafle

Es sei X ein separabler metrischer Raum, und 7 bezeichne die von der Metrik
induzierte Topologie. Fiir s > 0, € > 0 und A C X setzen wir
HE(A) = inf{ Z?"O[diamoj}s . 0, €T, diam(0;) <e, Ac| ) oj} .
j=

Jj=0

Gemif Bemerkung 3.1(g) und Theorem 3.2 ist H? ein &uferes Mafl auf X. Ferner
gilt HE < HZ, fiir ey > €2, da fiir e mehr Mengen zur Uberdeckung zur Verfiigung
stehen als fiir 5. Deshalb existiert

HE(A) == lim HE(A) = sup HE(A)
e—0+ >0

fir jedes s >0 und A C X (vgl. Satz I1.5.3). Man nennt H; s-dimensionales
Hausdorffsches dufleres Maf3 auf X. Der Vollstandigkeit halber definieren wir das
0-dimensionale Hausdorffsche (dulere) Mafl durch H? := H°, wobei H" das Zihl-
maf} auf X bezeichnet.

3.7 Satz Fiir jedes s > 0 ist ‘H; ein duBeres Mafl auf X.

Beweis Im Fall s =0 ist H" gemifl Beispiel 2.2(b) ein Maf. Also folgt die Be-
hauptung aus Bemerkung 3.1(b).

Es sei s > 0. Offensichtlich ist H? eine wachsende Abbildung von PB(X)
in [0, 00] mit H?(0) = 0. Um die o-Subadditivitit zu zeigen, bezeichne (A4;) ei-
ne Folge in P(X). Weil H2(A) fiir jedes € > 0 ein duBeres Mafl auf X ist, gilt

(U, 40) < 30, meag) < 30 i)

Der Grenziibergang € — 0 liefert nun die Behauptung. m
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Aufgaben

1 Man zeige:

(a) I,J € J(n) = 1INJ e J(n).

(b) Es seien Io, ..., Ix € J(n), und I sei ein Intervall mit I C |J]_, 1

Dann gilt vol,, (1) < Z ' ovol,(Z;). (Man beweise dies ohne Verwendung von Satz 3.3.)

2 (a) Es sei p ein MaB auf der Borelschen o-Algebra B', und p((—o0,z)) sei endlich
fiir z € R. Ferner sei

Fu@) = p((-s0,2)), s eR.
Man zeige, da3 F), eine maflerzeugende Funktion ist mit lim, _, —eo Fj,(x) = 0.

(b) Man bestimme F,, wenn § das Diracmaf$ auf (R, B') mit Triiger in 0 bezeichnet.

3 Esseien f: R — [0,00) uneigentlich integrierbar und
[ r©d.  wer.

Man weise nach, dal Fy eine maflerzeugende Funktion ist, fiir die P, ( a,b ) f f&
mit —oo < a < b < oo gilt.
4 Essei A C R". Folgende Aussagen sind zu beweisen:

(a) H*(A) = lime o4 inf{ 337  [diam(Ax)]* ; Ax C R",
diam(Ax) <e, ke N, Ac U, Ax }.
(b) Ist f: A — R™ Lipschitz stetig mit der Lipschitz Konstanten A, so gilt

H*(F(A)) < AH(A) .

(c) Fiir jede Isometrie ¢: R™ — R"™ gilt H*(¢(A)) = H*(A), d.h., das Hausdorffsche
duBere Maf auf R™ ist invariant unter Isometrien, also bewegungsinvariant.?

(d) Es sei n > n, und H*® sei das dufere Hausdorffmafl auf R™. Dann gilt H®(A) = H®(A),
d.h., das duflere Hausdorffmaf ist unabhingig von der Dimension des ,,umgebenden® R".
5 Esseien A CR" und 0 < s < t < co. Man zeige:

(a) H*(A) < co = H'(A) = 0.

(b) H'(A) >0 = H*(A) = cc.

(c)inf{s>0; H*(A) =0} =sup{s>0; H°(A) = oo }. Die eindeutig bestimmte Zahl

dimg (A) :=inf{s>0; H*(A) =0}
heif3t Hausdorffdimension von A.

6 Esseien A, B, A; C R" fiir j € N. Folgende Aussagen sind zu zeigen:
(a) 0 < dimg(A4) < n.
(b) Ist A offen und nicht leer, so gilt dimg(A) = n.

2GemiB den Aufgaben VIL9.1 und VIL.9.2 ist jede Isometrie ¢ des R™ eine Bewegung in R,
d.h. von der Form ¢(z) = Tz 4+ a mit T € O(n) und a € R™.
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(¢) AC B = dimu(A) < dimg(B).

(d) dimpg (UJ Aj) = sup,{dimp (A;)}.

(e) Ist A abzihlbar, so gilt dimg(A) = 0.

(f) Fiir jede Lipschitz stetige Funktion f: A — R™ gilt dimg (f(A)) < dimu(A).

(g) Die Hausdorffdimension von A ist unabhéngig von der Dimension des umgebenden R™.

7 Esseien A C R" und B C R™. Dann gilt dimg (A x B) = dimpg (A) + dimg (B).

8 Es sei I C R ein perfektes kompaktes Intervall, und v € C(I,R") sei ein injektiver
rektifizierbarer Weg mit Spur I'. Dann gilt dimg(T) = 1.

9 Man verifiziere, dal durch p (A) := X (pr,(4)) fiir A C R® ein duBeres Maf auf R
erklart ist.

10 Essei {p; ; j € N} eine Familie von dufieren Mafilen auf X. Dann ist
bR = o], A 37 (4)

ein dufleres Maf3 auf X.

11 Man zeige: Zu jedem A C R" gibt es eine Gs-Menge G mit A C G und A\, (A) = A, (G).



4 Mef3bare Mengen

In diesem Paragraphen vollenden wir den Konstruktionsprozess fiir Mafle. Dazu ge-
hen wir von einem &ufleren Mafl aus und schrinken es auf eine geeignete Teilmenge
der Potenzmenge ein. Durch geschickte Auswahl dieser Teilmenge gewinnen wir so
einen vollstdndigen Mafiraum. Diesen, auf Carathéodory zuriickgehenden, Prozefl
wenden wir speziell auf die Beispiele des letzten Paragraphen an und erhalten die
fiir die Anwendungen wichtigsten Mafle, insbesondere das Lebesguesche.

Motivation

Der zentrale Punkt der Carathéodoryschen Konstruktion ist die Definition von
,meBbaren Mengen“. Sie ist fiir den Beweis des zentralen Theorems handlich und
bequem, aber nicht ohne weiteres intuitiv versténdlich. Deshalb geben wir zuerst
eine heuristische Motivation.

Es sei A eine beschréinkte Teilmenge von R™. Ist (I;) eine Folge offener Inter-
valle mit (JI; D A, so stellt Z;‘io vol, (I;) eine Naherungswert fir A% (A) dar, der
um so néher bei \f(A) liegt, je besser Uj I; die Menge A ,,approximiert. Gemés
Satz 3.4 konnen wir die offenen Inter-
valle durch Intervalle der Form [a,b) er-
setzen. Insbesondere konnen wir end-
lich viele paarweise disjunkte Interval-
le wiahlen, deren Vereinigung A enthélt.
Dann wird A ,,von auflen“ durch eine
,Figur approximiert, deren Rand stiick-
weise parallel zu den Koordinatenhyper-
flichen ist. In diesem Sinne kann man

AE(A) = inf{ >

j=

vol,(I;) ; I; €J(n), jEN, AC U;:O I }

als eine , Approximation von auflen® des Inhaltes von A verstehen.

Anstelle von A betrachten wir nun
die Menge D\ A, wo D eine beschréinkte
Obermenge von A in R"™ ist. Approxi-
mieren wir D\ A wie oben durch derar-
tige , Figuren“ von auflen, bedeutet dies
eine Approximation von A , von innen®.
Es ist deshalb naheliegend, das ,innere
MafB von A relativ zu D* durch

Moo (4) = X, (D) = X, (D\ A)

zu definieren.
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Nun ist zu erwarten, dafl diejenigen Teilmengen A von R" eine ausgezeichnete
Rolle spielen, deren dufleres Mafl mit ihrem inneren beziiglich jeder beschrinkten
Obermenge D iibereinstimmt, d.h. fiir die gilt

An(A) =MD (A), DcCR", DDA,
wobei D beschrinkt gewéhlt wird. Dies bedeutet
A(D) =X (A) 4+ A (D\A) , DCR", DDA, (4.1)

wo wir nun die Annahme, dal A und D beschriankt seien, fallenlassen. Somit
werden durch (4.1) genau die Mengen A erfafit, fiir die das Lebesguesche duflere
Maf auf der disjunkten Zerlegung A U (D\ A) von D fiir jedes D C R" mit D D A
additiv ist.

Die o-Algebra der p*-mef3baren Mengen

Es sei p* ein dueres MaBl auf X. Ersetzen wir R durch X und A\ durch p*, so
ist (4.1) fiir jedes A C X sinnvoll. Wegen der Subadditivitit duflerer Mafe kénnen
wir auch das Gleichheitszeichen in (4.1) durch > ersetzen. Dann kommen wir
zu folgender Definition: Die Teilmenge A von X heif3t p*-meflbar, wenn fiir jedes
D C X gilt
p*(D) = p* (AN D)+ p* (AN D) .

Die Menge aller p*-mefibaren Teilmengen von X bezeichnen wir mit A(u*). Gilt
w*(N) =0 fiir ein N C X, so ist N eine p*-Nullmenge.

4.1 Bemerkungen (a) Jede p*-Nullmenge ist p*-meBbar.
Beweis Es seien N C X mit x4 (N) =0 und D C X. Aufgrund der Monotonie von p
gilt 0<p (NND)<pu (N)=0. Somit ist N N D eine p -Nullmenge, und es folgt
W (NAD)+p (N°ND) = (NN D) < p (D).
Also ist N p -mef3bar. m

(b) Fiir A C X sind die folgenden Aussagen #quivalent:
(i) A€ A(").
(ii) p*(D) > p* (AN D)+ p*(A°N D) fiir alle D C X mit p*(D) < oo.
(iii) p*(D) = p* (AN D)+ pu*(A°N D) fiir alle D C X.
Beweis Die Implikationen ,,(i)=-(ii)“ und ,,(iii)=-(i)“ sind klar.
,»(i1)=>(iii)* Es sei D C X. Die Subadditivitidt von p ergibt

j(D)=u ((AND)U(A°N D)) <p (AND)+p (A°N D). (4.2)

Gilt ¢ (D) < o0, so folgt (iii) aus (4.2) und (ii). Im Fall 41 (D) = oo ist die Aussage wegen
(4.2) ebenfalls richtig. m



34 IX Elemente der Maflitheorie

Das néchste Theorem zeigt, dal die Gesamtheit aller p*-meflbaren Mengen
eine o-Algebra bildet und dafi die Einschrinkung des dufleren Mafles p* auf die-
se o-Algebra ein vollstdndiges Maf} ist. Es ist der zentrale Erweiterungs- oder
Fortsetzungssatz von CARATHEODORY zur Konstruktion nichttrivialer Mafle.

4.2 Theorem Es sei p* ein duferes Mal auf X. Dann ist A(u*) eine o-Algebra
auf X, und p := p* | A(u*) ist ein vollstéindiges Mafi auf A(p*), das von p* indu-
zierte Maf3 auf X.

Beweis (i) Offenbar gehort () zu A(p*). Weil die Definition der p*-Mefbarkeit
symmetrisch ist in A und A€, folgt A¢ € A(p*) aus A € A(p*).

(ii) Es seien A, B € A(n*) und D C X. Dann gilt
§*(D) = 1*(AN D) + u*(A° N D). (4.3)
Weil B p*-mefbar ist, folgt
p (A°ND)>p (BNA°ND)+p*(B°NA°ND).
Somit liefern (4.3) und die Subadditivitét von p*
p* (D) = p*((AND)U(BNA“ND)) + p*(B°NA°ND) .
Beachten wir
(AND)U(BNA°ND)=[AU(BNAY)|ND=(AUB)ND
und (AU B)¢ = AN B¢, so ergibt sich
p* (D) > p* ((AUB)N D)+ p*((AUB)°ND) .

Also ist AU B p*-meBbar, und A(p*) ist eine Algebra iiber X.

(iii) Es sei (A4;) eine disjunkte Folge in A(p*). Weil Ay p*-meBbar ist, gilt
mit Bemerkung 4.1(b)

1*((AgU A1) N D) = p*(((Ao U A1) N D) N Ag) + p* (((Ao U A1) N D) N Af)
und aus Ag N A; = () folgt

Durch vollstandige Induktion erhalten wir

w(UA)nD) =S w;nD),  meN. (4.4
Jj=0 Jj=0
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Setzen wir zur Abkiirzung A := y Aj, so zeigt die Monotonie von p*, daf3
“(AND) > p*(A;nD) meN.
j=0

Fiir m — oo erhalten wir die Ungleichung p*(A N D) > Z;io 1 (A; N D). Zusam-
men mit der o-Subadditivitidt von p* ergibt sich also

(AND)=> p*( (4.5)
7=0

Weil A(p*) nach (ii) eine Algebra iiber X ist, gilt fiir jedes m € N
- u((@ Aj)c mD) +u*((0 Aj) mD) .
§=0

J=0

Die Monotonie von p* und (4.4) liefern dann
W (D) > p* (45N D)+ 3 (4,1 D)
j=0
so dafl wir fiir m — oo mit (4.5) die Beziehung
W*(D) = (A" D) + 3 1" (4301 D) = " (A D) 4 " (AN D)

Jj=0

finden. Also ist A p*-mefibar, und Bemerkung 1.2(c) impliziert, dal A(u*) eine
o-Algebra ist.

(iv) Um einzusehen, dafl u* | A(p*) ein MaB auf A(u*) ist, geniigt es, in (4.5)
D = X zu setzen. Schlielich zeigen die Monotonie von p* und Bemerkung 4.1(a),
daf dieses Maf} vollstéindig ist. m

Ist 1 das von p* induzierte Mafl auf X, so nennt man die Mengen in A(u*)
in der Regel p-mef3bar und die p*-Nullmengen einfach p-Nullmengen.
Lebesguesche und Hausdorffsche Mafle

Wir wenden nun Theorem 4.2 auf die in den Sétzen 3.3, 3.5 und 3.7 besprochenen
duferen Mafle an.
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e Das von X\ auf R" induzierte Maf heifit n-dimensionales Lebesguesches
Maf3 auf R" und wird im folgenden mit A, bezeichnet. Die \,-mef3baren Mengen
heiflen Lebesgue mef3bar.

e Ist F': R — R eine maflerzeugende Funktion, so wird das von puj auf R
erzeugte Maf} als von F' induziertes Lebesgue-Stieltjessches Maf3 auf R bezeichnet.
Wir schreiben dafiir pp.

e Es seien X ein separabler metrischer Raum und s > 0. Das von H? auf X
erzeugte Maf ist das s-dimensionale Hausdorffsche Maf3 auf X und wird mit H*
bezeichnet.

Metrische Maf3e

Theorem 4.2 garantiert zwar, dafl die Einschrinkung p von p* auf A(p*) ein Mafl
ist, sagt aber nichts aus iiber die Reichhaltigkeit von A(p*). Im Falle metrischer
Réume wollen wir nun eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, dafl zumindest
alle Borelmengen p-mefbar sind.

Es sei X = (X, d) ein metrischer Raum, und p* sei ein duleres Mafl auf X. Gilt
W (AUB) = i*(4) + " (B)

fir alle A, B C X, die einen positiven Abstand voneinander haben, d.h., fiir die
gilt! d(A, B) > 0, so heifien u* und das von p* auf A(u*) induzierte Mafl metrisch.

Das n#chste Theorem zeigt, dafl die von einem metrischen dufleren Maf in-
duzierte o-Algebra die Borelsche o-Algebra enthilt. Umgekehrt kann man zeigen,
daB ein duBeres Mafl 1*, dessen o-Algebra der p*-mefibaren Mengen die Borelsche
o-Algebra enthiilt, metrisch ist (vgl. Aufgabe 1).

4.3 Theorem FEs sei pu* ein metrisches dufle-
res Maf3 auf X. Dann gilt A(p*) D B(X).

Beweis (i) Da A(p*) eine o-Algebra ist und o |
da die Borelsche o-Algebra von den offenen
Mengen erzeugt wird, geniigt es nachzuwei-
sen, dafl jede offene Menge p*-mefibar ist. 7 O,

(ii) Es seien O offen in X und D C X mit
w* (D) < co. Wir zeigen

p*(D) = p(OND)+p(0°ND). | "

Aus Bemerkung 4.1(b) folgt dann O € A(p*).

Wir setzen
Op:={ze€X;dz0%>1/n}

1Vgl. Beispiel 111.3.9(c).
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und
Api={zeX;1/(n+1)<d(z,0°<1/n}

fiir n € N*. Offensichtlich ist d(O,,,0¢) > 1/n > 0. Fiir z € Ay, gilt
(k+1) < d(x,0°) < d(x,2) < d(wy) + d(y.2),  2€0°, yeX.

Da dies fiir jedes z € O° gilt, folgt

und somit . )
Ay, A > — X 4.
d(Ag, k+2)_k+1 k+2>0’ keN (4.6)

(iil) Weil p* ein metrisches duleres Maf ist, folgt aus (4.6) durch vollstindige
Induktion

Z,u*(AQJ_ZﬁD)zu*((U AQj_i)mD> S/J*(D) s n € N* , 1=0,1.
=1 j=1
Hieraus erhalten wir

(oo}

> w(AxND) < 2p*(D) < o0
k=1

Insbesondere finden wir, dafl die Reihenreste r, := Zzo:n w* (A N D) eine Null-
folge bilden. Ferner gilt offenbar O\ O,, = U;’;n A;. Die o-Subadditivitdt von p*
liefert daher

0<p*((0O\On)ND) < iu*(Aj ND)=r, .

Also ist (p*((O\On) N D))
(iv) Offensichtlich gilt

nenx €ebenfalls eine Nullfolge.

1 (OND) < p* (O, N D)+ p*((0\O,) N D) . (4.7)
Wegen d(O,, N D,0°N D) > d(0O,,0° > 1/nund da p* ein dueres MaB ist, folgt
1 (On N D) 4+ p*(0°N D) = p* (0, UO°) N D) < p*(D) .
Zusammen mit (4.7) schlieflen wir auf
(0N D)+ p*(0°ND) < p*(D)+p*((O\O,) N D) , ne€N*.

Fiir n — oo finden wir die gewiinschte Ungleichung. m
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4.4 Beispiele (a) A’ ist ein metrisches duBeres Mafl auf R". Also ist jede Borel-
menge Lebesgue mef3bar.

Beweis Es seien A, B C R" mit d(A, B) > 0, und ¢ := d(A, B)/2. Geméif Satz 3.4 gibt
es zu € > 0 eine Folge (/;) in J,(n) mit U; I; D AU B und 3 voln(I;) < A\, (AUB) +e.
Jedes I; kénnen wir durch ,achsenparallele Unterteilung” als eine endliche disjunkte
Vereinigung von linksseitig abgeschlossenen Intervallen schreiben, die alle einen Durch-
messer kleiner als § haben. Folglich kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dafl diam([;) < ¢ fiir jedes j € N. Wegen d(A, B) = 26 gilt deshalb fiir jedes
j € Nentweder I; N A =0 oder I; N B = (. Also finden wir zwei Teilfolgen (I},) und (f, )
von (I;) mit I, N1, =0 fiir k,¢ € N, sowie |J, I D Aund |J, I, D B. Somit gelten

)‘n(A) < ZVOIH(Ik) ) An(B) < ZVOIH(IZ) )

und wir erhalten
An(A) + A0 (B) <3 voln(Ix) + > volu(Ip) < volu (1)
k 4 J
<M(AUB)+e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung wegen der Subadditivitdt von A,,. m

(b) Fiir die mafilerzeugende Funktion F': R — R ist das Lebesgue-Stieltjessche
dulere Mafl ;1 auf R metrisch.

Beweis Dies folgt durch einfache Modifikationen des Beweises von (a). B

(c) Das Hausdorffsche dulere Mafl H? auf R"™ ist fiir jedes s > 0 metrisch. Jedes
A € B" ist H"-mef3bar.

Beweis Dies folgt ebenfalls analog zum Beweis von (a). m

Aufgaben

1 Es sei X ein metrischer Raum, und g sei ein dufleres Mafl auf X. Man beweise: Gilt
B(X) C A(p ), soist p ein metrisches duBeres Mafl auf X.

2 Essei (X, A, v) ein Mafiraum. Ferner bezeichnen p das von (A, v) induzierte duflere
Maf} auf X und p das von g auf X induzierte Mafl. Man zeige, daf i eine Erweiterung
von v ist. Gilt p = v?

3 Man beweise die Aussagen der Beispiele 4.4(b) und (c).

4 Esseip ein duleres Mafl auf X, und fir A C X sei
p (A)==sup{p (D) —p (D\A); DC X, p (D\A) <oo}.

Dann heifit 4 : P(X) — [0,00] von i induziertes inneres Maf3 auf X.
Man zeige, daB fir A € A(p ) gilt p (A) = p (A).

5 Es sei I C R ein kompaktes perfektes Intervall, und v € C(I,R") sei ein injektiver
rektifizierbarer Weg in R™ mit Spur T. Es ist zu zeigen, da H'(T') = L(v) gilt.
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6 Es sei Ag:=[0,1]> C R?. Man unterteile Ay in sechzehn achsenparallele Quadrate
gleicher Seitenldnge und entferne geméfl untenstehender Skizze zwolf dieser Quadrate,
so daB ,,in jeder Zeile und jeder Spalte“ genau ein abgeschlossenes Quadrat iibrigbleibt.
Diese bilden die Menge A;. Dieser Vorgang wird fiir jedes der iibriggebliebenen Qua-
drate wiederholt, was Az ergibt (welches aus sechzehn Quadraten besteht). Allgemein
entsteht Agy1 aus Ap durch Anwenden des beschriebenen Unterteilens und anschlie-
enden Entfernens auf die einzelnen Teilquadrate von Ax. Die so entstehende Menge
A=y, Ak heiBt Cantorstaub.

Man zeige: 1 < H'(A) < v/2 und dimpg(A) = 1.

T g

Ao Ay As

(Hinweis: Fiir die Abschétzung von H'(A) nach oben verwende man die durch die Kon-
struktion von A nahegelegten Uberdeckungen. Fiir die Abschitzung von H!(A) nach
unten betrachte man pr; : A — R und verwende die Aufgaben 5 und 3.6(f).)

7 Man zeige, da fiir das Cantorsche Diskontinuum? C von Aufgabe I11.3.8 gilt:
(i) dimg(C) =log2/log3 =: s und 1/2 < H*(C) < 1.
(i) M(C) =0.

(Hinweise zu (i): Die Abschétzung von H*(C') nach oben ergibt sich analog zur Abschét-
zung von H*'(A) von Aufgabe 6. Zur Abschitzung von H*(C') nach unten: Ein Kompakt-
heitsschluf zeigt, daf man nur Uberdeckungen mit endlich vielen offenen Intervallen zu
betrachten hat. Ist {I; ; 0 < i < N} eine solche Uberdeckung, so wihle man fiir jedes i
die natiirliche Zahl k so, daB 37"+ < diam(I;) < 37% gilt. Dann kann I; hdchstens
ein Intervall von Cj schneiden (vgl. Aufgabe III1.3.8). Fiir j > k schneidet I; hochstens
297F = 2737°F < 273°[diam(1;)]” Intervalle von C;. Nun wihle man j so grof, daf die
Ungleichung 37U < diam(I;) fiir alle i gilt und zéihle die Intervalle.)

8 Essei F': R — R eine maflerzeugende Funktion, und pr bezeichne das von F' indu-
zierte Lebesgue-Stieltjessche Maf. Fiir a € R berechne man ,up({a}).

9 Essei (R,B', 1) ein lokal endlicher® Mafiraum. Man beweise:

(i) Es gibt eine maBerzeugende Funktion F mit pu = pr|B', d.h., pu ist das von F
induzierte Borel-Stieltjessche Maf3. F' ist bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt.

?Das Cantorsche Diskontinuum und der Cantorstaub sind Beispiele fiir Fraktale (vgl. z.B.
[Fal90]).

3Es seien X ein topologischer Raum und p: A — [0, c0] ein Mai mit .A D B(X). Man nennt
lokal endlich, wenn es zu jedem z € X eine offene Umgebung U von z gibt mit pu(U) < oo.
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(ii) Es sei
Fo:={F:R—R; F ist maBlerzeugend mit F(0) =0} .
Dann ist F'— pur |B1 eine Bijektion von Fy auf die Menge aller lokal endlichen
MaBe auf B*.
(Hinweis zu (i): Man betrachte F(t) := p([0,t)) fiir ¢ >0 und F(t) := —pu([t,0)) fir
t<0.)

10 Es sei F': R — R eine maflerzeugende Funktion mit folgenden Eigenschaften: Fiir
k € Z gibt es ar < ar+1 mit limy_, +00 ar = +00, und F' besitze in aj einen Sprung der
Héhe pr > 0. Ferner sei F auf (ag, art1) fiir jedes k € Z konstant.

Man zeige, dal A(ur) = P(R) und berechne pur(A) fir A C R.



5 Das Lebesguesche Maf3

Nachdem wir bis jetzt allgemeine Mafle betrachtet haben, wenden wir uns nun
dem wichtigsten Spezialfall, dem Lebesgueschen Maf, zu. Dieses Mafl hat die fun-
damentale Eigenschaft, dafl es den Elementarbereichen Intervall, Rechteck und
Quader ihre ,natiirlichen“ Inhalte zuordnet und deshalb zur Berechnung von Vo-
lumina allgemeinerer Flidchen und Kérper verwendet werden kann. Auflerdem bil-
det es die Grundlage fiir die Berechnung von Inhalten ,,gekriimmter Flichen® bzw.
allgemeinerer Mannigfaltigkeiten, wie wir in den spéteren Kapiteln sehen werden.

Der Lebesguesche Mafiraum

Die vom n-dimensionalen dufleren Lebesgueschen Maf erzeugte o-Algebra A(XY)
heifit o-Algebra der Lebesgue meB3baren Teilmengen des R"™ und wird mit £(n)
bezeichnet. Dementsprechend werden AJ-Nullmengen Lebesguesche Nullmengen
genannt.

Im folgenden Satz stellen wir erste Eigenschaften des Lebesgueschen Maf3-
raumes (R", £(n), \,) zusammen.

5.1 Theorem

(i) (R™,L(n),\,) ist ein o-endlicher vollstindiger MaBraum.

(ii) B™ C L(n), d.h., jede Borelsche Teilmenge des R" ist Lebesgue meBbar.
(iii) Fiir a,b € R" und (a,b) C A C [a,b] gehért A zu L(n), und

An(A) = voly(a,b) = [[ (0; — a;) -
j=1

(iv) Jede kompakte Teilmenge von R" ist Lebesgue mefibar und hat endliches Maf.
(v) Die Menge N C R" ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn es zu

jedem € > 0 eine Folge (I;) in J(n) gibt mit |J; I; D N und }_; An(I;) < e.
(vi) Jede abzihlbare Teilmenge des R" ist eine Lebesguesche Nullmenge.

Beweis (i) Theorem 4.2 und Satz 3.3 zeigen, daf (R", £(n), A, ) ein vollsténdiger
Mafraum ist. Wegen R" = [J]Z, (jBoo) und A, (jBoo) = (27)" ist er o-endlich.

(ii) Dies folgt aus Theorem 4.3 und Beispiel 4.4(a).

(iil) Fir M := A\ (a,b) gilt M C N :=[a, ]\ (a,b) € B™. Also folgt aus Satz 2.3
und (ii), wegen Ap (N) = An ([a, b]) — An((a, b)) = 0, daB N eine Lebesguesche Null-
menge ist. Da A, gemif (i) vollstindig ist, ist auch M eine Lebesguesche Null-
menge. Also gehort A = (a,b) UM zu L(n), und da (a,b) und M disjunkt sind,
folgt A\, (A) = )\n((a7 b)) = vol,(a,b).

(iv) folgt aus (ii) und (iii). Aussage (v) ergibt sich unmittelbar aus der De-
finition des dufleren Lebesgueschen Mafles. Schliefilich folgt (vi) aus der Tatsache,
daf jede einpunktige Menge offensichtlich eine Lebesguesche Nullmenge ist. m
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5.2 Beispiel Jede Teilmenge von R", die in einer Koordinatenhyperebene enthal-
ten ist, ist eine \,-Nullmenge.

Beweis Aufgrund der Vollstandigkeit von \,, geniigt es zu zeigen, dafl jede Koordinaten-
hyperebene eine \,-Nullmenge ist. Wir betrachten den Fall H :=R™ ™! x {0}.

Es sei € > 0, und fiir k € N™ seien ¢, := e(2k) 127 *+2) ynd
Jk(&‘) = (—k,k)n_l X (—Ek,ék) el.
Dann gilt vol, (Ji(e)) = e2~ " und somit Y 5o, voln (Jk(g)) =€/2 < e. Da die Fol-
ge (Jk(e)) die Menge H iiberdeckt, folgt An(H) = 0 aus Theorem 5.1(v).

Eine offensichtliche Modifikation dieser Uberlegungen ergibt die Behauptung fiir
die anderen Koordinatenhyperebenen. m

Aus Korollar 5.23 wird folgen, dafl jede Teilmenge von R™, die in einem affinen
echten Unterraum enthalten ist, eine Lebesguesche Nullmenge ist.

Die Regularitit des Lebesgueschen Mafles
Wir beweisen nun einige grundlegende Approximationsaussagen und stellen dazu
zuerst einige Bezeichnungen fiir Mafle auf topologischen Réumen zusammen.

Es seien X ein topologischer Raum und (X, A, 1) ein Mafiraum mit B(X) C A.
Man nennt (X, A, ) und p regulir, wenn fiir jedes A € A gilt:

1(A) = inf{ p(0); O C X ist offen mit O > A}
=sup{ w(K) ; K C X ist kompakt mit K C A} .

Gibt es zu jedem x € X eine offene Umgebung U von x mit u(U) < oo, so heiflen
(X, A, ) und g lokal endlich. Gilt schliefilich B(X) = A, so nennt man p Bo-
relsches Maf3 auf X. Insbesondere heifit (3, := A, | B" Borel-Lebesguesches Maf3
auf R".

5.3 Bemerkungen (a) Ist u lokal endlich, so gibt es zu jeder kompakten Menge
K C X ecine offene Umgebung U von K mit u(U) < oco.

Beweis Weil p lokal endlich ist, finden wir zu jedem z € K eine offene Umgebung U,
von z mit pu(Uz) < co. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es o, ..., ZTm € K mit
K CU:=Uj Uz, und p(U) <377 1(Us,) < 00. m

(b) Es sei X lokal kompakt.! Dann ist p genau dann lokal endlich, wenn fiir jede
kompakte Menge K C X gilt u(K) < oo.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (a). m

1Ein topologischer Raum heifit lokal kompakt, wenn er Hausdorffsch ist und jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt.
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5.4 Theorem Das Lebesguesche Maf ist regulér.

Beweis Essei A € £(n).
(i) Zu jedem & > 0 gibt es eine Folge (I;) in J(n) mit

AclJ i und > volu(I;) < Au(A) +¢ .
J J

Fiir die offene Menge O := J; I; gilt somit

A (A) <A (0) < An (L) = L,(1;) < A (A . 5.1
(A) S M(0) £ 3 M) = volullp) < Ma(A)+e. (51)
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt

An(A) =inf{ X\,(0) ; O CR" ist offen mit O D A} .

(ii) Um die Giiltigkeit von
An(A) = sup{ A\, (K) ; K C R" ist kompakt mit K C A}

nachzuweisen, betrachten wir zuerst den Fall einer Lebesgue mefibaren Menge B,
die beschrankt ist. Dann gibt es eine kompakte Menge C' C R"™ mit B C C. Nach (i)
finden wir zu jedem & > 0 eine offene Menge O C R", die C'\ B enthélt und fiir die
A (0) < Ap(C\B) + ¢ gilt. Wegen A, (B) < oo folgt aus Satz 2.3(ii):

A (0) < A (C) = Ap(B) + € . (5.2)
Die kompakte Menge K := C\O erfiillt K C B und C' C K UO. Somit zeigt (5.2)
An(C) S A (KUO) <A\ (K) + M (0) < M(K) 4+ M (C) — Ap(B) + €,
woraus sich die Ungleichung A, (B) — & < A\, (K) ergibt. Also gilt
An(B) =sup{ A\, (K) ; K C R" ist kompakt mit K C B }

fiir jede beschriinkte Lebesguesche Menge B.

(iii) Wir konnen annehmen, dafl A, (A) positiv sei. Dann gibt es ein o > 0
mit o < A, (A). Setzen wir B; := ANB"(0, ), so zeigt die Stetigkeit des Lebes-
gueschen Mafles von unten, da§ A, (A4) = lim; A, (B;). Also gibt es ein k € N mit
A (Bg) > a. Weil By, beschriinkt ist, finden wir aufgrund von (ii) eine kompakte
Menge K mit K C B C A und A\, (K) > a. Somit gilt

sup{ A\n(K) ; K C R" ist kompakt mit K C A} >« .

Weil a < A\, (A) beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung. m
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5.5 Korollar Essei A € L(n). Dann gibt es eine F,-Menge F und eine G5-Menge G
mit FF C AC G und A\ (F) = A\ (A) = M (G). Ist A beschrinkt, so kann auch G
beschriankt gewéahlt werden.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall \,,(A) < co. Geméfl Theorem 5.4 gibt
es zu jedem k € N* eine kompakte Menge Kj und eine offene Menge Oj mit
K, Cc AC Op und

An(A) = 1/k < M (Kk) < An(A) < Aa(Ox) < An(A) + 1/k . (5.3)

Setzen wir F' := J, K} und G := [, Oy, so sind die Inklusionen F' C A C G rich-
tig, und Satz 2.3(ii) zeigt, aufgrund von (5.3),

An(ANF) S A(A\NKR) <1/k . An(G\A) < Au(Ok\A) < 1/k

fiir jedes k € N*. Also gilt A\, (A\F) = A\, (G\A) =0, und die erste Behauptung
folgt aus Satz 2.3(ii).

(ii) Gilt A\, (A) = 00, so gibt es wegen Theorem 5.4 zu jedem k € N eine
kompakte Menge K} mit K C A und k < A, (Ky). Die Fy-Menge F := ], K,
und die Gs5-Menge G := R" erfiillen die angegebenen Gleichungen.

(iii) Die zweite Aussage ist klar. m

Theorem 5.4 besagt insbesondere, dafl wir das Maf} einer Lebesgue mefibaren
Teilmenge des R™ beliebig genau durch die Mafle geeigneter offener Obermengen
approximieren kénnen. Der folgende Satz zeigt, dal wir das Lebesguesche Maf}
einer offenen Menge dadurch beliebig genau anndhern kénnen, dafl wir sie durch
endliche Vereinigungen disjunkter Intervalle der Form [a, b) approximieren und die
Summe der Volumina dieser Intervalle berechnen. Dies ist die in der Einleitung zu
diesem Kapitel beschriebene Methode zur Berechnung von Inhalten.

5.6 Satz Jede offene Teilmenge O in R"™ kann als Vereinigung einer disjunk-
ten Folge (I;) von Intervallen der Form [a,b) mit a,b € Q" dargestellt werden.
Dann gilt

)\n(O) = ivoln(lj) .
7=0

Beweis Fir k € N sei
Wi ={a+[0,27%1,); ac27%2"}

mit 1, :=(1,...,1) € R". Mit anderen Worten: Jedes W € W, ist ein achsen-
paralleler Wiirfel der Kantenlinge 27%, dessen ,linke untere Ecke® in einem Punkt
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des Gitters 27%Z" liegt. Offen- : : : : ;
sichtlich ist Wj, eine abzéhlbare <— =Py ’(iﬁ
disjunkte Uberdeckung von R". ! ‘

Ferner sei Oy, die Vereinigung der- ‘
jenigen Wiirfel in W, die ganz Ox
in O liegen. Wegen :

: Bt

O = Op U (01\0g)
U (02\ (O UO)) U -

und Satz 1.6.8 ist die Behauptung 3 ﬁ
nun klar. m ! ! 1 ! 1 1 |

Eine Charakterisierung Lebesgue meflbarer Mengen

Es sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M von X heiflt o-kompakt, falls
es eine Folge (K;) kompakter Teilmengen gibt mit M = {J, Kj.

5.7 Theorem Fiir A C R" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist Lebesgue meBbar.

(ii) Es gibt eine o-kompakte Teilmenge S des R" und eine Lebesguesche Null-
menge N mit A= SUN.

Beweis ,(i)=(ii)“ Weil der Mafraum (R",L(n),\,) o-endlich ist, gibt es eine
Folge (A;) in L(n) mit A ={J; A; und A, (4;) < oo fiir j € N. Der Beweis von
Korollar 5.5 zeigt, da8 es zu jedem j € N eine o-kompakte Teilmenge S; von R"
gibt mit S; C A; und A, (S;) = A (4;). Also ist N; := A;\S; eine Lebesguesche
Nullmenge mit A; = S; U N;. Somit sind S := [J; Sj o-kompakt und N := (J; N;
eine Lebesguesche Nullmenge, und es gilt A =S U N.

,»(i1)=>(1)“ Aufgrund der Inklusion B™ C L(n) ist jede o-kompakte Teilmenge
des R™ Lebesgue meBbar. Da jede Lebesguesche Nullmenge zu £(n) gehért, ist auch
A = SUN Lebesgue mefibar. m

In Korollar 5.29 wird gezeigt, dal das Borel-Lebesguesche Maf§ 3,, nicht
vollstandig ist. Mit Hilfe von Theorem 5.7 gelingt es, die Vervollstindigung von
(R™,B™, 3,) zu bestimmen.

5.8 Theorem Das Lebesguesche Maf )\, ist die Vervollstindigung des Borel-
Lebesgueschen Mafies 3, .

Beweis (i) Essei A € B . Danngibtes B, N € B" und M C R" mit A= BU M,
M C N und A, (V) = 0. Die Vollstandigkeit von A,, zeigt, dal M eine Lebesgue-
sche Nullmenge ist. Wegen B™ C L(n) gilt also A= BUM € L(n), d.h., wir ha-
ben Bj C L(n).
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(ii) Es sei A € L(n). Aufgrund von Theorem 5.7 gibt es ein B € B™ und eine
Lebesguesche Nullmenge M mit A = B U M. Auflerdem folgt aus Korollar 5.5 die
Existenz von G € B" mit M C G und A\, (G) = A, (M) = 0. Also gehért A zu By .

Dies beweist die Inklusion £(n) C B . =

Bilder Lebesgue mef3barer Mengen

Wir werden in Theorem 5.28 sehen, dafl nicht jede Teilmenge des R™ Lebesgue
meBbar ist. Deshalb ist auch nicht zu erwarten, daf die Bilder meBbarer? Mengen
unter einer beliebigen Abbildung wieder mefibar sind. Fiir lokal Lipschitz stetige
Funktionen kann jedoch die Meflbarkeit der Bilder mefibarer Mengen garantiert
werden. Um dies zu zeigen, betrachten wir zuerst Nullmengen.

5.9 Theorem FEs seien N C R" eine \,-Nullmenge und f € C1"(N,R™) mit
m > n. Dann ist f(N) eine A,,-Nullmenge.

Beweis (i) Wir nehmen zuerst an, daf§ f: N — R™ (global) Lipschitz stetig sei.
Dann gibt es ein L > 0 mit

[f(@) = fW)le <Lz -yl ,  @yeN. (5:4)
Es sei 0 <e < L™. Weil N eine A,-Nullmenge ist, gibt es gemifl Satz 3.4 eine
Folge (I1) in J,(n), die N iiberdeckt und >°;° o Ay (1)) < &/L™ erfiillt. Wir kénnen
annehmen, daf§ die Kantenldngen rational sind. Durch Unterteilen kénnen wir
auch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl jedes [} ein Wiirfel
ist, dessen Kantenléinge wir mit aj bezeichnen. Dann ist f(INV N I;) wegen (5.4) in
einem Wiirfel J, C J(m) der Kantenléinge Lay enthalten. Fiir dessen Volumen gilt

Am(Je) = (Lag)™ = L™\ (I;)™™ keN.

Somit finden wir

= ka(NﬂIk) c Uk Jn (5.5)

iAm(Jk) :Lmi/\n(lk)m/" ngiAn(Ik) <e, (5.6)
k=0 k=0

k=0
da wegen m > n die Abschétzung

und

nI) €D Aa(lj) <e/L™ <1,
7=0

und folglich A, (I;,)™™ < A\ (I1), gilt. Weil diese Uberlegungen fiir jedes e € (0, L™)
richtig sind, zeigen (5.5) und (5.6), dal f(IN) eine A,,-Nullmenge ist.
2Da wir uns im folgenden fast ausschlieflich mit dem Lebesgueschen MaB befassen, sagen

wir einfach meflbar und Mafl statt Lebesgue mefibar und Lebesguesches Maf, etc., falls keine
Unklarheiten zu befiirchten sind.
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(i) Es sei nun f € C'"(N,R™). Dann gibt es zu jedem z € N eine offene
Umgebung U, von z, so daf f|(N NU,) Lipschitz stetig ist. Aus Korollar 1.9(ii)
und Satz 1.8 folgt, daBl N ein Lindel6fscher Raum ist. Somit gibt es eine abzihl-
bare Teiliiberdeckung { V; ; j € N} der offenen Uberdeckung {U, NN ; x € N }
von N. Aus der Vollstandigkeit des Lebesgueschen Mafles folgt, dafl jedes V; ei-
ne \,-Nullmenge ist. Somit zeigt (i), daB8 f(V}) eine A,,-Nullmenge ist, und die
Behauptung ergibt sich aus f(N) = J; f(V;) und Bemerkung 2.5(b). m

5.10 Korollar  Es seien U offen in R" und f € CY(U,R™) mit m > n. Ist N C U
eine \,-Nullmenge, dann ist f(N) eine A,,-Nullmenge.

Beweis Dies folgt aus Theorem 5.9 und Bemerkung VII.8.12(b). m

5.11 Bemerkungen (a) Es sei N eine A\,-Nullmenge, und es gelte f € C'(N,R™)
mit m > n. Dann ist f(N) i.allg. keine \,,-Nullmenge. Folglich kann in Theo-
rem 5.9 nicht auf die lokale Lipschitz Stetigkeit verzichtet werden.

Beweis Fiir N := [0,1] x {0} C R? gilt X\2(N) = 0. Bezeichnet v die Parametrisierung
der ,Peano-Kurve“ von Aufgabe VIIL.1.8, so sind v € C(N,R?) und v(N) = B? sowic
A2 ('y(N)) > 2, da B? ein achsenparalleles Quadrat der Seitenlinge v/2 enthilt. m

(b) Es sei N eine \,-Nullmenge, und es gelte f € C17(N,R™) mit m < n. Dann
ist f(N) i.allg. keine A,,,-Nullmenge.

Beweis Fiir N := (0,1) x {0} C R? und f:=pr, € C(N,R) gelten \2(N) =0 und
M(F(N) =x((0,1) =1 m

Weil das stetige Bild einer o-kompakten Menge wieder o-kompakt ist, erhal-
ten wir aus Theorem 5.9 und der Charakterisierung Lebesguescher Mengen von
Theorem 5.7 nun leicht die nachstehende Invarianzaussage.

5.12 Theorem Es seien A € L(n) und f € C*(A,R™) mit m > n. Dann gehort
f(A) zu L(m).

Beweis Nach Theorem 5.7 gibt es eine o-kompakte Teilmenge S des R™ und ei-
ne A\,-Nullmenge N mit A= SUN. Dann ist f(5) eine o-kompakte Teilmenge
des R™. Gemifl Theorem 5.9 ist f(N) eine A,,-Nullmenge. Aufgrund von Theo-
rem 5.7 gehort f(A) = f(S) U f(N) folglich zu £(m). m

5.13 Korollar Es seien U offen in R" und f € C*(U,R™) mit m > n. Ferner sei
A€ L(n) mit A C U. Dann gehort f(A) zu L(m).

Beweis Dies folgt aus Theorem 5.12 und Bemerkung VII.8.12(b). m

5.14 Bemerkungen (a) Es seien A € £(n) und f € C(4,R™) mit m > n. Dann
ist f(A) i.allg. nicht mefibar.
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Beweis Es bezeichne C' das Cantorsche Diskontinuum (vgl. Aufgabe II1.3.8). Geméif
Aufgabe 17 gibt es eine topologische Abbildung g : [0, 1] — [0, 2] mit A1 (9(C)) = 1. Somit
sichert Theorem 5.28 die Existenz einer nicht Ai-meBbaren Menge B C g(C). Setzen
wir A := g7!(B), so gelten A C C und g(A) = B ¢ £(1). Weil C nach Aufgabe 4.7 eine
A1-Nullmenge ist, folgt aus der Vollstéindigkeit von A1, dafl A zu £(1) gehort. Also leistet
f = g|A das Gewiinschte. m

(b) Es seien A € £(n) und f € C*(A,R™) mit m < n. Dann ist f(A) i.allg. nicht
mefbar.
Beweis Fiir V € R\L(1) sei A:=V x {0}. Dann implizieren Beispiel 5.2 und die Voll-

standigkeit des Lebesgueschen Mafles, daB8 A zu £(2) gehort. Ferner ist f := pry | A Lip-
schitz stetig, aber f(A) =V ist nicht A;-mefibar. m

(c) Die Teilmenge A von R" ist genau dann Lebesgue mefibar, wenn es zu jedem
x € A eine offene Umgebung U, in R" gibt mit ANU, € £(n). D.h., die Mefibar-
keit ist eine lokale Eigenschaft.

Beweis Die Implikation ,=-* ist klar.

<= Nach Voraussetzung gibt es zu jedem z € A eine offene Umgebung U, von x
mit ANU, € L(n). Insbesondere gilt A C|J, ,U.. Weil A nach Korollar 1.9(ii) und
Satz 1.8 ein Lindeléfscher Raum ist, gibt es eine abzihlbare Menge {z; € A; j € N}
mit A C {J; Uz, Also gehort A =J;(ANUs;) zu L(n). m

Die Translationsinvarianz des Lebesgueschen Maf3es

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu nachzuweisen, dafl das Lebesguesche Maf}
einer Menge unabhéngig von deren Lage im Raum ist. In einem ersten Schritt
zeigen wir, daf} es invariant ist unter Translationen. Dabei heifit die Abbildung

T, R"—=R", z—az+a (5.7)
Translation um den Vektor a € R"”.

5.15 Bemerkung Mit der Komposition zweier Abbildungen als Multiplikation ist
T:={714; a € R"} eine kommutative Gruppe, die Translationsgruppe auf R".
Die Abbildung a — 7, ist ein Isomorphismus von der additiven Gruppe (R",+)
auf die Translationsgruppe T. m

5.16 Lemma Die Borelsche und die Lebesguesche o-Algebra iiber R™ sind trans-
lationsinvariant, d.h., fir a € R" gelten 7,(B™) = B" und 7,(L(n)) = L(n).

Beweis (i) Fiir a € R" ist 7_, eine stetige Abbildung von R" in sich. Also ist 7_,
geméf Aufgabe 1.6 Borel mebar. Folglich gilt

Ta(B) = (T_a)"Y(B) C B (5.8)
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Ersetzen wir a durch —a, so folgt 7_,(B) C B. Also erhalten wir mit (5.8)
B=1407_q(B)="14(7-a(B)) C7a(B) C B, (5.9)

was 7q(B) = B beweist.
(ii) Da 7, eine glatte Abbildung des R™ auf sich ist, folgt 7, (£(n)) = L(n)
fiir a € R™ aus Theorem 5.12 und der Gruppeneigenschaft. m

5.17 Theorem Das Lebesguesche und das Borel-Lebesguesche Maf3 sind transla-
tionsinvariant: Fiir a € R™ gelten \,, = A\, o 7, und 3, = 3, © T4.

Beweis Offensichtlich sind J(n) und vol, : J(n) — R translationsinvariant. Des-
halb ist auch das Lebesguesche duflere Maf} translationsinvariant, und die Behaup-
tung folgt aus Lemma 5.16 und den Definitionen von A\, und 3,,. m

Es sei O offen in R™ und nicht leer. Dann iiberpriift man leicht, da§ O — O
eine Nullumgebung ist. Der néchste Satz zeigt, dafl dies sogar fiir jede Lebesgue
mefBbare Menge mit positivem Mafl richtig ist. Anschaulich bedeutet dies, dafl
solche Mengen nicht ,,zu diinn® sein kénnen (vgl. dazu auch Aufgabe 12).

5.18 Theorem (Satz von Steinhaus) Fiir jedes A € L£(n) mit A, (A) >0ist A— A
eine Nullumgebung.

Beweis Es sei A € £(n) mit \,(A4) > 0. Indem wir A durch AN kB"™ mit einem
geeigneten k € N* ersetzen, kénnen wir \,,(A) < oo annehmen.

Die Regularitdat von A, sichert die Existenz einer kompakten Menge K und
einer offenen Menge O mit K C A C O und

0 < A (K) < A(0) < 20(K) (5.10)

Weil K C O kompakt ist, gilt 6 := d(K,O¢) > 0 (vgl. Beispiel I11.3.9(c)).
Angenommen, fiir x € §B" gilte K N (x + K) = (). Dann folgte aus der Ad-
ditivitdt und der Translationsinvarianz von A,,:

A (KU (@4 K)) =M (K) + Az 4+ K) = 20,(K) . (5.11)

Aufgrund der Definition von ¢ wire z + K C O, und folglich K U (z + K) C O. Al-
so gélte wegen (5.11) A, (O) > 2\, (K), was wegen (5.10) nicht moglich ist. Folglich
ist fiir jedes x € §B" die Menge K N (z + K) nicht leer, d.h., es gibt y, 2 € K mit
y=x+ 2. Dies zeigt ( B"CK-KCA—A. m

Eine Charakterisierung des Lebesgueschen Mafles

Das néchste Theorem zeigt insbesondere, dafl das Lebesguesche Maf3 durch die
Translationsinvarianz bis auf Normierung bestimmt ist.
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5.19 Theorem Es sei p ein translationsinvariantes lokal endliches Maf auf B"
bzw. L(n). Dann gilt p = a, B, bzw. p = apA, mit o, = ,u([O, 1)")

Beweis (i) In einem ersten Schritt zeigen wir
u([a, b)) =ap, Voln([a, b)) , a,beR™.

Dazu betrachten wir zuerst den Fall n =1 und setzen g(s) := ([0, s)) fiir s > 0.
Dann ist g: (0,00) — (0,00) wachsend, und aus der Translationsinvarianz von g
folgt

g(s+1)

(0.5 +1)) = pu([0,5) U[s, s +1))
1([0,8)) + p(ls, s + 1) = n([0,5)) + 1([0,1))
g(s) +9(t)
fir s,¢ € (0,00). Folglich zeigt Aufgabe 5, dafl g die Form g(s) = sg(1) fiir s >0
besitzt. Wegen s = vol; ([0,5)) und ay = ([0, 1)) ergibt sich deshalb
1([0,8)) = g(s) = sg(1) = voly ([0, s)) a1 , s>0,

und wir finden

1([a, B)) = p([0, 8 — @) = a1 voli ([0, 8 — @) = ay voli ([a, 3)) (5.12)
fir o, 5 € R.
Um den Fall n > 2 zu behandeln, fixieren wir o/, € R"~! und setzen
,U/l([au/@)) = :u’([avﬁ) X [a,ab/)) ) avﬁeR .
Aufgabe 7 und (5.12) implizieren

,ul([oz,ﬂ)) = ﬂl([O7 1)) voll([a,ﬂ)) , a,BeER.
Es seien nun a = (a,...,a,) €R™, b= (b1,...,b,) € R" und @’ = (as,...,ay),
b = (ba,...,by). Dann gilt
p(la,b)) = p([ar,01) x [a',0")) = pa (a1, b1))
= voly (a1, b1)) 11 ([0, 1))
—voll(al,bl) ( 0,1) x [a b’)

Ein einfaches Induktionsargument liefert nun
([a b) H v011 a], = a, vol, ([a, b)) .

(ii) Es sei A € B™ [bzw. A € L(n)], und (I}) sei eine Folge in J,(n), welche A
iiberdeckt. Dann folgt aus (i)

<Z Ik —OznZA Ik
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Somit erhalten wir aus Satz 3.4
1(A) < oAy (A) = anAn(A)

(iii) Es sei nun B € B™ [bzw. B € L(n)] beschréinkt. Dann gibt es ein I € J,(n)
mit B C I C I.Da I kompakt und p lokal endlich sind, folgt aus Bemerkung 5.3(a),
daf pu(B) < oo. Beachten wir p(B) < oo und A, (B) < oo (vgl. Theorem 5.1(iv)),
so zeigt Satz 2.3(ii)

p(I\B) = p(I) = p(B) und \,(I\B) = A\,(I) — \n(B) ,
und wir finden mit (ii)
/u([) - N“(B) = H(I\B) < an/\n(I\B) = an/\n(l) - anAn(B) :

Nach (i) gilt u(I) = ap,An(I), so dafl die Ungleichung pu(B) > a, A, (B) folgt. Zu-
sammen mit (ii) erhalten wir also u(B) = o, A, (B) fiir jedes beschriankte B € B"
[bzw. B € L(n)].

(iv) SchlieBlich seien A € B" [bzw. A € £(n)] beliebig und B; := ANB"(0, j)
fiir j € N. Dann ist die Folge (B;) wachsend mit | J; B; = A, und jedes B; ist eine
beschriinkte Borelsche [bzw. Lebesguesche] Menge in R™. Unter Verwendung von
(iii) und Satz 2.3(iv) folgt nun

u(A) =lim p(B;) = an lim A (B)) = anAn(4) ,
J J
womit alles bewiesen ist. m

5.20 Bemerkung Im eben bewiesenen Theorem kann auf die Voraussetzung, dafl
1 lokal endlich sei, nicht verzichtet werden.

Beweis Offensichtlich ist das ZihlmaB H° auf B™ [bzw. £(n)] translationsinvariant. Es
gibt aber kein « € (0, 00) mit H® = a3, [bzw. H® = a),]. =

Die Bewegungsinvarianz des Lebesgueschen Mafles

Theorem 5.19 ermoglicht einen Vergleich des n-dimensionalen Lebesgueschen Ma-
Bes mit dem n-dimensionalen Hausdorffschen Maf. Dazu benttigen wir das fol-
gende Hilfsresultat:

5.21 Lemma Das n-dimensionale Hausdorffsche Maf3 H™ auf R" ist lokal endlich.
AuBerdem gilt H™([0,1)™) > 0.

Beweis (i) Aus Theorem 4.3 und Beispiel 4.4(c) wissen wir, daf jede Borelsche
Menge H™-meBbar ist. Es seien K C R" kompakt und & > 0. Dann gibt es ein
a > 0mit K C [~a,a]” und ein m € N mit m > 2ay/n/e. Wir unterteilen [—a, a]”
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in m" Teilwiirfel W; der Kantenléinge 2a/m. Dann gilt diam(W;) = 2a\/n/m < ¢,
und folglich

n

3

[diam(W;)]" = (2a)"n"™/? .

<.
Il
Jan

Aufgabe 3.4 zeigt, daB H?(K) < H?([—a,a]) < (2a)"n™/%. Nun erhalten wir aus
Bemerkung 5.3(b), dal H™ lokal endlich ist.

(ii) Es bleibt, H"([0,1)") > 0 nachzuweisen. Dazu sei € > 0, und (U;) sei
eine Folge offener Mengen in R", die [0,1)" tiberdeckt und diam(U;) < ¢ erfiillt.
Zu jedem j € N gibt es I; € J(n), so dafl jede Kantenldnge von I; durch 2 diam(Uj)
beschrénkt ist und U; C I; gilt. Also folgt

1= ([0,)") <> volu(I;) < 2" > [diam(U;)]" ,

J J
und deshalb 27" < H”([0,1)"). Dies impliziert H"([0,1)") > 27" > 0. =
5.22 Korollar Das n-dimensionale Hausdorffsche Mafl H" auf R" ist eine Erwei-

terung von an A, mit ay, = H"([0,1)"), d.h., jedes A € L(n) ist H"-meBbar, und
es gilt H"(A) = apA,(4).

Beweis (i) Lemma 5.21 und Aufgabe 3.4 sowie die H"-Mefbarkeit der Borelschen
Mengen zeigen, dafl H™ ein lokal endliches translationsinvariantes Mafl auf B™ ist.
Nach Theorem 5.19 gilt deshalb H"|B" = a,, 3;,.

(ii) Es seien N eine Lebesguesche Nullmenge und € > 0. Dann gibt es eine
Folge (I;) in J(n) mit 3, vol,(I;) <eund N C {J; I;. Aus (i) folgt

HI(L;) = H"(Ij) = anin(lj) ,
und wir finden
HI(N) < H? (Uj Ij) <Y ML) = an Y volu(L) < e -

Also ist N eine H"-Nullmenge.

(iii) Es sei A € £(n). Geméfl Theorem 5.7 gilt A =S UN mit S € B” und
einer \,-Nullmenge N. Deshalb ist A H"-mefibar. Ferner folgen aus (i) und (ii)

H™(A) < H™(S) + H"(N) = H"(S) = anAn(S5) < andn(A)

sowie

anAn(A) = aphn(S) = H™(S) < H™(A) .

Damit ist H™(A) = an A\ (A) nachgewiesen. m



IX.5 Das Lebesguesche Maf} 53

5.23 Korollar Sowohl das Lebesguesche als auch das Borel-Lebesguesche Mafi
sind bewegungsinvariant, d.h., fiir jede Bewegung ¢ des R"™ gelten A\, = A\, 0 ¢

und /Bn = ﬁn o Y.

Beweis Es seien ¢ eine Bewegung des R"™ und A € £(n) [bzw. A € B"]. Da ¢
und ¢~ ! wegen Folgerung V1.2.4(b) Lipschitz stetig sind, gehort p(A) gemif Theo-
rem 5.12 [bzw. Aufgabe 1.6(b)] zu £(n) [bzw. B"]. Ferner folgt aus der Bewegungs-
invarianz von H} (vgl. Aufgabe 3.4(c)), Lemma 5.21 und Korollar 5.22

anAn (9(A)) = H"(p(A)) = H"(A) = anAn(A) .

Damit ist alles bewiesen. m

5.24 Bemerkungen (a) In Korollar 5.22 haben wir gezeigt, daf (1/a;,,)H™ mit
o, =H"([0,1)") eine Erweiterung von A, ist. Tatséichlich stimmt (1/a,)H™ mit Ay,
iiberein, und es gilt oy, = 2" /w,, mit w, =7"/2?/T((n/2)+1). Fiir den Beweis
dieser Aussagen verweisen wir auf [Rog70, Theorem 30 und die darauffolgende
Bemerkung].

(b) Man kann zeigen, daf es echte Erweiterungen des Lebesgueschen Mafles auf R”
gibt, die bewegungsinvariant sind (vgl. [Els99]). m

Der spezielle Transformationssatz

Es sei ¢ eine Bewegung des R™ mit ¢(0) = 0. Dann zeigen die Aufgaben VIIL.9.1
und VIL.9.2, dal ¢ ein Automorphismus ist und |det p| =1 gilt. Also folgt aus
Korollar 5.23

An(p(A)) = |det ol An(A), A€ L(n).

Unser Ziel ist es nun, diese Formel fiir beliebige T' € L(R™) herzuleiten, d.h., den
speziellen Transformationssatz zu beweisen. Im néchsten Kapitel werden wir eine
weitgehende Verallgemeinerung dieses Satzes erhalten, in welchem ¢ durch einen
C'-Diffeomorphismus und A, durch das Lebesguesche Integral ersetzt werden.

5.25 Theorem Es sei T € L(R™). Dann gilt
A (T(A)) = |det T| A (A) | AeL(n). (5.13)

Beweis Da T gemifl Folgerung VI.2.4(b) Lipschitz stetig ist, folgt aus Theo-
rem 5.12, dal T'(A) fiir jedes A € L(n) Lebesgue meBbar ist.

(i) Ist T kein Automorphismus des R", so gilt det T = 0, und T'(A) liegt fiir
jedes A € L(n) in einer (n — 1)-dimensionalen Hyperebene von R". Dann folgt aus
der Bewegungsinvarianz von \,,, dafl wir annehmen konnen, 7'(A) liege in einer
Koordinatenhyperebene. Somit zeigt Beispiel 5.2, dafl T'(A) eine \,,-Nullmenge ist.
Also gilt (5.13) in diesem Fall.
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(ii) Es sei T' € Laut(R™). Dann ist pu(A) := A, (T(A)) fiir A € L(n) definiert.
Es ist nicht schwer nachzupriifen, da§ i ein lokal endliches translationsinvariantes
MaB auf £(n) ist. Aufgrund von Theorem 5.19 gilt folglich ¢ = ([0, 1)")A,,. Somit
folgt (5.13), wenn wir
A (T([0,1)™)) = |det T| (5.14)
zeigen.

(iii) Das geordnete n-Tupel [Tey, . .., Te,] sei eine Permutation der Standard-
basis [e1, ..., €] des R™. Dann gelten T'([0,1)") = [0,1)™ und |det T'| = 1. Also gilt
(5.14) und somit (5.13).

(iv) Es sei a € R*, und T erfiille

1
Tej = { e ] '
ej, jed{2,...,n}.
Dann gelten |det T'| = |a| und
[0,a) x [0,1)"1 a>0,
7(0,1)") =
(o, 17) { (a,0] x [0, 1)L, a<0.

Also ist (5.14), und somit (5.13), wieder erfiillt.
(v) Schliefllich seien n > 2 und

{61-'—627 .]:17
Tej: .
ej, j€e{2,...,n}.
Dann gilt det T' =1, und
T(0,)") ={(y1,-...yn) ER"; 0<yy <yo <y +1, y; €[0,1) fiir j #2} .

Setzen wir By :={y € T([0,1)") ; y2 <1} und By :=T([0,1)") \ By, so sehen
wir, dal By U (Bg —e2) = [0,1)" und By N (B2 — e3) = () gelten.

B B;

B B,

el €1

n=2 n=3
Also erhalten wir aus der Translationsinvarianz von A,
A (T([0,1)™)) = An(B1 U Bg) = A (Bi) + A (Bo)
= A (B1) + An(Ba —e2) = A\, (Bl U (By — 62)) = )\n([O, 1)") .
Folglich ist (5.14), und somit (5.13), auch in diesem Fall richtig.
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(vi) Nun betrachten wir einen beliebigen Automorphismus 7" des R™. Dann
besagt der Normalformensatz der Linearen Algebra (vgl. § 2.6 in [Koe83]), dafl
es T,..., T} € Laut(R™) gibt mit T'="T; o - - - o T}, wobei jedes T; von der Form
einer der in (iii)—(v) behandelten linearen Abbildungen ist. Also folgt

M (T(A) =X ((ThoThr o0 Ty)(A))
= |det 1| Ay ((To 0+ 0 Tp)(A)) =+ -~
=|detTh|- --- - |det Tp| A\ (A) = |det T| A\ (A)

fir A L(n). m

5.26 Bemerkungen (a) Essei [t1,...,1,] € R"*" die Spaltendarstellung der Dar-
stellungsmatrix [I'] von T € L(R"™) beziiglich der kanonischen Basis. Dann ist

T([071)n):{$1t1+-“+1‘ntn; ()S‘Tj<17 1§j§n}=P(t17...7tn)

das von den Vektoren t1,...,t, aufgespannte Parallelflach (oder Parallelepiped).
Also besagt Theorem 5.25, dafi | det T'| das Volumen, d.h. das n-dimensionale Le-
besguesche MaB, des Parallelepipeds P(t1,...,t,) ist.

(b) Fiir r > 0 gilt
An(PB™) = 1" A\ (B") .

Beweis Mit T :=rl, gelten detT = r™ und T'(B") = rB™. Die Behauptung folgt also
aus Theorem 5.25. m

Nicht Lebesgue meflbare Mengen

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, ob die o-Algebra £(n) mit der Potenz-
menge von R" iibereinstimmt, oder ob es nicht Lebesgue mefibare Mengen gibt.
Zu ihrer Beantwortung werden wir auf das Auswahlaxiom der Mengenlehre (vgl.
Bemerkung 1.6.10 und Bemerkung 5.31(d)) zuriickgreifen miissen. In diesem Zu-
sammenhang wird sich der Satz von Steinhaus (Theorem 5.18) als sehr niitzlich
erweisen.

Wir betrachten zuerst die Quotientengruppe R"/Q" der Abelschen Grup-
pe (R™, +) modulo der Untergruppe (Q", +). Aufgrund des Auswahlaxioms kénnen
wir aus jeder Restklasse [z] einen Repriisentanten auswéhlen. Diese Représen-
tanten fassen wir zu einer Teilmenge R von R" zusammen. Genauer sichert das
Auswahlaxiom die Existenz einer Abbildung ¢: R"/Q" — R" mit ¢([z]) € [2].
Wir setzen

R:=im(p) ={yeR"; I [2] e R"/Q" mit y = p([z]) } . (5.15)
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5.27 Bemerkungen (a) Es seien 2,y € R mit x — y € Q". Dann gilt z = y.

Beweis Nehmen wir an, es gelte x # y. Die Abbildungseigenschaft von ¢ sichert dann
die Existenz von [u], [v] € R"/Q"™ mit [u] # [v] und = € [u] und y € [v]. Wegen z —y € Q"
gilt aber auch [z] = [y], und somit [u] = [v], was wir ausgeschlossen hatten. m

(b) Fiir jedes B C R gilt: (B — B)NQ" = {0}.

Beweis Dies folgt aus (a). m

5.28 Theorem Zu jedem A € L(n) mit A\,,(A) > 0 gibt esein B C A mit B ¢ L(n).

Beweis Es seien A € £(n) mit A,(A) >0und B:={be R; [)]NA#0}. Hier-
bei kénnen wir annehmen, dafl b in A gewihlt wird, wenn [b] N A # (). Dann
ist B eine Teilmenge von A. Nehmen wir an, es gelte B € £(n). Dann ist B eine
Lebesguesche Nullmenge, denn im Fall A\, (B) > 0 folgt aus Theorem 5.18, dafl
B — B eine Nullumgebung in R™ ist, was Bemerkung 5.27(b) widerspricht. We-
gen der Translationsinvarianz von A, ist jede der Mengen B + r mit r € Q™ eine
An-Nullmenge. SchlieBlich sei a € A, und b := ¢([a]) € R. Dann gehort b zu [a],
also a zu [b]. Folglich gilt a € [b)] N A, d.h., wir haben b € B und

Ac = B+

beB reQn

Wegen der Vollstandigkeit von A, ist auch A eine Nullmenge, was der Vorausset-
zung widerspricht. m

5.29 Korollar Der Borel-Lebesguesche MaBraum (R™, B™, (3,,) ist nicht vollstéindig.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Es bezeichne C' das Cantorsche
Diskontinuum, und f: [0,1] — [0, 1] sei die Cantorfunktion von C' (vgl. Aufga-
be II1.3.8). Weil C kompakt ist, gehért C zu B!, und Aufgabe 4.7 lehrt, dafl
51(C) = 0. Ferner zeigt Aufgabe 17, da ¢g: [0,1] — [0,2], x+— z+ f(x) topo-
logisch ist mit A\; (g(C’)) = 1. Aufgrund von Theorem 5.28 gibt es folglich ein
B € B(R)\L(1) mit B C g(C). Wir setzen N; := g~ '(B) C C und nehmen an,
dal Ny zu B! gehore. Weil g topologisch und ¢~' somit Borel mef3bar ist, folgt

B=g(Ny)= (¢ ") (1) e B",

was der Wahl von B widerspricht. Also ist (R", B™, 3,,) nicht vollstindig.

(ii) Im Fall n > 2 seien A := C x R"" " und N,, := N; x R""!. Dann zeigen
Korollar 1.18 und Aufgabe 1, dafl A eine 3,-Nullmenge ist. Nehmen wir an, es
gilte N,, € B™. Aufgrund von Korollar 1.18 und Satz 1.19 folgte dann, dal Ny
zu B! gehorte, was wegen (i) falsch ist. Damit ist alles bewiesen. m

5.30 Korollar Die Borelsche o-Algebra ist eine echte Unter-o-Algebra der Le-
besgueschen o-Algebra.
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Beweis Es seien A und N,, wie im Beweis von Korollar 5.29. Wegen A, (4) =0
und der Vollstiandigkeit von A, gehort N,, zu L£(n), d.h., es gilt N, € L(n)\B". m

5.31 Bemerkungen (a) Es sei (X, <) eine geordnete Menge. Eine nichtleere Teil-
menge Y von X heifit total geordnet, wenn je zwei Elemente von Y miteinander
vergleichbar sind, d.h., wenn aus (z,y) € Y x Y stets (z <y) V (y < z) folgt. Ein
Element m von X heifit maximal, wenn = > m stets x < m nach sich zieht, d.h.,
wenn es in X kein Element gibt, daf echt grofer ist als® m. Das Zornsche Lemma
besagt: Ist X eine geordnete Menge und besitzt jede total geordnete Teilmenge
von X eine obere Schranke, so besitzt X ein maximales Element. Man kann zeigen
(vgl. Theorem I1.2.1 in [Dug66]), dafl das Zornsche Lemma und das Auswahlaxiom
dquivalent sind.

(b) Es sei V ein nichttrivialer Vektorraum iiber einem Koérper. Dann besitzt 1V
eine Basis.

Beweis Fiir einen Beweis (mittels des Zornschen Lemmas) verweisen wir auf Satz (1.10)
im Anhang von [Art93]. m

(c) Es sei B CR eine Basis des Q-Vektorraumes R. Ferner seien by € B und
M := span(B\ {bo}). Dann ist M nicht Lebesgue mefbar.
Beweis Nehmen wir an, da8 M zu £(1) gehore. Dann gilt A\;(M) > 0, denn ande-

renfalls folgte aus der Translationsinvarianz von A1, daB M + rby fiir jedes r € QQ eine
A1-Nullmenge ist. Dies ist aber wegen

U (M +1rbo) =span(B) =R
r Q

nicht moéglich. Somit zeigt Theorem 5.18, dall M — M eine Nullumgebung in R ist. Folg-
lich gibt es ein rg € Q mit ro # 0 und robp € M — M. Wegen M = M — M gibt es k € N
und 7; € Q sowie b; € B fiir j =1,...,k mit robp = 3"

j—173bj, was der linearen Un-
abhéngigkeit von B iiber Q widerspricht. m

(d) Im Beweis von Theorem 5.28 haben wir das Auswahlaxiom explizit verwendet.
Ferner zeigen (a) und (b), daf auch der Beweis von (c¢) auf dem Auswahlaxiom fufit.
In der Tat kann man zeigen (vgl. [BS79], [Sol70]), daf es prinzipiell nicht méglich
ist, eine nicht Lebesgue mefibare Menge anzugeben, wenn man ein Axiomensystem
der Mengenlehre zugrunde legt, das auf das Auswahlaxiom verzichtet. m

Aufgaben

1 Man zeige
Lm)RL(n) C Lm+n) und Ap(A)An(B) = Mngn(A X B)
fir Ax B € L(m)X L(n).

3Man beachte, daB es i. allg. mehrere maximale Elemente geben kann.
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(Hinweis: Man betrachte zuerst den Fall offener Mengen A in R™ und B in R™ und verwen-
de Satz 5.6 und Theorem I1.8.10. Fiir A x B € £L(m) X L(n) beachte man Korollar 5.5.)

2 Man zeige B™ @ B" C L(m) ® L(n) C L(m + n) und belege, dal diese Inklusionen
echt sind.

3 Essei M eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Es ist nachzuweisen,
dafl M im Fall m < n eine A,-Nullmenge ist.

4 Man verifiziere, dafl fir A € L(n) gilt:

An(A) = sup{ A (B) ; B C R" ist abgeschlossen mit B C A} .

5 Esseig: (0,00) — R mit g(s+1t) =g(s) + g(t) fiir s,t € (0,00). Man beweise: Ist g
wachsend oder beschrénkt auf beschrankten Mengen, so gilt g(s) = sg(1) fiir s > 0.

6 Es sei
S::{QGRR; gls+t)=g(s)+g(t), s,t €R, Fso € R: g(s0) # sog(1) } .

Man zeige:
(a) Fiir jedes g € S ist graph(g) dicht in R?.
(b) S #0.

(Hinweis zu (b): Man erklidre g mit Hilfe einer Basis des Q-Vektorraumes R.)

7 Fiir n > 2 sei p ein translationsinvariantes lokal endliches Mafl auf B™ [bzw. L(n)].
Mit A € B [bzw. A€ L(1)] und a ,b € R" sei

pr(A) = p(Ax[a,b)) .
Dann ist 1 ein translationsinvariantes lokal endliches Maf8 auf B' [bzw. £(1)].
8 Es sei B eine Basis des Q-Vektorraumes R. Man beweise oder widerlege: Anz(B) < co.

9 Essei M :={logp; p € N ist Primzahl }. Man zeige:
(a) M ist iiber Q linear unabhiingig.
(b) M ist keine Basis von R.

10 Es sei B eine Lebesgue mefibare Basis von R tiber Q. Dann ist B eine A1-Nullmenge.
11 Man verifiziere, daf$} fiir das Cantorsche Diskontinuum gilt C' + C = [0, 2].

12 Man zeige, daBl es eine Lebesguesche Nullmenge A gibt, so dafl A — A eine Null-
umgebung ist.*

13 Man zeige, daB es eine Lebesgue mefibare Basis des Q-Vektorraumes R gibt.
(Hinweis: Es seien C' das Cantorsche Diskontinuum und

A:={M C C; M ist linear unabhiingig iiber Q } .
Dann besitzt A ein maximales Element B. Wegen Aufgabe 11 gilt span(B) = R.)

4Man vergleiche hierzu Theorem 5.18.
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14 Es sei R wie in (5.15). Man verifiziere, da} R nicht zu £(n) gehort.

15 Esseien G := Q+ V2%, G1:=Q+2v/2Z und G2 := G\G1. Man zeige:

(a) G und G sind Untergruppen der abelschen Gruppe (R, +).

(b) Es sei ¢ : R/G — R mit ¢([z]) € [2] und R := im(¢p). Ferner sei A := R+ G1. Dann
gilt (A—A)NG2 =0.

16 Man beweise, dafl es eine Teilmenge A von R gibt mit der Eigenschaft, daf} jede
Lebesguesche Menge, die in A oder A° enthalten ist, eine A;-Nullmenge ist.

(Hinweis: Man zeige mit Hilfe von Theorem 5.18, dafl die Menge A von Aufgabe 15 die
gewiinschte Eigenschaft besitzt.)

17 Es bezeichne f die Cantorfunktion fiir das Cantorsche Diskontinuum C'. Man zeige:

(a) Es gibt eine A;-Nullmenge N, so dafl f in jedem Punkt von [0, 1]\ N differenzierbar
ist und die Ableitung dort verschwindet.

(b) Die Abbildung g: [0,1] — [0,2], = — = + f(z) ist topologisch.

(c) M(9(0)) =1

18 Man verifiziere:

(a) Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist lokal kompakt.

(b) Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge eines lokal kompakten Raumes ist
lokal kompakt.

(c) Ein lokal kompakter Raum ist genau dann o-kompakt, wenn er separabel ist.

(d) Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge eines o-kompakten lokal kompakten
metrischen Raumes ist o-kompakt.

19 Essei F': R — R maflerzeugend. Man verifiziere, dafl das von F' induzierte Lebesgue-
Stieltjessche Mafl auf R regular ist.

20 Es sei X ein metrischer Raum. Man verifiziere,® daf§

B(X)=A({f'(0); fECX,R)}) .

21 Es sei X ein topologischer Raum, und (X,.A, i) bezeichne einen reguldren MaB-
raum mit A D B(X). Ferner seien A € A, C:= A|A und v := p|C. Man verifiziere, daf§
(A, C,v) regulir ist.

5Man kann zeigen, daf es nichtmetrisierbare topologische Riume gibt, fiir welche die Inklusion
As({£710) 5 f€C(X,R)}) C B(X)
i.allg. echt ist (vgl. 11.1.2 in [Flo81]).



Kapitel X
Integrationstheorie

Nachdem wir im letzten Kapitel die Grundlagen der Mafitheorie kennengelernt
haben, wenden wir uns nun der Integrationstheorie zu. Im ersten Teil studieren
wir Integrale iiber allgemeinen Mafirdumen, wihrend wir in der zweiten Hélfte die
speziellen Eigenschaften des Lebesgueschen Mafles ausnutzen.

Integrale beziiglich beliebiger Mafle sind nicht nur in vielen Anwendungen von
Bedeutung, sie werden uns auch im letzten Kapitel, wenn die zugrunde liegende
Menge nicht mehr ,flach“ sondern eine Mannigfaltigkeit ist, wieder begegnen. Aus
diesem Grund ist es zwingend, bereits im Rahmen einer Einfithrung Integrale auf
beliebigen Mafiriumen zu studieren.

Im ersten Paragraphen fithren wir p-mefibare Funktionen ein und untersu-
chen ihre wichtigsten Eigenschaften. Von herausragendem Interesse fiir die Ana-
lysis sind natiirliche Mafle, beziiglich derer jede stetige Funktion mefibar ist. Dies
gilt insbesondere fiir die Klasse der Radonmafle, die wir in diesem Paragraphen
ebenfalls einfithren und die wir in Kapitel XII wieder antreffen werden.

Im Rahmen der Analysis, aber nicht nur dort, wird es zunehmend wichtig,
vektorwertige Funktionen, d.h. Abbildungen mit Werten in Banachrdumen, mit
in die Betrachtungen einzubeziehen. Dieser Anforderung haben wir bereits in den
ersten beiden Binden Rechnung getragen, wobei der Kenner sicher festgestellt hat,
dafl dadurch die Darstellung nicht nur an Eleganz, sondern an vielen Stellen auch
an Einfachheit gewonnen hat. Ahnliches gilt fiir die Integrationstheorie. Deshalb
haben wir uns entschlossen, diese Theorie von Anfang an fiir vektorwertige Funk-
tionen zu entwickeln, also das Bochner-Lebesguesche Integral zu behandeln. Dies
ist ohne wesentlichen Mehraufwand moglich. Eine der wenigen Ausnahmen stellt
der Nachweis dar, daf§ eine vektorwertige Funktion genau dann g-mefibar ist, wenn
sie im iiblichen Sinne mefbar und p-fast separabelwertig ist. Natiirlich kann man
dieses Resultat auslassen und nur skalarwertige Funktionen betrachten, was wir
aber nicht empfehlen, da sich der Leser dann um den Besitz eines sehr wichtigen
und effizienten ,,Handwerkszeugs“ bringt.
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Neben vektorwertigen Abbildungen untersuchen wir auch eingehend ,,nu-
merische* Funktionen, also Abbildungen mit Werten in der erweiterten Halb-
geraden [0, oo] . Dies ist vor allem von technischer Bedeutung und erlaubt in spiite-
ren Paragraphen den Verzicht auf andernfalls notwendige Fallunterscheidungen.

Im zweiten Paragraphen fithren wir das allgemeine Bochner-Lebesguesche In-
tegral ein , und zwar durch £;-Vervollstdndigung des Raumes der einfachen Funk-
tionen. Dieser Zugang ist nicht nur direkt auf vektorwertige Funktionen anwend-
bar, sondern liefert auch die Grundlage zum Beweis des Lebesgueschen Konver-
genzsatzes. Letzteren behandeln wir, ebenso wie die anderen wichtigen Konver-
genzsétze, in Paragraph 3.

Der néchste Paragraph ist der elementaren Theorie der Lebesgueschen Rdume
gewidmet. Wir beweisen deren Vollstandigkeit und zeigen, dafl sie Banachrdume
bilden, wenn wir Funktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, miteinander identi-
fizieren. Da diese Identifizierung dem Anfanger erfahrungsgemifl Schwierigkeiten
bereitet, unterscheiden wir im gesamten Kapitel scharf zwischen Aquivalenzklassen
von Funktionen und den entsprechenden Représentanten.

Wiéhrend wir bis zu dieser Stelle Integrale beziiglich beliebiger Mafle betrach-
tet haben, behandeln wir in Paragraph 5 den Spezialfall des Lebesgueschen Mafles
in R™. Insbesondere zeigen wir, dafl das eindimensionale Lebesguesche Integral eine
Erweiterung des Cauchy-Riemannschen Integrals fiir absolut integrierbare Funk-
tionen ist. Dieses Resultat versetzt uns in die Lage, die Kenntnisse iiber Integra-
le, die wir im zweiten Band erworben haben, auch im Rahmen der allgemeinen
Theorie einzusetzen. Dies ist von besonderer Bedeutung im Zusammenhang mit
dem Satz von Fubini, der ein Reduktionsverfahren liefert zur Auswertung hoher-
dimensionaler Integrale.

Wir haben uns entschlossen, den Satz von Fubini nicht fiir beliebige Produkt-
mafrdume zu beweisen, sondern nur fiir das Lebesguesche Mafl. Dies vereinfacht
die Darstellung erheblich und ist praktisch, zusammen mit einer geeigneten Erwei-
terung auf Produktmannigfaltigkeiten, die wir in Kapitel XII behandeln, fiir alle
Zwecke der Analysis ausreichend.

Der Beweis des Satzes von Fubini im vektorwertigen Fall erfordert einige
diffizilere Mefibarkeitsbetrachtungen. Aus diesem Grund studieren wir zuerst den
skalaren Fall. Die vektorwertige Version beweisen wir am Ende dieses Paragraphen
und zeigen einige wichtige Anwendungen auf. Bei einer ersten Lektiire kann dieser
Teil iibergangen werden, da von diesen Resultaten im weiteren kein wesentlicher
Gebrauch gemacht wird. Aulerdem wird der Leser im Rahmen einer spéteren
Funktionalanalysisvorlesung den Satz von Hahn-Banach kennenlernen, mit dessen
Hilfe die vektorwertige Version einfach aus dem ,skalaren“ Fubinitheorem herge-
leitet werden kann.

Paragraph 7 ist dem Studium der Faltung gewidmet. Diese erlaubt uns, in
dulerst effizienter Weise fundamentale Approximationssitze zu beweisen, insbe-
sondere den Satz iiber glatte Zerlegungen der Eins, der im letzten Kapitel eine
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wichtige Rolle spielen wird. Die Bedeutung der Faltung und der Approximations-
siatze im Rahmen der Analysis und der Mathematischen Physik sprechen wir im
zweiten Teil dieses Paragraphen an, wenn wir einen ersten Ausblick auf eine funda-
mentale Verallgemeinerung der klassischen Differentialrechnung, nédmlich die Theo-
rie der Distributionen, geben.

Neben den Konvergenzsétzen, insbesondere dem Satz von Lebesgue und dem
Satz von Fubini, bildet der Transformationssatz den dritten Grundpfeiler der ge-
samten Integralrechnung. Er wird in Paragraph 8 bewiesen, wo wir auch erste
Anwendungen aufzeigen.

Im letzten Paragraphen illustrieren wir die Schlagkraft der entwickelten Theo-
rie, indem wir einige Grundtatsachen iiber die Fouriertransformation beweisen.
Wie auch der letzte Teil von Paragraph 7 gibt dieser Teil einen Ausblick auf tiefer-
liegende Teilgebiete der Analysis, denen der Studierende bei einem vertieften Ein-
dringen in die Mathematik begegnen wird.



1 Mef3bare Funktionen

Es seien (X, A, 1) ein MaBraum und A € A. Elementargeometrische Uberlegun-
gen legen es nahe, das Integral von y4 tiber X beziiglich des Mafles p durch
Jx xadp := p(A) festzulegen. Offensichtlich ist diese Definition nur dann sinn-
voll, wenn A zu A gehort. Die Funktion f = x4 muf also in diesem Sinne mit dem
zugrunde liegenden mefibaren Raum (A, u) ,,vertriglich® sein. Fiir kompliziertere
Funktionen f € R ermoglicht ein geeignetes Approximationsargument eine sinn-
gemiBe Verallgemeinerung dieser ,, Vertriglichkeit* von f mit (A, ), was uns zum
Begriff der Mef3barkeit von Funktionen fithren wird.

In diesem Paragraphen bezeichnen

e (X, A, ) einen o-endlichen vollstéindigen Mafiraum;
E = (E,|-|) einen Banachraum.

Einfache und mef3bare Funktionen

Es sei E eine Eigenschaft, die fiir die Punkte aus X entweder richtig oder falsch
ist. Man sagt, da8 E pu-fast iiberall gelte,! falls es eine y-Nullmenge N gibt, so dafl
E(x) fiir jedes x € N¢ richtig ist. Abkiirzend schreiben wir fiir diesen Sachverhalt:
E gilt p-f.ii.

1.1 Beispiele (a) Fiir f,g € R* gilt genau dann f > g p-f.ii., wenn es eine
p-Nullmenge N gibt mit f(x) > g(z) fiir jedes x € N°€.

(b) Es seien fj, f € EX fiir j € N. Dann konvergiert (f;) genau dann p-f.ii. ge-
gen f, wenn es eine p-Nullmenge N gibt mit f;(x) — f(z) fir x € N°.

(c) f € EX ist genau dann p-f.ii. beschriinkt, wenn es eine p-Nullmenge N und
ein M > 0 gibt mit |f(z)] < M fur jedes x € N°.

(d) Es sei E eine Eigenschaft, die p-f.ii. gilt. Dann ist { z € X ; E(z) gilt nicht }
eine p-Nullmenge.

Beweis Dies folgt aus der Vollstéindigkeit von (X, A, u). m

(e) Es sei (X,B,v) ein nichtvollstindiger Mafraum. Dann gibt es Eigenschaf-
ten E auf X, die v-f.i. gelten, fir die {z € X ; E(x) gilt nicht } jedoch keine
v-Nullmenge ist.

Beweis Weil (X, B, v) nicht vollsténdig ist, gibt es eine v-Nullmenge N und ein M C N
mit M ¢ B. Setzen wir f := xum, so gilt f =0 v-f.ii., aber {ac € X f(x)# 0} = M ist
keine v-Nullmenge. m

1Gilt E p-f.ii., so sagt man auch, daf E fiir pu-fast alle = € X richtig sei. Als abkiirzende
Schreibweise verwenden wir hier: E gilt fiir p-fa. z € X.
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Man nennt f € EX p-einfach,? falls die folgenden Eigenschaften gelten:
(i) f(X) ist endlich;
(ii) f~1(e) € A fiir jedes e € E;
(i) p(f~1(E£\{0})) < oo.
Die Gesamtheit aller p-einfachen Funktionen von X nach E bezeichnen wir mit
EF(X,u, E).
Die Funktion f € E~ heiBt y-mef3bar,? falls es eine Folge (f;) in EF(X, u, E)
gibt mit f; — f p-f.i. fiir j — oco. Wir setzen

Lo(X,u,E):={fecEX; fist y-meBbar} .

1.2 Bemerkungen (a) Im Sinne von Untervektorrdumen gelten die Inklusionen

EF(X,m, E) C Lo(X,pu, E) C EX .

(b) Es seien m € N und (ej, A;) € E x Amit p(A;) < oo fiir j =0,...,m. Dann
gehort f:= 370 ejxa, zu EF(X, u, ). Gelten auierdem

ej #0fur j=0,...,m sowie e; #e,und A;NA, =0 fir j #Fk,
so heif3t Z;’;O ejx 4, Normalform der einfachen Funktion f.

(c) Jede einfache Funktion besitzt eine eindeutig bestimmte Normalform, und*
EF(X, 1, E) = {ijl eixa, imeN, ¢j € E\{0}, A, € A,

1(4;) < oo, AjﬂAkz(Dfﬁrjyék}.

Beweis Es sei f € EF(X,u, F). Dann gibt es ein m € N und paarweise verschiede-
ne Elemente eo,...,emn in E mit f(X)\{0} = {eo,...,em}. Setzen wir A; := f~*(e;),
so gilt A; € A mit pu(A;) < oo und A; N A, =0 fiir j # k. Man iiberpriift sofort, daf}
Z;“:O ejxa; die eindeutig bestimmte Normalform von f ist. Die zweite Aussage folgt
nun aus (b). m

(d) Es seien f € EX und g € K p-einfach [bzw. p-meBbar]. Dann sind auch
|f| € R* und gf € EX p-einfach [bzw. p-meBbar]. Insbesondere sind EF (X, u, K)
und Lo(X, p, K) Unteralgebren von K.

(e) Esseien A € A und f € EX. Ferner sei v := u|(A|A) (vgl. Aufgabe IX.1.7).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

2Ist die Bedeutung von (A, p) aus dem Zusammenhang klar, so nennen wir p-einfache [bzw.
p-meBbare] Funktionen gelegentlich kurz einfach [bzw. mef3bar]. Offensichtlich ist die Definition
der mefibaren Funktionen auch fiir nichtvollstindige Mafiriume sinnvoll.

4Vgl. die FuBnote zu Aufgabe V1.6.8.
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(i) fIA€EF(A v, E) [bzw. Lo(A,v, E)].
(ii) xaf € EF (X, u, E) [bzw. Lo(X, u, E)].

Beweis Wir iiberlassen dem Leser die einfache Verifikation dieser Aussage. m
(f) Es seien f € Lo(X, p, K) und A := [f # 0]. Ferner sei g € K* durch
1/f(x), x €A,
sy ={ e
erklart. Dann ist g p-mefbar.

Beweis Die Meflbarkeit von f impliziert die Existenz einer p-Nullmenge N und einer
Folge (p;) in EF(X, u, K) mit ¢;(z) — f(z) fiir x € N°. Wir setzen

) Yei(x),  pi@) #£0,
¥;() ~—{ 0, pi(z) =0,

fiir x € X und j € N. Aufgrund von (c) und (d) ist (xa®;) eine Folge in EF(X, u, K),
und man iiberpriift sofort, dafl (xa;)(z) — g(z) fir jedes x € N¢ (vgl. Satz 11.2.6). m

(g) Es sei e € E\{0}, und es gelte ;(X) = co. Dann gehort exx zu Lo(X, i, E),
aber nicht zu EF (X, p, E).

Beweis Es ist klar, dal exx nicht p-einfach ist. Weil X o-endlich ist, gibt es eine Folge
(4;) in A mit (J; 4; = X und p(4;) <oo fiir j € N. Wir setzen X := Ui:o A und
;= exx; fir j € N. Dann ist (¢;) eine Folge in EF(X, i, E), die punktweise gegen ex x
konvergiert. m

Ein Mef3barkeitskriterium

Die Funktion f € EX heifit A-meBbar, falls die Urbilder offener Mengen von E
unter f mefibar sind, d.h., falls gilt: f~*(7g) C A, wobei 7 fiir die Normtopologie
auf E steht. Gibt es eine p-Nullmenge N, so dafi f(IN¢) separabel ist, so bezeichnet
man f als p-fast separabelwertig.

1.3 Bemerkungen (a) Aufgabe IX.1.6 zeigt, dafl die Menge der A-mefibaren
Funktionen mit der Menge der A-B(E)-mefibaren Funktionen iibereinstimmdt.

(b) Jeder Unterraum eines separablen metrischen Raumes ist separabel.

Beweis FEs seien M ein separabler metrischer Raum und U ein Unterraum von M.
Nach Satz IX.1.8 besitzt M eine abzdhlbare Basis. Also trifft dies auch auf U zu (vgl.
Satz I11.2.26), und die Behauptung folgt aus Satz IX.1.8. m

(c) Es seien E separabel und f € EX. Dann ist f u-fast separabelwertig.
Beweis Dies folgt aus (b). m
(d) Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist separabel.” m

5Vgl. Beispiel V.4.3(e).
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Das nichste Resultat gibt eine Charakterisierung von p-mefibaren Funktio-
nen, die neben ihrer theoretischen Bedeutung auch bei konkreten Mefibarkeits-
untersuchungen sehr niitzlich ist.

1.4 Theorem FEine Funktion aus EX ist genau dann p-meBbar, wenn sie A-mefbar
und p-fast separabelwertig ist.

Beweis ,=“ Essei f € Lo(X,u, E).
(i) Dann gibt es eine p-Nullmenge N und eine Folge (¢;) in EF (X, i, E) mit

pj(@) = flz) (j—o00), xeN“. (1.1)

Nach Satz 1.6.8 ist F' := U;’io ©;(X) abzéhlbar und folglich F separabel. Aufier-
dem gilt wegen (1.1) die Inklusion f(N°¢) C F. Bemerkung 1.3(b) zeigt nun, dafi f
u-fast separabelwertig ist.

(ii) Es seien O offen in £ und O,, := {y € O ; dist(y,0%) > 1/n } fir n € N*.
Dann ist O, offen, und O,, C O. Ferner sei x € N¢. Wegen (1.1) gehort f(z) genau
dann zu O, wenn es ein n € N* und ein m = m(n) € N* gibt mit ¢;(z) € O, fiir
j > m. Also gilt

fronNe= | ()¢ On)nNe. (1.2)

m,neENX j=>m

Da ¢; p-einfach ist, folgt cpj_l(On) € A fiir n € N* und j € N. Somit gehort auch
f7HO)N N zu A (vgl. (1.2)).

Weiterhin zeigt die Vollsténdigkeit von u, daB8 f~1(O) N N eine p-Nullmenge
ist, und wir erhalten insgesamt

fHO) = (fFHO)NN)U(f 1 (O)NN°) € A.

»,<=" Es sei nun f u-fast separabelwertig und A-mef3bar.

(iii) Wir betrachten zuerst den Fall p(X) < co. Dazu sei n € N. Nach Vor-
aussetzung gibt es eine p-Nullmenge N, so dal f(IN¢) separabel ist. Bezeich-
net {e; ; j € N} eine abzéhlbare dichte Teilmenge von f(N€), so iiberdeckt das
Mengensystem { B(ej,1/(n+1)) ; j € N} die Menge f(N€), und folglich gilt

X=NUlJ "' (B(e1/(n+1) .
jEN
Aufgrund der A-MeBbarkeit von f gehort X, := f~'(B(e;,1/(n+1))) fiir je-
des (j,n) € N? zu A. Somit implizieren die Stetigkeit von g von unten und die
Voraussetzung (X ) < oo, da es ein m,, € N* und ein Y,, € A gibt mit

1

U Xjn=Y7 und p¥,)< ot

=0
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Wir erkldren nun ¢, € EX durch

€o , MRS XO,n )
R j—1 .
(pn(l') Ea €, HAS Xj,n\Ugc:o Xk:,n ) 1< J < my )
0 sonst .

Offensichtlich gilt ,, € EF (X, u, E) fir n € N, und
bal@) = F@) < 1/(n+1), weVe.

Die absteigende Folge Z,, := UZO:O Y4, erfillt

(oo}

1
W(Zn) <Y p(Yogr) < on neN.

k=0

Also folgt aus der Stetigkeit von p von oben, dal Z := [
ist. Wir setzen nun

nen Zn eine p-Nullmenge

o on(x) x €z,
d)"(x)'_{ 0, z ez, .

Dann ist (¢,) eine Folge in EF(X, p, E). Ferner gibt es zu jedem x € Z¢ = J,, Z¢
ein m € N mit x € Z5,. Somit folgt aus Z¢, C Z; fiir n > m, dafl

() = f(2)] = lon(x) = f(2)] <1/(n+1) .

Insgesamt gilt lim v, (z) = f(x) fiir jedes = € Z€. Also ist f p-meBbar.

(iv) SchlieBlich betrachten wir den Fall 1(X) = oco. Aus Bemerkung 1X.2.4(c)
folgt die Existenz einer disjunkten Folge (X;) in Amit |J; X; = X und p(X;) < oco.
Also zeigt (iii), dafl es zu jedem j € N eine Folge (¢ 1 )ren in EF (X, p, E) und
eine p-Nullmenge N gibt mit limy, () = f(2) fiir jedes x € X; N Ny. Setzen
wir NV := |J; V; und

@],k(x)? .fEX], je{o7ak}a
or(z) =

k
07 x%Uj:Ova

fir k €N, so gilt v, € EF(X, u, E), und limy i (x) = f(z) fir € N¢©. Weil N
eine p-Nullmenge ist, folgt die Behauptung. m

1.5 Korollar Es seien E separabel und f € EX. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) f ist u-meBbar;
(ii) f ist A-meBbar;
(iii) f~1(S) C A fiir ein S C P(E) mit A,(S) = B(E).

Beweis Dies folgt aus Theorem 1.4, Bemerkung 1.3(c) und Aufgabe 1X.1.6. m
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1.6 Bemerkung Der Beweis von Theorem 1.4 und Bemerkung 1.3(c) zeigen, daf3
Korollar 1.5 auch fiir nichtvollstindige Mafirdume richtig bleibt. m

Ohne groflen Aufwand erhalten wir aus Korollar 1.5 die folgenden Eigenschaf-
ten p-mefibarer Funktionen.

1.7 Theorem
(i) Sind E und F separable Banachriume, [ € Lo(X,p, E) und g € C(f(X), F),
so gehort g o f zu Lo(X, p, F). Insbesondere gilt |f| € Lo(X, u, R).
(ii) Die Abbildung f = (f1,...,fn): X — K" ist genau dann p-mefibar, wenn
dies fiir jede Koordinatenfunktion f; richtig ist.
(iii) Es seien g, h € R™. Dann ist f = g + i h genau dann p-meBbar, wenn g und h
p-meBbar sind.

(IV) FUI‘f € ‘CO(X7/~‘L’E) llﬂdg € £0(X,M7F) gllt (fag) € ‘CO(X7/~‘LaE X F)

Beweis (i) Es sei O offen in F. Dann ist g~1(O) aufgrund der Stetigkeit von g
offen in f(X). Also gibt es eine offene Teilmenge U von E mit g~1(0) = f(X)NU
(vgl. Satz I11.2.26). Ferner zeigt Korollar 1.5, dafl f~1(U) zu A gehort. Wegen

(9o /)7H0) =g 1(0) = fFH{f(X)NU) = f71(U)

folgt die Behauptung wiederum aus Korollar 1.5.
(ii) Die Implikation ,,=* folgt aus (i), weil f; = pr; o f fiir 1 <j <n gilt.
»<=“ Wir betrachten zuerst den Fall K = R. Dazu sei I € J(n). Dann gibt es
L eJ(1), 1<j<n, mit I =[[}_, ;. Weil jedes f;'(I;) zu A gehort, gilt dies
auch fiir f~1(I) = (;_, f; *(I;), d-h., wir haben f~*(J(n)) C A. Ferner wissen
wir aus Theorem IX.1.11, daB A, (J(n)) = B™. Somit impliziert Korollar 1.5 die
Behauptung.

Vermége der Identifikation C" = R*" folgt der Fall K = C aus dem eben
Bewiesenen.

(iii) ist ein Spezialfall von (i), und (iv) bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen. m

Mef3bare numerische Funktionen

In der Integrationstheorie ist es niitzlich, neben reellwertigen Funktionen auch
Abbildungen in die erweiterte Zahlengerade R zu betrachten. Solche Funktio-
nen heifilen numerisch. Eine numerische Funktion f: X — R heifit u-mef8bar, falls
f7H(=o0), f~1(00) und f~1(O) fiir jede offene Teilmenge O von R zu A gehoren.
Die Menge aller p-mefibaren numerischen Funktionen auf X bezeichnen wir mit

EO(X7 122 R)
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1.8 Bemerkungen (a) Wir konnen jede reellwertige Funktion f: X — R als
numerische Funktion auffassen. Somit sind fiir f zwei Mefibarkeitsbegriffe erklért.
Wegen f~!({—00,00}) = 0 folgt jedoch aus Korollar 1.5, daf§ f genau dann als
reellwertige Funktion p-mef3bar ist, wenn f als numerische Funktion pg-mefbar ist.

(b) Man beachte, daB8 Lo(X, i1, R) kein Vektorraum ist. m

Im néchsten Satz stellen wir einfache Mef3barkeitskriterien fiir numerische
Funktionen zusammen.

1.9 Satz  Fiir die numerische Funktion f: X — R sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) f€ Lo(X,p,R);

(i) [f < a] € A fiir jedes o € Q [bzw
(iii) [f < a] € A fiir jedes a € Q |
[f > a] € A fiir jedes a € Q |
[f > a] € A fiir jedes a € Q [bz

=

I;
bzw. R];
bzw. R];
]

(iv ,

(v
Beweis ,(i)=>(ii)"“ Die Mengen f~'(—c0) und f~*((—o0,@)) mit o € Q [bzw. R]
gehoren zu A. Wegen

[f <a] = f7H([-00,0)) = fTH(~00) U 7 ((—00, @)

gilt dies auch fiir [f < a].
Die Implikationen ,,(ii)=-(iii)=-(iv)=>(v)“ folgen aus den Identitéiten

)
)
)
) w. R].

DX
DL

[féa}= [f <a+1/j], [f>a]l=[f<al*, [f2a]=[]|lf>a-1/]].

1

<.
I
—

J

»(v)=(1)“ Es sei O offen in R. Nach Satz IX.5.6 gibt es (o), (6;) € Q" mit
0 =U;,laj, B;). Also gilt

= U ey, 8)) = JUr =2 a5lnlr < 8)

JEN jEN

und wir erkennen wegen [f < o] = [f > a]¢, daB f~1(O) zu A gehort. Ferner gelten

fH=o0) = (If <=4, o) = (If >4l

jeN jEN

so daf auch f~1(400) in A liegen. m
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Der Verband der mef3baren numerischen Funktionen

Eine geordnete Menge V' = (V, <) heiit Verband, falls fiir jedes Paar (a,b) € V x V
das Infimum a A b und das Supremum a Vb in V existieren. Man nennt U C V'
Unterverband von V, falls U mit der von V induzierten Ordnung ein Verband
ist. Ein geordneter Vektorraum, der zudem ein Verband ist, heif3t Vektorverband.
Jeden Untervektorraum eines Vektorverbandes, der zudem ein Unterverband ist,
nennt man Untervektorverband.

1.10 Beispiele (a) Es sei V ein Verband [bzw. Vektorverband]. Dann ist VX
beziiglich der punktweisen Ordnung ein Verband [bzw. Vektorverband].

(b) R ist ein Verband, und R ist ein Vektorverband.

(c) Im Vektorverband R™ gelten

fVg=(+g+I1f—9)/2, fAg=(+g-1f—g])/2.

(d) B(X,R) ist ein Untervektorverband von R,

(e) Es sei X ein topologischer Raum. Dann ist C'(X,R) ein Untervektorverband
von R,

Beweis Dies folgt aus (c¢) und der Tatsache, daB | f| stetig ist, falls dies fir f zutrifft. m

(f) EF(X, u,R) und Lo(X, i, R) sind Untervektorverbéinde von R¥.

Beweis Die erste Aussage ist klar. Die zweite folgt aus (c) und Theorem 1.7 oder Be-
merkung 1.2(d). m

(g) Es seien V ein Vektorverband und z,y, z € V. Dann gelten:
@Vy)+z=(x+2)Vy+z), (-2)V(-y)=—-(zAy)

und
r+y=(xVy +(rAy).

Beweis Fiir v € V mit v >z und u >y gilt offensichtlich u+ 2z > (z+ 2) V (y + 2).
Hieraus folgt
(zVy)+z>(x+2)V(y+z).

Esseiv> (x+2)V (y+2). Dann gelten v — 2 >z und v — z > y, also v > (z Vy) + 2.
Da dies fiir jede obere Schranke v von {x + z,y + 2z} richtig ist, folgt

(z+2)Vy+z)z2@Vy +z.
Dies beweist die erste Aussage. Die zweite ist nichts anderes als die triviale Relation

sup{—z, —y} = sup(—{x,y}) = —inf{z,y} .
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Hiermit finden wir nun
sVy=(-y+@+y)V(-z+@+y)=(-y)V(-2)+(+y)
=—(@@Ay) +@+y),
also die letzte Behauptung. m
(h) Es sei V ein Vektorverband. Fiir € V' setzen wir
T i=2v0, 27 :=(-2)V0, |z]:=2V(-2).
Dann gelten:®
+ —

r=z" -2, |z|=2T+2", 2t Az =0.

Beweis Die erste Behauptung folgt sofort aus (g). Hiermit und mit (g) finden wir
T4z =242 =2+ ((—2z)vO0) =(—z)Va=|z|.

Analog ergibt sich
(@t A )—a =@t -z ) A (@ -2 )=zA0= -2,

alsozT Az =0.m

Sind V ein Vektorverband und z € V, so heiflen 2™ Positiv- und 2~ Negativ-
teil von z, und |z| ist der (Absolut-)Betrag” von x. Offensichtlich gelten z > 0,
2~ > 0und |z| > 0.

In den folgenden Abbildungen sind der Positiv- und der Negativteil eines
Elementes f des Vektorverbandes R schematisch dargestellt.

/\_g SN,

graph(f) graph(f™) graph(f™)

Es sei f € R¥. Dann heift f*:= f V0 baw. f~ := 0V (—f) Positiv- bzw.
Negativteil von f. Diese Namensgebung ist selbstverstédndlich in Analogie zum
Fall des Vektorverbandes R* gewiihlt.® Auch hier gelten

frz0, fmz0, f=f1-00 fl=fTH

Der niichste Satz zeigt, da8 Lo(X, i1, R) ein Unterverband von RY ist, der zudem
,stabil® ist unter abzéhlbaren Verbandsoperationen.

6Vgl. Fufinote 8 in Paragraph I1.8.

7Er ist nicht mit der Norm des Vektors x zu verwechseln, falls V' auch ein normierter Vektor-
raum ist. Der Betrag von x € V ist stets ein Vektor in V, die Norm eine nichtnegative Zahl.

8Man denke daran, daB R¥X ein Verband, aber kein Vektorverband ist.
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1.11 Satz Es seien f € Lo(X, p,R), (f;) eine Folge in Lo(X, 1, R) und k € N.
Dann gehort jede der numerischen Funktionen

+ — . . . .
o L fl Orgj%fj? O?}Qkff’ sgpfp lr}ffm hjmfjv h]mfj

zu Lo(X, 1, R).

Beweis (i) Es sei @ € R. Aus Satz 1.9 wissen wir, da§ [f; > o] fir j € N zu A
gehort. Also gilt dies auch fiir

[sup; £5 > o] = [#s > o],

und Satz 1.9 impliziert, da sup; f; p-mefBibar ist.

(ii) Mit f; gehort auch — f; zu Lo(X, 1, R). Also folgt aus (i), dafi die Funktion
inf; f; = —sup;(—f;) p-meBbar ist.
(iii) Wir setzen
{ fi, 0<ji<k,
gj = .
fk ) J > k )

fiir j € N. Wegen (i) gehort dann sup; g; = maxo<;<k fj z2u Lo(X, 1, R). Analog
zeigt man, dal ming<;<x f; p-mefbar ist.

(iv) Aus (iii) folgt, daB f+, f~ und |f] zu Lo(X, u, R) gehoren.
(v) Es gelten

lim f; = infsup fr und lim f; = sup inf f; .
J J k>j J j k=i

Also gehoren nach (i) und (i) auch lim; f; und lim; f; zu Lo(X, 1, R). m

Wir bezeichnen mit £F (X, y1, R) den positiven Kegel von EF(X, 1, R) (vgl.
Bemerkung VI.4.7(b)). Ferner ist R™ := [0, co] der nichtnegative Teil der erweiter-
ten Zahlengeraden R, und Lo(X, ,uj@') steht fiir die Menge aller nichtnegativen
p-meBbaren numerischen Funktionen auf X.

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir die folgende Charakterisierung von
Lo(X, 1, RT) beweisen.

1.12 Theorem Fiir f: X — R™ sind die folgenden Aussagen équivalent:
(1) f € EO(XvﬂuR+);
(ii) Es gibt eine wachsende Folge (f;) in EF(X, u,RT) mit fj — [ fiir j — oo.

Beweis ,(i)=-(ii)“ Aufgrund der o-Endlichkeit von (A4, ) geniigt es, den Fall
#(X) < 0o zu betrachten (vgl. Schritt (iv) im Beweis von Theorem 1.4). Dazu
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seien 5 € N und

A { k279 < f<(k+1)279], k=0,...,527 -1,
T ) o
! [f 241, k=j2 .
Die Mengen A, j, sind fiir k = 0, ..., j27 offensichtlich disjunkt und gehéren wegen
Satz 1.9 zu A. AuBerdem folgt aus p(X) < oo, dafl jedes A; ;. endliches Maf hat.
Somit zeigt Bemerkung 1.2(b), dafl

327

fi= ZkQ_]XAj,k ; JEN,
k=0

zu EF(X, p, R) gehort. Ferner tiberpriift man, daf 0 < f; < f;4q fiir j € N.

R+
A

X

P —

Es sei nun x € X. Im Fall f(z) = oo gilt f;(x) = j, und somit lim; f;(x) = f(x).
Ist hingegen f(x) < oo, so gilt fj(z) < f(z) < fij(x) +277 fiir j > f(z), so daB
auch in diesem Fall lim; f;(z) = f(z) gilt. Insgesamt haben wir gezeigt, daf (f;)
punktweise gegen f konvergiert.

,»(i1)=-(1)“ Dies folgt aus Satz 1.11. m

1.13 Korollar
(i) Zu jedem f € Lo(X, u,R) gibt es eine Folge (f;) in EF (X, u,R) mit f; — f.
(ii) Essei f € Lo(X,p,RT) beschrinkt. Dann gibt es eine wachsende Folge (f;)
in EF(X, u, RY), die gleichméBig gegen f konvergiert.
(iii) Es sei (f;) eine Folge in Lo(X,p,RT). Dann gehort > [ zu Lo(X, p,RY).

Beweis (i) Dies folgt aus Theorem 1.12, der Zerlegung f = f* — f~ und Bemer-
kung 1.2(a).
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(ii) Es sei f € Lo(X, i, RT) beschrénkt. Fiir die im Beweis von Theorem 1.12
konstruierte Folge (f;) gilt dann

file) < fl@) < filx)+277 5> |l

Also konvergiert (f;) gleichméaflig gegen f.

(iii) Gemif Theorem 1.12 gibt es zu jedem j € N eine wachsende Folge
(¢j,k)ken in Ef(X,u,R"') mit ;T f; fiir & — oo. Es sei s, 1= Z?:o ©jn flr
k,n € N. Dann ist (s, )nen eine wachsende Folge in EF (X, u, RT), die fiir n — oo
gegen sy 1= Z?:o f; konvergiert. Also ist (s;) nach Theorem 1.12 eine Folge
in Lo(X, u, RT) mit limy, 53, = supy, s3, = Zjoo:o fj. Die Behauptung folgt nun aus
Satz 1.11. m

Punktweise Grenzwerte mef3barer Funktionen

Es sei (f;) eine Folge in Lo(X, 1, R), die punktweise konvergiert. Nach Satz 1.11
gehort dann f :=lim; f; ebenfalls zu L£o(X, i, R). Wir wollen nun eine analoge
Aussage fiir vektorwertige Funktionenfolgen herleiten.

1.14 Theorem Es seien (f;) eine Folge in Lo(X,p, E) und f € EX. Konver-
giert (f;) p-fast tiberall gegen f, so ist f p-mefibar.

Beweis (i) Wir zeigen zuerst, dafl f u-fast separabelwertig ist. Nach Vorausset-
zung gibt es eine p-Nullmenge M mit f;(z) — f(z) (j — oo) fiir x € M°. Ferner
sichert Theorem 1.4 fiir jedes j € N die Existenz einer py-Nullmenge N;, so dal
fi (N]C) separabel ist. Somit gibt es zu jedem j € N eine abzéhlbare Menge Bj, die
in fj(Ny) dicht ist, d.h.

Bijj(NjC)CBj jEN

Setzen wir B :=J; Bj, so folgt aus Korollar II1.2.13(i), da8 {J; B; C B, und
wir finden

UrwyclBcB.

JEN jEN

Schliefllich sei N :=M U ; Nj. Dann ist N eine p-Nullmenge, fiir welche die
Inklusionen N = M“N(; Nj C N fiir k € N bestehen. Wegen lim; f;(z) = f(z)
fiir x € M€ gilt somit

Jvy ¢ | L) cB=B.
jeN

Weil B abzéhlbar ist, zeigt Bemerkung 1.3(b), dal f(N¢) separabel ist.
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(ii) Nun zeigen wir, daf f A-mefibar ist. Es sei O offen in E, und O,, bezeichne
die Menge { z € O ; dist(z,0%) > 1/n } fiir n € N*. Wie in (1.2) folgt dann

fFFronme= | ()10 nME.

m,neENX j>m

Nach Theorem 1.4 gehort fj_l(On) fir jedes j,n € N* zu A. Also trifft dies
auch auf f~1(0) N M¢ zu. AuBerdem impliziert die Vollstindigkeit von p, dafl
f~YHO) N M eine p-Nullmenge ist, und wir finden insgesamt

f740) = (ffl(O) NMe)U (ffl(O) NM)eA.
Die Behauptung folgt nun aus Theorem 1.4. m

1.15 Bemerkung Die Aussage von Theorem 1.14 ist fiir nichtvollstiandige Maf3-
raume i. allg. falsch.

Beweis Es bezeichne C' das Cantorsche Diskontinuum. Im Beweis von Korollar 1X.5.29
wurde gezeigt, daB es ein N C C gibt mit N ¢ B'. Wir setzen f; := xc fiir j € N und
f = x~. Die Kompaktheit von C' und Bemerkung 1.2(b) implizieren xc € EF(R, 81, R).
Ferner gilt f;(z) = f(z) fir x € C° C N° und j € N. Weil C' eine 8:-Nullmenge ist, kon-
vergiert (f;) somit B1-f.il. gegen f. Wegen [f > 0] = N ¢ B' kann f aufgrund von Satz 1.9
aber nicht zu Lo(R, 81, R) gehéren. m

Radonmafle

Zum Schluf} dieses Paragraphen untersuchen wir die Beziehung zwischen der Mef3-
barkeit und der Stetigkeit vektorwertiger Funktionen. Neben einem einfachen Mef3-
barkeitskriterium beweisen wir den Satz von Lusin, der eine iiberraschend enge
Verbindung zwischen stetigen und Borel mefibaren Funktionen aufdeckt.

Ein metrischer Raum X = (X, d) heiit o-kompakt, wenn X lokal kompakt
ist und es eine Folge (X;);en kompakter Teilmengen von X gibt mit X = (J; Xj;.

Es sei X ein o-kompakter metrischer Raum. Ein Radonmaf3 auf X ist ein
reguléres lokal endliches Maf} auf einer o-Algebra A iiber X mit A D B(X). Man
nennt ein Radonmaf} p regelméflig, falls 1 vollstéindig ist und fiir jede nichtleere
offene Teilmenge O von X gilt u(O) > 0.

1.16 Bemerkungen (a) Jeder o-kompakte metrische Raum ist eine o-kompakte
Menge im Sinne der Definition von Paragraph IX.5, jedoch ist nicht jede abzéhlbare
Vereinigung von kompakten Mengen eines metrischen Raumes ein o-kompakter
metrischer Raum.

Beweis Die erste Aussage ist klar. Da Q eine o-kompakte Teilmenge von R, aber kein
lokal kompakter metrischer Raum ist, folgt die zweite Aussage. m
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(b) Jedes Radonma$ ist o-endlich.
Beweis Dies folgt aus Bemerkung IX.5.3(b). m

(c) Es sei X ein lokal kompakter metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder kom-
pakten Teilmenge K von X eine relativ kompakte® offene Obermenge von K.

Beweis Zu jedem z € X finden wir eine relativ kompakte offene Umgebung O(z) von z.
Weil K kompakt ist, gibt es 2o,...,zm € K, so da O :=|J]_, O(z;) eine offene Ober-
menge von K ist. Korollar I11.2.13(iii) impliziert O = (JJ_, O(z;). Also ist O kompakt. m

(d) Jede offene Teilmenge des R" ist ein o-kompakter metrischer Raum.

Beweis Es sei X eine nichtleere offene Teilmenge von R™. Dann gibt es zu jedem z € X
ein r > 0 mit B(x,r) C X. Da B(z,r) kompakt ist, sehen wir, dafl X ein lokal kompakter
metrischer Raum ist. Fiir j € N™ sei'?

Uy :={z€X; dist(z,U") >1/5 } NB(0,]) . (1.3)

Aufgrund der Beispiele 111.1.3(1) und I11.2.22(c) ist U; offen. Ferner gilt U; C U; C Uj41,
und J,; U; € U, U; = X. Insbesondere gibt es ein jo € N™ mit U; # 0 fiir j > jo. Da Uj
nach dem Satz von Heine-Borel kompakt ist, folgt die Behauptung. m

(e) Fiir einen lokal kompakten metrischen Raum X sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist o-kompakt.
(ii) X ist Vereinigung einer Folge (U;)jen von relativ kompakten offenen Teil-
mengen mit U; C U1 fiir j € N,
(iii) X ist ein Lindelofscher Raum.
(iv) X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom.
(v) X ist separabel.

Beweis ,(i)=-(ii)* Es sei (X;); n eine Folge kompakter Mengen in X mit X = J; Xj.
Nach (c) gibt es eine relativ kompakte offene Obermenge Uy von Xo. Wir withlen nun
induktiv relativ kompakte offene Teilmengen U; mit U; D Uj—1 U X fir j > 1. Offen-
sichtlich gilt X = J; U;.

()= (iii)“ Essei O := { Oa ; a € A} eine offene Uberdeckung von X. Dann findet
man induktiv zu jedem j € N ein m(j) € N und ao, ..., am) € A mit U, C U;n:%) Oay -
Folglich ist { Oa, ; k=0,...,m(j), j € N} eine abzihlbare Teiliiberdeckung von O
von X.

,(ii))=-(1)“ Nach Voraussetzung gibt es eine Folge (z;) in X und relativ kom-
pakte offene Umgebungen O(xz;) von z; fiir j € N mit X ={J; O(z;). Hieraus folgt
X =U; yO(z;). Also ist X o-kompakt.

Die verbleibenden Aquivalenzen folgen aus Satz IX.1.8. m

9Die Teilmenge A eines topologischen Raumes heit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.
O0dist(x, ) := oco.
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(f) Jedes lokal endliche Borelmafl auf einem o-kompakten metrischen Raum ist
regulér, somit ein Radonmaf.

Beweis Dies folgt aus Korollar VIII.1.12 in [Els99] und (e). m

(g) Endliche Borelmafle auf kompakten topologischen (nicht metrisierbaren) Riu-
men sind i. allg. nicht regulér.

Beweis [Flo81, Beispiel A4.5, S. 350]. m

(h) Das n-dimensionale Lebesguesche Mafi ), ist ein regelméBiges Radonmaf
auf R".

Beweis Dies folgt aus den Theoremen 1X.5.1 und 1X.5.4. m

(i) Das s-dimensionale Hausdorffsche Mafl H® ist genau fiir s > n ein Radonmaf
auf R". Es ist genau dann regelméiflig, wenn s = n.

Beweis Beispiel 1X.4.4(c) und Theorem 1X.4.3 zeigen, daf jede Borelmenge H°-mefibar

ist. Die Regularitét von H* fiir s > 0 folgt aus Korollar IX.5.22 und Theorem 1X.5.4.
Es sei O offen in R™ und nicht leer. Weil O die Hausdorfldimension n besitzt (vgl.

Aufgabe I1X.3.6), folgt

0, s>n,

0, s<n.

H(0) = {

Also kann H® im Fall s <n kein Radonmafl auf R™ sein. Fiir s > n ist H® ein nicht
regelméfiges Radonmaf.

Lemma IX.5.21 zeigt, dal H" lokal endlich, also ein Radonmaf} auf R", ist. Korol-
lar IX.5.22 impliziert schlieBlich H"(O) > 0. Damit ist alles bewiesen. m

(j) Es sei F: R — R maBerzeugend, und pp bezeichne das von F induzierte
Lebesgue-Stieltjessche Mafl auf R. Dann ist pup ein Radonmafl auf R, das genau
dann regelméfig ist, wenn F' strikt wichst.

Beweis Diese Aussage folgt aus Beispiel 1X.4.4(b), Theorem IX.4.3, Aufgabe IX.5.19
und Satz [X.3.5. m

1.17 Theorem Es sei p ein vollstédndiges Radonmafi auf X. Dann ist C(X, E) ein
Untervektorraum von Lo(X, 1, E).

Beweis Es sei f € C(X,E), und (X;) bezeichne eine Folge kompakter Mengen
in X mit X ={J; X;. Gemé Aufgabe IX.1.6(b) ist f Borel mefibar und somit
A-mefbar mit A := dom(p). Weiterhin ist f(X;) als kompakte Teilmenge von E
gemiB Bemerkung 1.16(e) separabel. Deshalb ist auch f(X) = U, f(X}) separabel,
und die Behauptung folgt aus Theorem 1.4. m

1.18 Theorem (Satz von Lusin) Es seien X ein o-kompakter metrischer Raum,
w ein vollstindiges Radonmafl auf X und f € Lo(X, u, E). Dann gibt es zu je-
der p-mefibaren Menge A endlichen Mafles und zu jedem € > 0 eine kompakte
Teilmenge K von X mit f(A\K) <e und f|K € C(K, E).
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Beweis (i) Wegen der o-Kompaktheit von X finden wir eine kompakte Menge X
mit 1(A\ X) <e/2. Wir setzen f := f| X und A := AN X. Dann gilt (X) < oco.

(i) Nach Theorem 1.4 gibt es eine p-Nullmenge N von X, so daB f(N¢)
separabel ist. Somit gibt es nach Satz IX.1.8 eine abzéhlbare Basis {‘7] ; jEN}
von f (N C), und wegen Satz II1.2.26 existieren offene Teilmengen V; in E mit
V Vinf (N ).

(iii) Geméf Theorem 1.4 ist f- L(V;) fiir jedes j € N p-mefbar. Also folgt aus
der Regularitét von x4 und da u(X) < 00, dal es zu jedem j € N ein kompaktes K

und ein offenes U; gibt mit K; C f~1(V;) C U; und p(U;\K;) < €2=0+3) Fiir
U :=U;(U;\Kj) gllt dann p(U ) <e/4.

(iv) Wir setzen Y := (UUN)® und zeigen, dafl ﬂY stetig ist. Um dies
nachzuweisen, sei V offen in E. Dann gibt es eine Teilmenge {Vj, ; k € N} von

{V;; je€N}mit VN f(N°) =, V;, N F(N¢). Dies impliziert
T (V)nNe = U YV )N Ne.

Offensichtlich gilt ]7*1(‘/@) NY cU,NY fir £ € N. Wegen
Y:UCmNC:ﬂ(UCuK)mNCcﬂ USUf(Vy) cUSU fH(Va)

folgt deshalb f~2(V;)NY = U, NY, und wir finden
I -1 -1 c c
(V)" =rtvynNenue = U, nY .
Weil | J, Uj, in X, also |J, Uj, NY in Y, offen ist, folgt die Stetigkeit von ﬂ Y.

(v) Wir verwenden noch einmal die Regularitdt von g, um auf die Exi-
stenz einer kompakten Teilmenge K der p-meBbaren Menge Y zu schlieBen mit
1(Y\K) < e/4. Dann gehort f|K zu C(K, E), und es gilt

n(A\K) < p(Y\K) + p(Y\K) < p(Y\K) + p(U) < £/2 .

Wegen pu(A\K) < u(A\ K) + u(A\ X) < ¢ ist alles bewiesen. m

Aufgaben

1 Es sei H ein separabler Hilbertraum. Man nennt f € H¥ schwach p-mefbar, wenn
(fle) fiir jedes e € H zu Lo(X, p, K) gehort. Man beweise:

(a) Ist f schwach p-meBbar, so ist |f| p-meBbar.
(

b) f ist genau dann p-mefBibar, wenn f schwach p-mefibar ist.
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(Hinweise: (a) Es sei {e; ; j € N} eine dichte Teilmenge von By . Dann gilt
[|f|§a}:ﬂj[|(f|€j)}§a], acR.

(b) ,,<=*“ Mit Hilfe von (a) 148t sich, wie im Beweis von Theorem 1.4, eine Folge p-einfacher
Funktionen konstruieren, die u-f.ii. gegen f konvergiert.)

2 Es bezeichne S(R, E) den Vektorraum aller E-wertigen zuldssigen Funktionen auf R
(vgl. Paragraph VL.8). Man beweise oder widerlege:

(a) S(R,E) C Lo(R, f1, E);

(b) S(R,E) D Lo(R, 81, E).

3 Man beweise die Aussage von Bemerkung 1.2(e).

4 Man zeige, dafl jede monotone numerische Funktion Borel mef3bar ist.

5 Esseien f,g € Lo(X,u,R). Dann gehéren die Mengen [f < g], [f <g¢], [f =g] und
[f # g] zu A.

6 Es sei (f;) eine Folge in Lo(X, u, R). Man zeige, dafl

K :={x € X ; lim, f;(z) existiert in R }
p-mefibar ist.
7 Bssei f: X — R. Man beweise oder widerlege:

(a) f € Lo(X, 1, R) <= T, 7 € Lo(X, u, RT);
(b) f € Lo(X, 1, R) <= |f| € Lo(X, u, RT).

8 Eine nichtleere Teilmenge B von R¥ heift Bairescher Funktionenraum, wenn die fol-
genden Aussagen gelten:

(i) Aus @ € Rund f € B folgt af € B.
(ii) Existiert f + ¢ in R™ fiir f,g € B, so gilt f + g € B.
(iii) Fiir jede Folge (f;) in B gehort sup; f; zu B.
Man beweise:
(a) R* und Lo(X, i, R) sind Bairesche Funktionenriume.
(b) Ist { B» C RY ; o € A} eine Familie von Baireschen Funktionenriumen, so ist auch
ﬂa A Bo ein Bairescher Funktionenraum.

9 Fiir C ¢ R¥ heiit

o(C) = ﬂ{ B CRY; BDC, B ist Bairescher Funktionenraum }

von C' erzeugter Bairescher Funktionenraum. Nach Aufgabe 8(b) ist o(C') ein wohldefi-
nierter Bairescher Funktionenraum. Man zeige:

o(EF(X, 1, R)) = Lo(X, 1, R) .

10 Man beweise: o(C(R",R)) = Lo(R", B, R).
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11 Es ist zu zeigen, dafl das Supremum einer iiberabzdhlbaren Familie meibarer reell-
wertiger Funktionen i. allg. nicht mef3bar ist.

12 Eine Folge (f;) in E heiBt u-fast gleichmiBig konvergent, wenn es zu jedem § > 0
ein A € A mit pu(A°) < 0 gibt, so dal die Folge (fj|A) gleichmifig konvergiert.

(a) Es sei (f;) eine u-fast gleichmifig konvergente Folge in Lo (X, p, F). Dann gibt es ein
feLoX,uE),sodaBl f; — f p-fii

(b) Es sei fj(x) := 7 fiir j € Nund z € [0, 1]. Man verifiziere, dal (f;) \i-fast gleichm#Big
konvergiert, daf3 es aber keine A\1-Nullmenge N C [0, 1] gibt, so daB (f; | N°) gleichmifig
konvergiert.

13 Es seien (X, A, u) ein endlicher Mafiraum und f;, f € Lo(X, p, E) mit f; — f p-f.i.
Man beweise:

(a) Zu e >0 und § >0 gibt es ein k € N und ein A € A mit p(A°) <9, so daB gilt
|fi(x) — f(z)| < e firz € Aund j > k.

(b) Die Folge (f;) konvergiert u-fast gleichmiBig gegen f (Satz von Egoroff).
(c) Die Aussage (b) ist fiir (X ) = oo i. allg. falsch.

(Hinweise: (a) Man betrachte K := [f; — f] und Ky, := [|f; — f| <e; j > k] und ver-
wende die Stetigkeit des MaBles von oben.  (b) Man wéhle ¢ := 1/j und 6 := 6277 in (a),
um A; zu erhalten, und verwende dann A :=(J; 4;.  (c) Man betrachte den Mafiraum

(X, A, p) = (R, A1, £(1)) und setze f; := x[j,j41]-)

14 Es seien (X, A, ) ein Mafiraum und f;, f € Lo(X, i, E). Dann heiit (f;) im Maf
gegen f konvergent, wenn fiir jedes € > 0 gilt lim; _ o u([ |fi — f| > 5}) =0.

Man beweise:

(a) f; — f p-fast gleichméBig = f; — f im Ma8.

(b) Konvergiert (f;) im MaB gegen f und gegen g, so gilt f = ¢ p-f.i.

(c) Es gibt eine Folge Ai-meBbarer Funktionen auf [0, 1], die im Maf, aber nirgends
punktweise, konvergiert.

(d) Es gibt eine Folge A1-mefibarer Funktionen auf R, die punktweise, aber nicht im Maf3
konvergiert.

(Hinweise: (c) Man setze f;j := x1,, wobei die Intervalle I; C [0, 1] so zu wihlen sind,
daB A1(Z;) — 0 und die Folge (f;(x)) fiir jedes @ € [0,1] zwei Haufungspunkte besitzt.
(d) Man betrachte f; := x(; j+1]-)

15 Es sei (f;) eine Folge in Lo(X, i, E), die im Mafl gegen f € Lo(X, u, E) konvergiert.

Man zeige, daB (f;) eine Teilfolge besitzt, die pu-f.ii. gegen f konvergiert.
(Hinweis: Es gibt eine wachsende Folge (ji)r n mit

,U(Hfm _fnl 2 z_kD S 2_k ) m,n Z.]k .

Mit Hilfe von By := U5~ ;[ | frpsy — fri| > 27"] schlieBe man, daB (f;, )r v p-fast gleich-
méBig konvergiert. Ferner beachte man die Aufgaben 12 sowie 14(a) und (b).)
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16 Fiir z = (z;) € K¥ und p € [1, 00] seien'!

oo 1/
R (Z]‘:Olm”p) P ) p € [1700) ’
lzllp :=
sup;|z;| p=00,
und
N

b= 6,(K) = ({z €K ; [zl <oo}, [ ]lp) -
Man beweise:
(a) Fiir p € [1,00) ist £, ein separabler normierter Vektorraum.
(b) foo ist nicht separabel.
17 Esseiz € R. Ist 2 € R, so heiit U ¢ R Umgebung in R von 2, wenn U eine Umgebung
in R von z enthélt. Fiir x € R\R wurden Umgebungen in Paragraph I1.5 definiert. Es sei

O C R. Man nennt O offen in R, wenn es zu jedem z € O eine Umgebung U in R von
gibt mit U C O. Ferner sei 7 := {O C R ; O ist offen in R }. Man verifiziere:

(a) O ist genau dann offen in R, wenn O NR offen in R ist und wenn es, im Fall co € O
[bzw. —oco € O], ein a € R gibt mit (a,00] C O [bzw. [—o0,a) C O].

(b) (]R T) ist ein kompakter topologischer Raum.

() BR)={BUF ; BeB', FC{—o00,00} }.

(d) B(R )IR B!,

(e) Fiir f € RY gilt: f € Lo(X, 1, R) < f ist A-B(R)-mefBbar.

18 Es sei S eine separable Teilmenge von E. Man verifiziere, dafl F' := span(S) ein
separabler Banachraum ist.

19 Fiir f € K¥ setze man

f@/Nf@),  f@)#0,
0, fle)=0,

und weise nach, dafl aus f € Lo(X, u, K) stets sign f € Lo(X, u, K) folgt.

(sign f)(z) := {

ISiehe auch Folgerung 1V.2.17.



2 Integrierbare Funktionen

In diesem Paragraphen erkldaren wir das allgemeine Bochner-Lebesguesche Integral
und beschreiben seine elementaren Eigenschaften. Auflerdem beweisen wir, daf3
der Vektorraum der integrierbaren Funktionen beziiglich der durch das Integral
induzierten Seminorm vollsténdig ist.

Wie im vorhergehenden Paragraphen bezeichnen

e (X, A, ) einen o-endlichen vollstéindigen Mafiraum;
E = (E,|-|) einen Banachraum.

Das Integral fiir einfache Funktionen

In Bemerkung 1.2(c) haben wir festgehalten, dafl jede einfache Funktion eine ein-
deutig bestimmte Normalform besitzt. Diese erweist sich fiir das Weitere als sehr
niitzlich, weshalb wir vorzugsweise mit ihr arbeiten werden.

Vereinbarung Im folgenden werden p-einfache Funktionen stets durch ihre
Normalformen dargestellt, es sei denn, es wird ausdriicklich etwas Anderes
gesagt. Ferner setzen wir!

OOOE = —OO~0E = OE (21)
mit dem Nullvektor Og von E.

Fir ¢ € 3770 ejxa; € EF(X, p, E) heifit

/ pdu :=/<pdu =Y eju(4;)
X =0

Integral von ¢ iiber X beziiglich des A
Mafles . Ist A eine p-mefibare Men-
ge, so heift

€5 +
/wdu:/ XApdp {
A X |

—
Integral von ¢ iiber A beziiglich des \Aj - J

Mafles .

»
»

IDie Vereinbarung (2.1) ist in der Integrationstheorie gebriuchlich und dient z.B. dazu, ein-
fache Funktionen iiber ihren ganzen Definitionsbereich integrieren zu konnen. Sie ist im Fall
E = R nicht als (weitere) Rechenregel in R, sondern als ,,&uflere“ Multiplikation der Elemente co
und —oo aus R mit dem Nullvektor aus R zu verstehen.
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2.1 Bemerkungen (a) Fiir o € EF(X,pu, E) und A € Aist [, o dp wohldefiniert.
Beweis Dies folgt aus den Bemerkungen 1.2(c) und (d). m

(b) Es bezeichne ¢ = Y"}'_, fexB,, mit fo,..., fn € E\{0} und By,...,B, € A
mit B; N By, = 0 fiir j # k, eine (nicht notwendigerweise in Normalform dargestell-
te) p-einfache Funktion. Dann gilt

/wdu kau By)

Beweis Wir schreiben } 7" e;xa; fiir die Normalform von . Ferner sei

Am+1 = m A; 5 Bn+1 = ﬂ Bg 5 Em+41 ‘= 0 5 fn+1 = 0 . (22)
j= k=0

Dann gilt X = UmJrl A; = U2, Br, und somit

n+1 m—+1
Aj=JAnBY), Be=JA;NBy, j=0,....om+1, k=0,....,n+1.
k=0 j=0

Da die Mengen Aj; N By, paarweise disjunkt sind, folgen

n+1 m—+41
p(A;) = u(A;NBy) und w(By) =Y u(A;NBy) .
k=0 j=0

Ist Aj N By # 0, so gilt e; = fi, und wir finden
m+1l  nitl n+1 m+1
[ =3 cinta, S ICOICLEAED WD WIEER
7=0 Jj=0

n

=D fun(B)

k=0
also die Behauptung. m
(c) Das Integral [ -du: EF(X, p, E) — E ist linear.
Beweis s seien ¢ =3"""ejxa, und ¢ =37 fexp, p-einfache Funktionen und
a € K. Man iiberpriift sofort, da§ [, apdp = o [ o dp gilt. Mit den Beziehungen (2.2)
folgt, analog wie in (b),

n+1 m+1

XA; = E XAjnBy 5 XB;, = E XA;nBy »
j=0

und somit?
m+1n+1

e+ =D (e + fr)Xa;nmy - (2.3)

=0 k=0
Die Behauptung ergibt sich nun aus (b). m

2Im allgemeinen ist ¢ + 1 durch (2.3) nicht in Normalform dargestellt.
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(d) Fir A,Be Aund AN B =0 gilt
/ pdu = / wdu+/ pdu,  peEF(X, 1, E).
AUB A B

Beweis Dies folgt aus (c) und xa By = xap + xBp. B
(e)Fiir p € EF(X,u, E) und A € A gilt

[ odu] < [ leldn < el na)
A A

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 1.2(d) und der Dreiecksungleichung. m

(f) Fiwr p,9 € EF(X, p,R) mit o < ¢ gilt [, odu < [, ¢ du.
Beweis Man iiberpriift sofort, daf3 jA ndyp > 0 fir n € EF(X, u, RT). Die Behauptung
folgt nun aus (c). m

Die £;-Seminorm

Es sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung p: V' — R heifit Seminorm auf V',
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) p(v) >0, veEV;

(ii) p(A) =|A|p(v), veV, XeK;
(iil) p(v +w) < p(v) +p(w), v,w e V.
Fiir v € V und r > 0 bezeichnen wir mit

By(v,r) :=={weV; plv—w)<r}
den offenen Semiball in (V,p) um v mit Radius 7. Eine Teilmenge O von V heifit
p-offen, falls es zu jedem v € O ein r > 0 gibt mit B, (v,7) C O.
2.2 Bemerkungen Es seien V ein Vektorraum und p eine Seminorm auf V.
(a) Die Seminorm p ist genau dann eine Norm, wenn p~1(0) = {0} gilt.

(b) Es seien K C R" kompakt, & € NU {oo} und

pr(f)i=max|f@) . feCHRE),

Dann ist px eine Seminorm auf C*(R", E), aber keine Norm.

Beweis Man iiberpriift sofort, daB px eine Seminorm auf C* (R™, E) ist. Es sei U eine
offene Umgebung von K. Dann zeigt Aufgabe VIL.6.7, dal es ein f € C°(R",R) gibt mit
flz)=1firz € K und f(z) =0 fiir z € U°. Fiir e € E\{0} setzen wir g := (xg» — f)e.
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Dann gehért g zu C(R"™, E), und es gilt px(g) = 0, aber g # 0. Also ist px keine Norm
auf C*(R™, E). m

(c) Es sei

lolly = /X oldu, e EF(X,uE).

Dann ist ||-]|1 eine Seminorm auf EF (X, u, E). Gibt es eine nichtleere y-Nullmenge
in A, so ist ||-||1 keine Norm auf EF(X, u, E).

Beweis Es ist klar, daB8 ||-|[1 eine Seminorm auf EF (X, p, E) ist. Bezeichnet N eine
nichtleere p-Nullmenge, so gilt ||[x~|j1 =0, aber xy # 0. m

(d) 7,:={0CV; Oist poffen} ist eine Topologie auf V, die von p erzeugte
Topologie.

Beweis Man iiberpriift sofort, dafl sich die Argumente des Beweises von Satz I111.2.4 auf
die vorliegende Situation iibertragen lassen. m

(e) Die Topologie 7, erfiillt das Hausdorffsche Trennungsaxiom i. allg. nicht. In
einem solchen Fall gibt es keine Metrik auf V', die 7, erzeugt.

Beweis Wir verwenden die Bezeichnungen von (b) und setzen K := {0}. Ferner sei
f € C*R", E) mit £(0) =0 und f # 0. Dann gilt B, (f,€) = By, (0,¢) fiir jedes £ > 0.
Also ist 7, nicht hausdorffsch. Die zweite Aussage folgt aus Satz I11.2.17. m

(f) Die lineare Abbildung A: V — E heiit (p)-beschriinkt, wenn es ein M > 0
gibt mit |Av| < Mp(v) fiir v € V. Fiir eine lineare Abbildung A: V — F sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist stetig;
(i) A ist stetig in 0;
(iii) A ist beschrinkt.

Beweis Dies folgt aus dem Beweis von Theorem VI.2.5, da dort nur die Eigenschaften
einer Seminorm verwendet wurden. m

(8) [-du: EF(X,p, E) — E ist stetig.

Beweis Dies folgt aus (c), (f) und Bemerkung 2.1(c). m

Es sei p eine Seminorm auf V. Wir wissen aus Bemerkung 2.2(e), dafl es
i.allg. keine Metrik auf V' gibt, welche die Topologie von (V,p) erzeugt. In ei-
nem solchen Fall stehen die in metrischen Rdumen eingefiithrten Begriffe ,, Cauchy-
folge* und ,, Vollstédndigkeit“ nicht zur Verfiigung. Wir erkliren deshalb: Eine Folge
(v;) € VN heifit Cauchyfolge in (V, p), wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit
p(vj —vg) < e fiir j,k > N. Wir nennen (V,p) vollsténdig, falls jede Cauchyfolge
in (V,p) konvergiert.
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2.3 Bemerkungen (a) Ist (V,p) ein normierter Vektorraum, so stimmen diese
Begriffe mit denen von Paragraph I1.6 {iberein.

(b) Esseien (v;) € VN und v € V. Es gilt v; — v genau dann, wenn p(v — v;) — 0.
Im allgemeinen ist der Grenzwert einer konvergenten Folge jedoch nicht eindeutig
bestimmt. Ist ndmlich p keine Norm, so folgt aus v; — v auch v; — w fiir jedes
w € V mit p(v —w) =0.

¢) Die Menge aller Cauchyfolgen in (V, p) bildet einen Untervektorraum von VY. m
g yiolg D

Im folgenden versehen wir den Raum EF (X, u, E) stets mit der von ||-|;
erzeugten Topologie. Dann nennen wir eine Cauchyfolge in EF(X, u, E) auch
L1-Cauchyfolge.

Eine Funktion f € EX heifit y-integrierbar oder integrierbar beziiglich des
Mafles 1, wenn es eine £;-Cauchyfolge (¢;) in EF (X, pu, E) gibt mit ¢; — f p-f.i.
Die Gesamtheit aller p-integrierbaren Funktionen von X nach E bezeichnen wir
mit L4 (X, p, E).

2.4 Satz Im Sinne von Untervektorrdumen gelten die Inklusionen

EF(X, 1, E) C L1(X, i, E) C Lo(X, 1, E) .

Beweis Offensichtlich ist jede p-einfache Funktion p-integrierbar. Ferner folgt aus
Bemerkung 1.2(a) und Theorem 1.14, dafl die Inklusion £4 (X, 1, E) C Lo(X, p, E)
richtig ist. Es seien f,g € £1(X, u, F) und « € K. Dann gibt es £1-Cauchyfolgen
(pj) und (¢;) in EF(X, p, E) mit ¢; — f und ¢; — g p-f.4. fiir j — co. Aus der
Dreiecksungleichung folgt, daf (ap; + ©;)jen eine L£1-Cauchyfolge in EF (X, p, E)
ist, die p-f.i. gegen af + g konvergiert. Also ist af 4+ g p-integrierbar. Folglich ist
L1(X, pu, E) ein Untervektorraum von Lo (X, u, E). m

Das Bochner-Lebesguesche Integral

Es sei f € £1(X, 11, E). Dann gibt es eine £,-Cauchyfolge (¢;) in EF(X, i, E) mit
pj — [ p-fi. Wir werden sehen, daf8 die Folge (fX ) du)jeN in F konvergiert.
Es ist naheliegend, das Integral von f beziiglich p durch den Grenzwert dieser
Folge von Integralen zu erkldren. Damit diese Festsetzung sinnvoll ist, miissen wir
sicherstellen, daB lim; [ ¢; du von der Folge (¢;), die f approximiert, unabhéngig
ist. Wir miissen somit zeigen, daB lim; [ ¢, dp = lim; [ ¢; dp gilt, falls (y;) eine
weitere Cauchyfolge in EF (X, p, E) ist mit ¢; — f p-f.il

2.5 Lemma Es sei (p;) eine Cauchyfolge in EF(X, i, E). Dann gibt es eine Teil-
folge (j, )ken von (¢;) und ein f € L1(X, u, E) mit

(i) @j, — f p-fi. fir k — oo.
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(ii) Zu jedem e > 0 gibt es ein A. € A mit u(A.) <e, so daff (¢j, )ken auf AZ
gleichméBig gegen [ konvergiert.

Beweis (a) Zu k € N gibt es nach Voraussetzung ein j, € Nmit ||¢p — |1 < 272F

fiir £, m > ji. Wir koénnen die Folge (ji)gen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
wachsend wihlen und erhalten dann mit vy := @;,

e —mli <272, m>£>0.

(B) Es sei By := [W“_l — | > Q’E] fiir £ € N. Dann gehort By zu A, und es
gilt u(By) < oo fiir £ € N, weil jedes 1, p-einfach ist. Somit ist auch x g, p-einfach,
und Bemerkung 2.1(f) impliziert

27 w(By) = 2_2/ XB, dit < / o1 — el dp = |[Yheqr — thell1 <272
X X

Hieraus folgt p(B,) < 27* fiir £ € N.

Mit A, := Uy Btk gilt p(A,) < 277F fiir n € N, und wir erkennen, daf
A =", Ay eine p-Nullmenge ist.

(v) Liegt x in Af, = ;2 B¢, so gilt

[Yep1(z) — Ye(z)] < 27°, {>n.

Nach dem Weierstra3schen Majorantenkriterium konvergiert somit die Reihe

Yo+ Y (Yer1 — 1)

auf A gleichméfig in £. Nun setzen wir

limy, i () , x e A°,

f(x)::{ 0, reA.

Dann gilt ¢, — f p-f.ii. fiir £ — oco. Ferner gibt es zu jedem € > 0 ein n € N
mit p(A,) < 27" < e, und (pj, )ken konvergiert auf A¢ fiir k — oo gleichméBig
gegen f. m

2.6 Lemma Es seien (p;) und (¢;) L£q-Cauchyfolgen in EF (X, u, E), die p-f.i.
gegen dieselbe Funktion konvergieren. Dann gilt lim ||¢; — 4|l = 0.

Beweis (i) Es seien € > 0 und n; := ¢; — 1; fiir j € N. Nach Bemerkung 2.3(c)
ist (n,) eine £1-Cauchyfolge in EF (X, u, E). Folglich gibt es eine natiirliche Zahl N
mit ||n; — k|| < e/8 fur j,k > N.

(i) Weil ny p-einfach ist, gehort A := [ny # 0] zu A und es gilt u(A) < cc.
Ferner konvergiert (n;) p-f.it. gegen Null. Somit zeigt Lemma 2.5, dafl es ein B € A
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mit p(B) < e/8(1+ ||[nn|leo) und eine Teilfolge (7;, )ken von (n;) gibt, die auf B¢
gleichméfig gegen 0 konvergiert. Also existiert ein K > N mit

njx ()] <e/8(1+pu(Ad)), x€A\B.

Hieraus folgt fA\B [N | dp < €/8.
(iii) Aus den Eigenschaften von B und K folgt

/ Mjsc [ dpp < / Mjrc — mvldu+/ Inn | dp
B B B

< mjre = v lly + I lloo (B) < /4.
Aufgrund der Definition von A gilt

[;|mk\mlzt/;\mk<—nN|mtsnnnf—nNn1<s/8.

Zusammenfassend erhalten wir wegen Bemerkung 2.1(d)

Il < [ el dis < /2
AcU(A\B)UB

und folglich ||n;][1 < ;.11 + |1 — njc |1 < € fiir j > N. Weil € > 0 beliebig war,
ist alles bewiesen. m

2.7 Korollar  Es seien (v;) und (v¢;) Cauchyfolgen in EF (X, p, E), die p-f.i.
gegen dieselbe Funktion konvergieren. Dann konvergieren die Folgen ( J x Pi d,u)
und ([y ¢ dp) in E, und es gilt

lim/ %‘du=lim/ Vjdp .
J X J X

Beweis Wegen
’/ wdu—/ ‘Pde’§||‘pj_<Pk||la jkeN,
X X

ist ([ ¢; du)jeN eine Cauchyfolge in E. Folglich gibt es ein e € E mit [ ¢;du — e
fiir j — co. In analoger Weise ergibt sich die Existenz eines ¢’ € E mit [ ; du — €’
fiir j — oo. Unter Verwendung von Lemma 2.6 und der Stetigkeit der Norm von F
folgt nun

Ie—e’\=lim‘/ %du—/%dulélim/ lej — ¥sl du
J X X J X
=11]111||<Pj—1/1j||1=07

also die Behauptung. m



90 X Integrationstheorie

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir das Integral fiir integrierbare Funk-
tionen in natiirlicher Weise als Erweiterung des Integrals fiir einfache Funktionen.
Es sei f € £1(X, 11, E). Dann gibt es eine £,-Cauchyfolge (¢;) in EF(X, i, E) mit
pj — [ p-f.ii. Gemés Korollar 2.7 existiert

/fdu:zlim/ wjdp in B,
X i Jx

und dieser Grenzwert ist unabhéngig von der speziellen Folge (¢;). Er heifit (allge-
meines) Bochner-Lebesguesches Integral von f iiber X beziiglich des Mafles pi. Ne-
ben dem Symbol [ « [ du sind noch weitere Bezeichnungen gebréuchlich, némlich

[raw. [ @i, [ st

Offensichtlich stimmt im Fall einfacher Funktionen das Bochner-Lebesguesche In-
tegral mit dem Integral {iber einfache Funktionen iiberein.

Die Vollsténdigkeit von £,

Mit Hilfe des Integrals definieren wir eine Seminorm auf £1 (X, u, E) und zeigen,
dafl £1(X, i, E) beziiglich dieser Seminorm vollstéindig ist.

2.8 Lemma Fiir f € £1(X, pu, E) gehort |f| zu L£1(X, i, R). Bezeichnet (p;) eine
L-Cauchyfolge in EF (X, i, E) mit p; — f p-fii., so gilt [ |f|dp =lim; [ ;| dp.

Beweis Die umgekehrte Dreiecksungleichung (die natiirlich auch fiir Seminormen
richtig ist) impliziert

15l = Il ||, < llej — el und | lo;] = lorl | < lo; — @l ,  keN.

Folglich ist (|¢;|)jen eine £1-Cauchyfolge in EF(X, u, R), die p-f.ii. gegen | f| kon-
vergiert. Also gehort |f| zu £4(X, i, R), und es gilt [|f|dp =lim; [ |p;|dp. m

2.9 Korollar  Fiir f € £1(X, pi, E) sei || f|l1 := [ | f| du. Dann ist ||-||; eine Semi-
norm auf £1(X, p, E), die £1-Seminorm.

Beweis Es seien f,g € £1(X, u, E), und (¢;) sowie () seien L£;1-Cauchyfolgen
in EF(X, u, E) mit ¢; — f und ¢; — g p-f.ii. Nach Lemma 2.8 und den Bemer-
kungen 2.2(c) und 2.3(c) gelten

19 = [ 171dn=tim | Los]dp = tim s s = 0
X 7 JX J

und
1f+ gl = 11;11 les + 5l < li]r_n(||<ﬂj||1 + [lilln) = 111l + llgllx
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sowie
Jeflly = g | = ol i 1, | = o 11,

fiir jedes « € K. m

Im folgenden versehen wir den Raum L1 (X, u, F) stets mit der von der Se-
minorm ||-||; induzierten Topologie.

2.10 Theorem
(i) EF (X, u, E) ist dicht in L1 (X, pu, E).
(ii) Der Raum L1 (X, pi, E) ist vollsténdig.

Beweis (i) Es sei f € £1(X,u, E), und (¢;) bezeichne eine £;-Cauchyfolge ein-
facher Funktionen mit p; — f p-f.i. fiir j — co. AuBerdem sei k¥ € N. Dann ist
(¢j — ¢r)jen eine Lq-Cauchyfolge in EF (X, i, E) mit (¢; — pr) — (f — or) p-tfi
fiir 7 — oo. Wegen Lemma 2.8 gilt deshalb

If = erll =1i§n||¢j — il keN.

Es sei € > 0. Dann gibt es ein N € N mit |¢; — ¢rl[1 <e fiir j,k > N, und der
Grenziibergang j — oo liefert || f — ¢ |1 < e. Dies zeigt, daB EF (X, u, E) im Raum
L1(X, pu, E) dicht ist.

(ii) Es seien (f;) eine Cauchyfolge in £1(X,p, F) und € > 0. Wir wihlen
M e Nmit ||f; — fell1 < e/2 fir j,k > M. Ferner gibt es nach (i) zu jedem j € N
ein p; € EF(X, p, E) mit || f; — ;)1 < 277. Nun folgt aus

lo; —erlls < lle; — Filli+ 15 — fellt + 11fe — el <279 +27% + /2

fir j,k > M. Dies zeigt, dal (¢;) eine £;-Cauchyfolge in EF (X, u, E) ist. Auf-
grund von Lemma 2.5 gibt es deshalb eine Teilfolge (¢;, )ren von (p;) und ein
feLi(X,pu, E) mit p;, — f p-f.i. fir £ — oo. Der Beweis von (i) zeigt, dafi ein
N > M mit || f — ¢jy |1 <e/4 existiert, und wir erhalten

1f = fillh W = @inlle +llwin = finll + 1 fiy — fili<e, §=N,

d.h., (f;) konvergiert in £1(X, , E) gegen f. m

Elementare Eigenschaften des Integrals

Wir haben gesehen, dafl das Integral auf dem Raum der einfachen Funktionen
stetig, linear und — im Fall £ = R — monoton ist (vgl. Bemerkung 2.2(g) und
die Bemerkungen 2.1(c) und (f)). Wir zeigen nun, daf diese Eigenschaften bei der
Ausdehnung des Integrals vom Raum der einfachen Funktionen auf den Raum der
integrierbaren Funktionen erhalten bleiben.
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2.11 Theorem
(i) [y -du: L1(X,p, E) — E ist linear und stetig, und es gilt

[ rau < [ 1=

(ii) [y -dp: £1(X,p,R) — R ist eine stetige positive Linearform.
(iii) Es seien F' ein Banachraum und T € L(FE, F'). Dann gelten

TfeLi(X,u, F) und T/deu:/Xdeu

fir f € L1(X,p, E).

Beweis (i) Wir haben in Satz 2.4 gezeigt, dal die p-integrierbaren Funktionen
einen Vektorraum bilden. Es seien f,g € £1(X,pu, F) und a € K. Dann gibt es
L;-Cauchyfolgen (¢;) und (v;) in EF(X,u, E) mit ¢; — f und ¢; — g p-f.i.
Wegen Bemerkung 2.1(c) gilt

(/m%+wnw=a/qu+/wﬂu, jeN.
X X X

Nun folgt die Linearitéit des Integrals auf £1(X, u, E) durch den Grenziibergang
Jj — oo. Nach Korollar 2.9 ist ||-||; eine Seminorm auf £1(X, u, E), und Bemer-
kung 2.1(e) zeigt

[ st < [leldu=lel . den.
X X

Wegen Lemma 2.8 kénnen wir den Grenziibergang j — oo durchfiihren, und wir

finden
[ rau] < [ 1nau= s

Die Stetigkeit folgt jetzt aus Bemerkung 2.2(f).

Das Prinzip des eben gefiihrten Beweises 1d8t sich ohne Schwierigkeiten sinn-
gemiif auf die Aussagen (ii) und (iii) iibertragen. Dies bleibt dem Leser zur Ubung
iitberlassen. m

2.12 Korollar

(i) Die Abbildung f = (f1,..., fn): X — K" ist genau dann p-integrierbar, wenn
dies fiir jede Koordinatenfunktion f; der Fall ist. Dann gilt

/deu:(/xfldu,...,/xfndu).
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(ii) Es seien g,h € R und f := g + ih. Dann liegt f genau dann in £1(X, 1, C),
wenn g und h zu £1(X, u, R) gehéren. In diesem Fall gilt

/fduz/gdu—&—i/hdu.
X X X

(iii) Die Funktion f € RY ist genau dann u-integrierbar, wenn dies fiir f+ und f~
richtig ist. Dann gelten

/deu=/Xf+du—/Xf’du7 /X\fldu=/xf+du+/xf*du.

Beweis (i) ,=* Essei f € £1(X, u, K"). Wegen pr; € L(K",K) fiir j =1,...,n
folgt aus Theorem 2.11(iii), daf f; = pr; o f zu L£1(X, p,K) gehort. Ferner gilt
[ fidu=pr; [ fdu, und somit

/deu:(/xfldu7--.7/andu)~

,<="Fiir j =1,...,n betrachten wir die Abbildung
bj: K—=K", y~—(0,...,0,9,0,...,0),
wobei rechts y an der j-ten Stelle steht. Dann gelten
bj € LIK,K") und f:= bjof;.
j=1

Die Behauptung folgt nun aus Theorem 2.11(i) und (iii).
(ii) Dies ergibt sich aus (i) und der Identifikation von C mit R?.
(iif) Fiir f € R gelten

fr=U+1D2, f=Af0=-0/2, f=f"=f". fl=Ff"+f.
Also implizieren Theorem 2.11(i) und Lemma 2.8 die Behauptungen. m
2.13 Lemma Fiir f € L1(X,pu, E) und A € A gilt xaf € L1(X, 1, E).
Beweis Es sei (¢;) eine £1-Cauchyfolge in EF (X, u, E), die p-f.ii. gegen f kon-

vergiert. Dann ist xap; p-einfach (vgl. Bemerkung 1.2(d)), und (xa;) en kon-
vergiert offensichtlich u-f.ii. gegen x4 f. Ferner gilt wegen Bemerkung 2.1(f)

/IXA@j—XAwk\du=/XAI%'—wk\dué/ loj —rldp,  jkEN.
X X X

Also ist (xapj)jen eine L;-Cauchyfolge in EF(X,u, E). Dies zeigt, daB8 xaf
p-integrierbar ist. m
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Es seien f € £1(X, pu, E) und A € A. Wir erklidren das Integral von [ iiber A
beziiglich des Mafles y durch

/Afdu :=/X><Afdu.

Aufgrund von Lemma 2.13 ist diese Definition sinnvoll.

2.14 Bemerkungen Es seien f € £1(X,p, F) und A € A.
(@) [,-du: L1(X,p, E) — E ist linear und stetig, und es gilt

’/Afd“’ = /A |fldp = lxafl -

(b) Es seien B := A|A und v := pu|B. Dann gilt [, fdu= [, f|Adv.
Beweis Die einfache Verifikation bleibt dem Leser iiberlassen (vgl. Aufgabe 1). m

(¢) Im Fall E =R und f > 0 ist

A —[0,00) , Al—>/ fdu
A
ein endliches Maf (vgl. Aufgabe 11). m

2.15 Lemma FEs seien f € £1(X, pu, E) und g € EX mit f = g p-f.ii. Dann gehort
auch g zu L1(X, p, E), und es gilt [ fdp = [y gdpu.

Beweis Es sei (¢;) eine £1-Cauchyfolge in EF (X, 1, E) mit ¢; — f p-f.i. Ferner
seien M und N p-Nullmengen mit ¢; — f auf M° und f = g auf N°. Dann kon-
vergiert (¢;) p-f.ii. gegen g, denn es gilt ¢;(z) — g(x) fiir z € (M U N)*. Folglich
gehort g zu L4(X, p, E), und es gilt [gdp =lim; [@jdp= [ fdu. m

2.16 Korollar
(i) Fir f € EX gelte f =0 p-Lii. Dann ist f p-integrierbar mit [ f dp = 0.
(ii) Es seien f,g € L£1(X, pu, R) mit f < g p-fii. Dann gilt [\ fdu < [, gdp.
Beweis (i) Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.15.

(ii) Theorem 2.11(ii) und Lemma 2.15 implizieren 0 < [ (g — f) du, und folg-
lich [ fdu < [y gdy. m

2.17 Satz  Fiir f € £L1(X, p, E) und a > 0 gilt u([|f| > o]) < oo.

Beweis Lemma 2.5 sichert die Existenz einer £;-Cauchyfolge (¢;) in EF (X, p, E)
und einer p-mefbaren Menge A mit 1(A) < 1, so daB (¢;) auf A° gleichméBig ge-
gen f konvergiert. Weil | f| p-meBbar ist, gehort B := A°N[|f| > «] zu A. Ferner
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gibt es ein N € N mit |pn(z) — f(z)| < a/2 fiir z € A°. Also folgt

lon (@) = [f(@)| = lon(2) = f(2)| 2 /2, weB.

Insbesondere ist B in [¢y # 0] enthalten. Somit gilt 4(B) < pu([pn # 0]) < oo, da
pn p-einfach ist. Wegen

[|[f|>a]=BU(AN[|f|>a]) cBUA

folgt p([|f] > a]) < u(B)+1<oco. m

Konvergenz in £

Zu jeder integrierbaren Funktion f gibt es eine L;-Cauchyfolge einfacher Funk-
tionen, die fast iiberall gegen f konvergiert. Wir zeigen im folgenden, dafl jede
Cauchyfolge in £4(X, i, F) sogar eine Teilfolge besitzt, die fast iiberall gegen ih-
ren L£1-Grenzwert konvergiert.

2.18 Theorem Es sei (f;) eine Folge in L£1(X,u, E), die in L1(X, 1, E) gegen f
konvergiert. Dann gelten:
(i) Es gibt eine Teilfolge (fj,)ren von (f;) mit folgenden Eigenschaften:
(o) fj, — [ p-Lii. fiir k — oo.
(8) Zu jedeme > 0 gibt es ein A. € A mit u(A.) < ¢, sodas (fj, )ken auf AS
gleichméiBig gegen f konvergiert.
(ii) [y fidp — [y fdp fiir j — oo.

Beweis (i) Es geniigt, den Fall f =0 zu behandeln. Ist ndmlich f # 0, so be-
trachte man die Folge (f; — f)jen.

Wie im Beweis von Lemma 2.5 gibt es eine Teilfolge (gx) von (f;) mit
lge — gmll1 < 272 fiir m > ¢ > 0. Der Grenziibergang m — oo liefert ||go||; < 272
fiir £ € N. Wir setzen By := [ |g¢| > 27¢]. Wegen Lemma 2.8, Satz 2.4 und Satz 1.9
gehort By zu A, und wir finden

27 u(By) < /

\QZ\duS/ geldu = llgell <272, CeN,
By X

(vgl. Theorem 2.11(ii)). Folglich gilt yu(Bg) < 27* fiir £ € N. Mit A, := g~y Bntk
gilt p(A,) <27 und wir erkennen, daf§ A :=(,—, A, eine y-Nullmenge ist.
Man iiberpriift leicht, dafl (gi) auf A¢ gleichméBig und auf A¢ punktweise gegen 0
konvergiert (vgl. dazu den Beweis von Lemma 2.5).

(ii) Aus Theorem 2.11(i) folgt

’/ijd“_/xfd“’S/X\fj—f\dMZHfj—flll7 jeN,

und wir erhalten die Behauptung durch den Grenziibergang j — co. m
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2.19 Korollar Fiir f € £1(X, u, F) gilt
[flhi =0« f=0 p-tLii

Beweis = Wegen || f||1 = 0 konvergiert die Folge (f;), mit f; := 0 fiir j € N,
in £1(X, p, E) gegen f. Nach Theorem 2.18 gibt es deshalb eine Teilfolge (fj, )ren
von (f;) mit f;, — f p-fil fir k — co. Also gilt f =0 p-f.iL

»,<=“ Nach Voraussetzung ist |f| =0 p-f.i., und die Behauptung folgt aus
Korollar 2.16(i). m

Zum Abschluf} dieses Paragraphen illustrieren wir die vorangehenden Begriffe
und Resultate in einer besonders einfachen Situation.

2.20 Beispiel (Der Raum der summierbaren Folgen) Es bezeichne X entweder
N oder Z, und H° sei das 0-dimensionale Hausdorffma8, also das Z&hlma8, auf X.
Offensichtlich ist X (mit der von R induzierten Topologie) ein o-kompakter metri-
scher Raum, in dem jede einpunktige Menge offen ist. Also stimmt die Topologie
von X mit PB(X) iiberein, d.h., jede Teilmenge von X ist offen. Folglich ist jede
Abbildung von X in E stetig: C'(X, E) = EX.

Es folgt ebenfalls B(X) = P(X), und es ist klar, dal H? ein regelméBiges
Radonmaf} auf X ist. Somit folgt aus Theorem 1.17, dafy auch

Lo(X,H°,E)=C(X,FE) = EX

gilt. AuBerdem besitzt H° keine nichtleeren Nullmengen. Also stimmt die Konver-
genz HO-f.ii. mit der punktweisen Konvergenz iiberein.

Fiir ¢ € EX setzen wir
supp(p) :={z € X ; p(x) #0}
und nennen supp(yp) Triiger (support) von . Ferner bezeichne
Ce(X,E) :={p € C(X,E) ; supp(p) ist kompakt }

die Menge der stetigen E-wertigen Funktionen auf X mit kompaktem Tréger.
Offensichtlich gehort ¢ € C(X, E) genau dann zu C.(X, E), wenn supp(y) eine
endliche Menge ist. Auflerdem ist C.(X, E) ein Untervektorraum von C(X, E),
und man verifiziert sofort, dafl C.(X, E) = EF(X, H°, E) gilt.

Fiir ¢ € C.(X) folgt aus Bemerkung 2.1(b)

/X pdH’ = > (). (2.4)

zesupp(yp)

Wir setzen nun

OX,E)={feE*; ¥ xIf(x)|<oo}.
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Fir f € £1(X,FE) und n € N sei

(x)._{f(m)a lz| <n,
Pnl®) = 0, |z| >n .

Dann gehort ¢, zu C.(X, E), und es gilt ¢,, — f fiir n — co. Fiir m > n erhalten
wir aus (2.4), daf§

lpn — omll1 = Z |f(z)]

n<|z|<m

gilt. Folglich ist (¢,) eine £;-Cauchyfolge in EF (X, H°, E), was zeigt, dal f zu
L1(X,HO, E) gehort. Also gilt ¢41(X, E) C £1(X,H°, E), und

/ FAH® =" fla),  fel(X,E). (2.5)
X xeX

Es sei nun f € £1(X,H° E). Dann existiert eine £;-Cauchyfolge (1;) in
EF(X,u, E), also in C.(X, E), die punktweise gegen f konvergiert. Wegen Lem-
ma 2.8 gehort |f| zu £1(X,H°, R), und

19 = [ 171dH0 =t [ ol @ = tim 3 sl
X T Jx I vex
Somit gibt es ein & € N mit
[l =Y w21 gz
X zeX
Dies impliziert
S @l <1+ [ a0 =K <oe, G2k,
zeX X
Folglich gilt fiir jedes m € N
Yo @I <K, jxk,
| <m
woraus wir fiir j — co wegen ¢; — f
S lf@I <K, meN,
] <m

erhalten. Nun folgt aus Theorem I1.7.7, daB f zu ¢1(X, E) gehort (und || f]1 < K
erfiillt). Somit haben wir gezeigt, dafl gilt

‘Cl(Xa HO7E) = El(X’ E) )
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wobei aus (2.5) die Beziehung

£l =D £ (@)

rzeX

folgt.3
SchlieBlich erhalten wir aus Theorem 2.10 und Bemerkung 2.2(a), daf

Zl(X’ E) = (Zl(Xa E)7 ”Hl)

ein Banachraum ist, der Raum der summierbaren (E-wertigen) Folgen.

Ist E =K, so sind die Notationen ¢;(Z) und ¢; (N) fiir 1 (X, K) gebrauchlich,
wobei iiblicherweise £ := ¢1(N) gesetzt wird.* m

Aufgaben
1 Esseien A€ A, B:=A|A und v := p|B. Man verifiziere fiir f € E~:

Xaf € L1(X, 1, E) <> f|A € Li(A, 1, E) .

In diesem Fall gilt

[ xaran= [ piaav.

2 Essei (f;) eine Folge in £1(X, u, E), die gleichmiBig gegen f € EX konvergiert. Fer-
ner sei u(X) < co. Dann gehort f zu L1(X,pu, E), f; — f in L1(X,pu, E), und es gilt
lim; fX fidp = fX Jdp.

3 Man verifiziere, daB fiir f € £1(X,u, RT) gilt:

/ fduzsup{/ pdu; o€ EF(X, 1, RY), o< f u—f~ﬁ~}-
X X

4 Es seien X eine beliebige nichtleere Menge, a € X und §, das Diracmafl mit Trager
in a. Man zeige, daB £1(X, 84, R) = R¥, und man berechne [ f déa fiir R¥.

5 Es bezeichne ur das Lebesgue-Stieltjessche Mafl von Aufgabe 1X.4.10. Man bestimme
L1 (R, pp, K), und man berechne [ fdur fir f € £1(R, pr,K).

6 Man beweise die Aussagen (ii) und (iii) von Theorem 2.11.

7 Essei f € Lo(X,u, E) p-f.ii. beschrinkt, und es gelte u(X) < co. Man beweise oder
widerlege: f ist p-integrierbar.

8 Es seien (f;) eine wachsende Folge in £1(X, p, R) mit f; > 0und f € £1(X, p, R) mit
fi 1 f p-fii. Dann gilt [ fjdu 1 [ fdu (Satz iiber die monotone Konvergenz in L1).
(Hinweis: Man zeige, daB (f;) eine Cauchyfolge in £1(X, u, R) ist und identifiziere ihren
Grenzwert.)

3Man beachte Theorem 11.8.9.
4Vgl. Aufgabe I11.8.6.
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9 Es sei (f;) eine Folge in £1(X,p,R) mit f; >0 p-fii. und 3277 f; € L1(X, p, R).
Dann gilt 3372 [ fjdp = f(Z;io fi) dp. (Hinweis: Aufgabe 8.)

10 Es sei f e Li(X,p,R), und es gelte f >0 p-fii. Dann gilt [, fdu >0 fiir jedes
A€ Amit u(A) > 0.

11 Esseien f € £1(X, 1, R) mit f > 0 und @(A) := [, fdp fir A€ A Man zeige:
(a) (X, ¢y, A) ist ein endlicher MafBraum;

(b) N C Ncpf§

(¢) Nu =N, falls f >0 p-fii

Insbesondere ist (X, A, py) im Fall f >0 p-fii. ein vollstindiger endlicher MafBraum.
(Hinweise: (a) Aufgabe 9.  (b) Aufgabe 10.)

12 Es seien f € L1(X,p,R) mit f >0 p-fii. und g € Lo(X, u,R). Man zeige, daB g
genau dann @ g-integrierbar ist, wenn gf p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/gdwf:/ fgdu .
X X

13 Fiir f € £1(X,u,RT) beweise man die Tschebyscheffsche Ungleichung

wllrza) < [ sdu. a>0,

14 Esseien u(X) < oo und I ein perfektes Intervall in R. Ferner sei p € C*(I,R) konvex.
Man zeige, daB fiir f € £1(X, u, R) mit f(X) C I und po f € L1(X, u, R) die Jensensche
Ungleichung

ga(]éfdu) < ]éa,OOfdu mit ]éfdu - ﬂ(lx)/xfd"“

gilt. (Hinweise: Man setze «:= f fdp € I und verwende o(y) > ¢p(a) + ¢ (a)(y — a)
fir a € I).

15 Essei f € £1(X, u, E). Man zeige: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit | [, fdu| <e
fiir alle A € A mit pu(A) < 6. (Hinweis: Man beachte Theorem 2.10.)



3 Konvergenzsitze

Die Lebesguesche Integrationstheorie zeichnet sich gegeniiber der in Kapitel VI
behandelten Riemannschen Theorie dadurch aus, dal sehr allgemeine und flexible
Kriterien fiir die Vertauschbarkeit von Grenzwerten mit Integralen zur Verfiigung
stehen. Das Bochner-Lebesguesche Integral ist deshalb den Bediirfnissen der Ana-
lysis besser angepafit als das (einfachere) Riemannsche Integral.

Wie iiblich bezeichnen im ganzen Paragraphen

e (X, A, ) einen o-endlichen vollstindigen Maflraum;
E = (E,|-|) einen Banachraum.

Integration nichtnegativer numerischer Funktionen

In vielen Anwendungen der Integrationstheorie auf Probleme der Mathematik,
wie auch der Natur- und anderer Wissenschaften, spielen reellwertige Funktionen
eine herausragende Rolle. In der Regel ist man in solchen Féllen an integrierbaren
Funktionen, also an endlichen Integralen, interessiert. Es hat sich jedoch gezeigt,
dafl die Integrationstheorie wesentlich an Einfachheit und Eleganz gewinnt, wenn
man auch Integrale iiber numerische Funktionen betrachtet und dabei unendliche
Werte weder fiir Funktionen noch fiir Integrale ausschlieit. Als Beispiele seien der
Satz iiber monotone Konvergenz und — spéter — der Satz von Fubini-Tonelli {iber
die Vertauschbarkeit von Integralen angefiihrt.

Aus diesem Grund entwickeln wir nun neben dem Bochner-Lebesgueschen
Integral auch eine Integrationstheorie fiir numerische — also insbesondere: reell-
wertige — Funktionen. Hierbei machen wir wesentlich von der Ordungsvollstandig-
keit von R und R Gebrauch.

GemiB Theorem 1.12 gibt es zu jedem f € Lo(X, p, RT) eine wachsende Fol-
ge (f;) in EF(X, u, RT), die punktweise gegen f konvergiert. Es ist naheliegend,
das Integral von f als Grenzwert in R* der wachsenden Folge ( | [ d,u)j ey 2u
erkldren. Damit diese Festsetzung sinnvoll ist, miissen wir sicherstellen, dafy dieser
Grenzwert nicht von der Wahl der approximierenden Folge (f;) abhangt.

3.1 Lemma Es seien ¢;,v € EF(X,n, RY) fiir j € N. Ferner seien (¢;) wachsend
und v < lim; ;. Dann gilt

/ wduélim/ ejdp .
X J X

1Falls man nur an reell- und komplexwertigen Funktionen interessiert ist, kann man sich véllig
auf die einfachere Integrationstheorie numerischer Funktionen beschréinken. Dies ist der Zugang,
der in praktisch allen Lehrbiichern iiber Integrationstheorie zu finden ist. Fiir die Bediirfnisse der
modernen Hoheren Analysis ist diese Theorie jedoch nicht ausreichend, weswegen wir uns dafiir
entschieden haben, die Bochner-Lebesguesche Theorie darzustellen.
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Beweis Es bezeichne Z;n:() a;xa; die Normalform von ¢. Ferner seien A > 1 und
By, := [Ap > 9] fiir k € N. Weil (p) wachsend und A > 1 sind, gilt By C Bjyy1
fir k € N und (J,cy Br = X. Somit folgt aus der Stetigkeit des Mafies von unten

/X Ydp = ;Oaju(Aj) - hinj;ajﬂ(Aj N By) = lilgn/X Yxs, di .
Aufgrund der Definition von By, gilt Apr > 9x B, , und wir erhalten

[ wdn=tim [ xn, dp <3 [ pudn
X ko Jx ko Jx

Der Grenziibergang A | 1 ergibt nun die Behauptung. m

3.2 Korollar  Es seien (¢;) und (v;) wachsende Folgen in EF(X, 1, RT) mit
lim; ¢; = lim; v;. Dann gilt

lim/ vj du:lim/ Y du inRT .
7 Jx 7 JXx

Beweis Nach Voraussetzung gilt 1, < lim;1; = lim; ¢; fiir £ € N. Somit zeigt
Lemma 3.1

[ondn<ion [ gpan. ken.
X J X

und wir erhalten fiir k — oo

lim/ ¢kdu§lim/ wjdp .
ko Jx iJx

Durch Vertauschen von (¢;) mit (¢;) folgt lim; [y ¢; du < lim; [y ¢h; dp. m

Es sei f € Lo(X, , RT), und (p;) sei eine wachsende Folge in EF (X, 1, RT),
die punktweise gegen f konvergiert. Dann heif}t

/ fdu:=lim/ ©;j dp
X J X

(Lebesguesches) Integral von [ iiber X beziiglich des Mafles p. Fiir A € A ist

[ = [ xad

das (Lebesguesche) Integral von f iiber die mef3bare Menge A.
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3.3 Bemerkungen (a) fA fdu ist fiir jedes f € Lo(X,u, RT) und jedes A € A
wohldefiniert.

Beweis Dies folgt aus Theorem 1.12 und Korollar 3.2. m
(b) Fiir f,g € Lo(X,p,RY) mit f < g p-fii. gilt [y fdu < [ gdp.
(¢) Fiir f € Lo(X, u,R") sind die folgenden Aussagen #quivalent:
() [ fdu=0;
(i) [f > 0] ist eine p-Nullmenge;
(iii) f =0 p-Li

Beweis ,(i)=(ii)“ Wirsetzen A := [f > 0] und 4; := [f > 1/4] fiir j € N™. Dann ist (A;)
eine wachsende Folge in A mit A = Uj Aj. Ferner gilt x4, < jf. Also folgt

OSM(AJ):/XAdeSJ/fdMZO, jeNT,
X X

und die Stetigkeit des Mafles von unten impliziert p(A) = lim; u(A;) = 0.

(i) =>(ii)“ ist klar.

,(ii))=(1)“ Es sei N eine p-Nullmenge mit f(z) =0 fiir € N°. Dann gelten®
fxne =0 und fxn < ooxn. Dies und die Definition des Integrals (vgl. auch (d)) ziehen

0< [ sau= [ povant [ fovedi<sonn) =0

nach sich. Damit ist alles bewiesen. m

(d) Esseien f,g € Lo(X,, RT) und o € [0, c]. Dann gilt

/X(af+g)du=a/xfdu+/xgdu.

Beweis Wir betrachten den Fall a = oo und g = 0. Mit ¢; := jx[r>0 fiir j € N gilt
fi 1 oof, und daher

], u([f >0]) =0,
/X(oof)d“{ oo, u([f>0])>0.

Aus (c) folgt nun [ (cof)dpu = oo [y fdp. Die restlichen Aussagen ergeben sich leicht
aus der Definition des Integrals und bleiben dem Leser als Ubung iiberlassen. m

(e) (i) Essei f € Lo(X, 11, RT), und das Lebesguesche Integral [, f du sei endlich.

Dann gehort f zu £1(X, u,R"), und das Lebesguesche Integral von f iiber X
stimmt mit dem Bochner-Lebesgueschen iiberein.

(ii) Fiir f € £1(X, u,RT) ist das Lebesguesche Integral Jx fdp endlich und
stimmt mit dem Bochner-Lebesgueschen iiberein.

2Wir erinnern an die Vereinbarung (2.1).
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Beweis (i) Theorem 1.12 garantiert die Existenz einer Folge (¢;) in EF(X, u, RT) mit
@; T f. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein N € N mit fx fdu— fx pidp <e
fiir j > N. Fiir k > j > N gilt wegen [, fdp < oo somit

/XIsﬁk—sojldu:/x(smc—sﬁj)duS/X(f—sog-)du:/xfdu—/xsﬁjdu<s-

Also ist (¢;) eine L£1-Cauchyfolge in EF (X, u, RT). Dies zeigt, daBl f zu L1 (X, pu, RT)
gehort. Die zweite Aussage ist eine Konsequenz von Aufgabe 2.8.

(ii) Dies folgt aus Theorem 1.12 und Aufgabe 2.8. m
(f) Esist

/ fd,u:sup{/ wdp ; p € EF(X, i, RY) mit ¢ < f ﬂ-f.u.}
b's X

fiir jedes f € Lo(X,u, RT). m

Der Satz iiber die monotone Konvergenz

Wir beweisen nun eine wesentliche Erweiterung des Satzes {iber die monotone Kon-
vergenz in L1 (X, u, R) von Aufgabe 2.8, indem wir nachweisen, daf bei wachsen-
den Folgen in Lo(X, i, R+) das Lebesguesche Integral mit Grenzwerten vertauscht
werden darf.

3.4 Theorem (iiber die monotone Konvergenz) Es sei (f;) eine wachsende Folge
in Lo(X,p, RT). Dann gilt

/lir_nfjduzlir_n/ fidu in RT .
x J i Jx

Beweis (i) Wir setzen f :=lim; f;. Nach Satz 1.11 gehort f zu Lo(X, i, RT),
und es gilt f; < f fiir j € N. Also folgt [ f;jdp < [ fdp fir j € N aus Bemer-
kung 3.3(b), und wir finden lim; [ f; dp < [ fdp.

(ii) Es sei ¢ € EF(X, pt, RT) mit ¢ < f. Ferner seien A > 1 und A; := [A\f; > ¢]
fir j € N. Dann ist (A4;) eine wachsende Folge in .4 mit Uj Aj =X und \fj > oxa,.
Weiter gilt pxa; T ¢, und folglich

/apd,u:lim/ @XAjd,lLS)\hm/ fidp .
X JIJx TIX

Der Grenziibergang A | 1 liefert also fX pdp < lim; fX fj dp fur jede p-einfache
Funktion ¢ mit ¢ < f. Aus Bemerkung 3.3(f) folgt deshalb [ fdp <lim; [, f; dpu.
Damit ist alles bewiesen. m
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3.5 Korollar  Es sei (f;) eine Folge in Lo(X, p, RT). Dann gilt

Z/ fidp = / Zf])du in R .

Beweis Die Behauptung folgt aus Korollar 1.13(iii) und Theorem 3.4. m

3.6 Bemerkungen (a) Die Aussage des Satzes iiber die monotone Konvergenz ist
fiir nichtwachsende Folgen i. allg. falsch.

Beweis Wir betrachten f; := (1/5)xo,5 fiir j € N™. Dann ist (f;) eine (nichtwachsende)
Folge in £F(R, A1, RT), die gleichm#Big gegen 0 konvergiert. Aber wegen J fidx =1 fir
J € N™ konvergiert [ f;j d\1 nicht gegen 0. m

(b) Es seien aj; € R fiir j, k € N. Dann gilt

=0 k=0 k=0 j=0

Beweis Wir setzen (X, i) := (N, H") und definieren f; : X — RT durch f;(k) := a; fiir
4,k € N. Dann ist (f;) eine Folge in Lo(X,H®, R") (vgl. Beispiel 2.20), und die Behaup-
tung folgt aus Korollar 3.5. m

Fiir nichtnegative Doppelreihen ist die letzte Bemerkung eine Erweiterung
von Theorem I1.8.10, da nicht gefordert wird, daf§ > ik @ik summierbar sei.

Das Lemma von Fatou

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die monotone Konver-
geny, fiir beliebige (nicht notwendigerweise wachsende) Folgen in Lo (X, i, RT).

3.7 Theorem (Lemma von Fatou) Fiir jede Folge (f;) in Lo(X, u,RT) gilt
/ (lim fj) dp < lim/ fidp inRY.
X\ i Jx

Beweis Wir setzen g; := infy>; fi, Wegen Satz 1.11 gehort g; zu Lo(X, p, RT),
und die Folge (g;) konvergiert wachsend gegen lim; f;. Folglich erhalten wir mit
Theorem 3.4 die Bezichung lim; [ g; dp = [(lim; f;) du. Ferner gilt g; < fi, und
somit [ g;jdu < [ frdp, fir k> j. Nun folgt [ gjdp <infi>; [ fr du, und der
Grenziibergang j — oo liefert die Behauptung. m
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3.8 Korollar Es sei (f;) eine Folge in Lo(X, 1, RT), und g € Lo(X, u, RT) erfiille
Jx 9du < oo und f; < g p-fi. fir j € N. Dann gilt3

lim/ fidp §/ (limfj) dp in RV .
J X X J

Beweis Essei N eine p-Nullmenge mit f;(z) < g(z) fir z € N° und j € N. Dann
gilt f; < g+ ooxn auf X, und [, (g4 coxn)dpu = [y gdu (vgl. die Bemerkungen
3.3(c) und (d)). Also kénnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen,
es gelte f; < g fiir j € N. Wir setzen g; := g — f; und erhalten aus dem Lemma

von Fatou:
/(limgj) dﬂz/ gd,u—/ (limfj) d,uglim/ g; dp
XN X X NJ i Jx
z/gdu—lim/ fidu .
X JJXx

Wegen [, gdp < oo folgt die Behauptung. m

Als eine erste Anwendung beweisen wir eine fundamentale Charakterisierung
integrierbarer Funktionen.

3.9 Theorem Fiir f € Lo(X, u, E) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) feLi(X,p, E);

(i) [f| € L1(X, 1, R);

(it) [y |l dp < oo.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, so gilt UX fdu‘ < |If]l1 < oc.

Beweis ,(i)=-(ii)“ folgt aus Lemma 2.8, und ,,(ii)=-(iii)* ist klar. ,,(iii)=-(ii)“
wurde in Bemerkung 3.3(e) bewiesen.

»(il)=-(1)“ Es sei (p;) eine Folge in EF (X, p, E), die p-f.i. gegen f konver-
giert. Wir setzen A; := [|p;| < 2|f|]und f; := @;xa; fiir j € N. Theorem 1.7 und
Satz 1.9 zeigen, dal A; zu A gehért. Somit ist (f;) eine Folge in EF (X, u, E).

Essei N € Amit p(N) =0 und p;(z) — f(z) fir z € N° Gilt f(z) # 0 fir
ein € N¢, so gibt es ein k := k(z) € N mit |¢;(z) — f(z)] < 3|f(z)| fir j > k.
Also gehort z € NN [|f| > 0] zu A;j fir j > k(). Hieraus folgt f;(z) = ¢;(x)
fir j > k(z), und somit fj(z) — f(z) fir 2 € N°N[|f| > 0]. Ist f(z) =0 fiir ein
x € N¢, so gilt ebenfalls f;(z) — f(x) fiir j — co. Denn gehort = zu Ay fir ein
k €N, so finden wir fi(x) = pi(x) =0 wegen |pg(x)| < 2|f(x)] = 0. Fir ¢ A,
gilt aber ebenfalls fi(x) = x4, (z)¢r(x) = 0. Hieraus folgt |f — f;| — 0 p-f.i. Da

3 Auf die Voraussetzung /X g dp < oo kann nicht verzichtet werden (vgl. Aufgabe 1).
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offensichtlich die Abschitzungen |f — f;| < 3|f| fiir j € N richtig sind, impliziert
Korollar 3.8

tiw [ 1= fldu< [ tmf - pldu=0.
J X X J

Also finden wir zu jedem & > 0 ein m € Nmit [ |f — f;|dp < &/2 fiir j > m. Nun
folgt fiir j,k € N mit j,k >m

15~ fells = [ 18 = fiddn < [ 185~ flauer [ 1 = fuldn <.
X X X
Also ist (f;) eine £4-Cauchyfolge in EF (X, p1, E), und f ist p-integrierbar.
Die letzte Aussage folgt aus Theorem 2.11(i). m
3.10 Folgerungen (a) Es seien (f;) eine Folge in £1(X, p, E) und f € Lo(X, pu, E)
mit f; — f p-fi4. und lim; || f;][1 < oo. Dann gehért f zu L£1(X,p, E), und es
gilt || fll1 < limy || £5]]1-

Beweis Aufgrund von Lemma 2.15 kénnen wir annehmen, dafl (f;) auf ganz X gegen f
konvergiert. Mit dem Lemma von Fatou folgt dann

/Ifldu:/limlfjlduﬁlir_n/ |fildp < oo,
X X J J X

und die Behauptung ergibt sich aus Theorem 3.9. m

(b) Es sei (f;) eine Folge in £1(X, i, RT), und es gebe ein f € £1(X, p, R) mit

fi — f ptfi. und /fjdua/fdu (j = ) .
X X
Dann? konvergiert (f;) in £1(X, u, R) gegen f.
Beweis Wir kénnen auch hier annehmen, da8 (f;) auf ganz X gegen f konvergiert. Dann
gelten f >0 und |f; — f| < fj + f. Aus Theorem 3.7 folgt deshalb

Z/deu:/xlijr_n(fﬁf—lfj—fl)duﬁli;n/x(fﬁf—lfj—fl)du

=2 [ fdp=tim [ 1, rlan.

Gemif Theorem 3.9 ist [, fdp endlich, und wir finden lim; [, |f; — f|dp=10. m

4Man vergleiche dazu die Aussage von Theorem 2.18.
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Integration numerischer Funktionen

Die Zerlegung einer numerischen Funktion in ihren Positiv- und ihren Negativteil
ermdglicht es, das Lebesguesche Integral auch fiir meSbare numerische Funktionen,

die negative Werte besitzen, zu erkliren. Man nennt f € Lo(X, u, R) Lebesgue
integrierbar beziiglich y, wenn fX fTdu < oo und fX [~ dp < oo. In diesem Fall

heif}t
/deu:=/Xf+du—/Xf‘du

(Lebesguesches) Integral von f iiber X beziiglich des Mafles f.

3.11 Bemerkungen (a) Fiir f € L£o(X, 41, R) sind die Aussagen (i)—(iii) dquivalent
(i) f ist Lebesgue integrierbar beziiglich p;

(i) [x [fldp < oo;
(iii) Es gibt ein g € £1 (X, i, R) mit | f| < g p-f.ii.
Beweis ,,(i)=(ii)“ Dies ist eine Konsequenz von |f| = f+ + f~.
,(i1)=>(iii)* Gem&fB Theorem 3.9 gehort | f| zu L1 (X, p, R). Also gilt (iii) mit g = | f|.
»(iiil)=>(1)“ Dies folgt aus f* Vv f~ <|f| < g und Bemerkung 3.3(b). m
(b) Es sei f € Lo(X, p,R). Dann ist f genau dann Lebesgue integrierbar beziig-
lich i, wenn f p-integrierbar ist. In diesem Fall stimmt das Lebesguesche Integral
von f iiber X mit dem Bochner-Lebesgueschen iiberein. Mit anderen Worten:
Wenn reellwertige Abbildungen betrachtet werden, dann ist die Definition der

Lebesgue Integrierbarkeit numerischer Funktionen konsistent mit der von Para-
graph 2.°

Beweis Dies folgt aus (a), Theorem 3.9 und Bemerkung 3.3(e). m
(c) Essei f € Lo(X, i, R) Lebesgue integrierbar beziiglich g. Dann ist [|f| = o]
eine p-Nullmenge.

Beweis Die Voraussetzung impliziert, da A :=[|f|=o0] p-meBbar ist und [, |f|dp < oo
gilt. Ferner ist coxa < |f|, und wir finden mit den Bemerkungen 3.3(b) und (d):

oou(A):/X(OOXA)duS/XIf\du<OO~

Also gilt p(A)=0.m

Der Satz von Lebesgue

Wir beweisen nun einen duflerst flexiblen und praktischen Vertauschungssatz fiir
Integrale und Grenzwerte, den Satz von H. LEBESGUE iiber die majorisierte Kon-
vergenz. Er stellt einen der Eckpfeiler der Lebesgueschen Integrationstheorie dar
und besitzt zahllose Anwendungen.

5Vgl. auch Korollar 2.12(iii).
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3.12 Theorem (Lebesgue®) Es seien (f;) eine Folgein £1(X, u, E), g € £1(X, 1, R)
und f € EX mit

(a) |f;j| <g p-fii fiir j € N;
(b) f; — f w-Lii. fiir j — oo.

Dann ist f p-integrierbar, und es gelten

fi—finLy(X,n, E) und /fjdu—>/fd,u inE .
b's b's

Beweis Wir setzen g; := supy, 4 ; | fx — fe| fiir j € N. Dann ist (g;) geméf Satz 1.11
eine Folge in Lo (X, 1, RT), die p-f.ii. gegen 0 konvergiert. Ferner gilt | fr, — fo| < 2¢
p-fai fir k, ¢ € N, und somit |g;| < 2¢g p-f.i. fur j € N. Aus Korollar 3.8 folgt

Oglim/ gjdug/limgjd,uzo.
J X X J

Also ist (fX g du)jeN eine (fallende) Nullfolge. Somit gibt es zu jedem & > 0 ein
N € N mit

/|fk—f£|dU§/ sup |fr — feldup<e,  kt>j>N.
X X kt>j

Dies zeigt, da8 (f;) eine Cauchyfolge in £ (X, p, F) ist, und die Behauptung folgt
aus der Vollstindigkeit von £1(X, u, E) und Theorem 2.18. m

3.13 Bemerkung Das Beispiel von Bemerkung 3.6(a) zeigt, dafl die Existenz einer
integrierbaren Majorante in Theorem 3.12 wesentlich ist. m

Als eine erste Anwendung des Satzes von Lebesgue beweisen wir ein einfaches
Kriterium fiir die Integrierbarkeit einer mefibaren Funktion.

3.14 Theorem (Integrabilititskriterium) Es sei f € Lo(X, u, E), und es existiere
ein g € L1(X, u, R) mit |f| < g p-Lfii. Dann gehort f zu L1(X, p, E).

Beweis Es sei (¢;) eine Folge in EF (X, p, E) mit ¢; — f p-fi. fir j — co. Wir
setzen A; :=[|p;| < 2g] und f; := xa,p; fiir j € N. Dann ist (f;) eine Folge in
EF(X,u, E), die p-f.ii. gegen f konvergiert (vgl. den Beweis von Theorem 3.9). Da
|fi] < 2g fur j € N gilt, folgt die Behauptung aus dem Satz iiber die majorisierte
Konvergenz. m

6 Auch ,,Satz iiber die majorisierte Konvergenz“ genannt.
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3.15 Korollar

(i) Esseien f € L1(X, i, E), g € Lo(X,u,K) und a € [0, 00) mit |g| < a p-Lii.
Dann ist gf p-integrierbar, und es gilt

[ aran|<airl, -

(ii) Esseien f € Lo(X, u, E) und & € [0, 00). Gelten |f| < a p-f.ii. und p(X) < oo,
so ist f p-integrierbar mit

fdu| <|Iflh < ap(X) .
X

(iii) Es bezeichnen X einen o-kompakten metrischen Raum und p ein vollsténdi-
ges Radonmaf auf X . Ferner seien f € C(X, E) und K C X kompakt. Dann
gehort xi f zu L1(X, u, ), und es gilt

‘/K fdﬂ‘ < xse £l oo () -

Beweis (i) Nach Bemerkung 1.2(d) ist gf p-mefibar. Weiterhin gilt |gf| < «|f]
p-f.ii.; und | f] ist p-integrierbar. Also zeigt Theorem 3.14, dafl g f p-integrierbar
ist, und Theorem 2.11(i) und Korollar 2.16(ii) implizieren

‘L&NASLMWMSLamwzawm_

(ii) Wegen pu(X) < oo gehort x x zu L1 (X, p, R). Aufgrund von Theorem 1.7(i)
ist | f| p-meBbar. Also zeigt (i) (mit g := |f| und f := xx), daB | f| p-integrierbar
ist und daf

/X Fldu < allxxl, = ap(X) < oo .

Die Behauptung folgt nun aus Theorem 3.9.

(iii) Gemé#f Theorem 1.17 ist f p-meBbar. Ferner ist xx p-einfach, denn
nach Bemerkung IX.5.3(a) ist p(K) endlich. Also ist xx f p-meBbar, und die Be-
hauptung folgt aus (ii) mit o := maxgex |f(z)|. m

In der Integrationstheorie ist es gelegentlich niitzlich, Funktionen, die nicht
auf ganz X definiert sind, aulerhalb ihrer Definitionsmenge durch 0 fortzuset-
zen. Mefibarkeits- und Integrabilitédtsfragen konnen dann beziiglich des Mafiraumes
(X, A, 1) untersucht werden. Dazu treffen wir die folgenden Vereinbarungen.

Fir f: dom(f) C X — E sei

= | fl=), z € dom(f) ,
f(x)‘_{ 0, z ¢ dom(f) .
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Dann heifit ]?6 EX triviale Fortsetzung von f. Man nennt f y-mef3bar [bzw.
p-integrierbar], wenn f zu Lo(X, u, E) [bzw. £1(X, p, E)] gehort. Ist die Funktion
p-integrierbar, so setzen wir [y fdu = [, fdp.

3.16 Theorem (iiber die gliedweise Integration von Reihen) Es sei (f;) eine Folge
in L1(X,p, B) mit 3272 [ |fjl dp < 0o. Dann konvergiert 3, f; p-f.i absolut,
und Zj [ ist p-integrierbar mit

/X(gfj)duzg/)(fjdu-

Beweis (i) Nach Theorem 1.7(i) und Korollar 1.13(iii) ist die numerische Funktion
9:= 2,20 |fj| p-meBbar. Korollar 3.5 impliziert

gdp = /fldu<oo.
/. 3 [

Also folgt aus den Bemerkungen 3.11(a) und (c), dai [¢ = oo] eine p-Nullmenge
ist, was die absolute Konvergenz von > j f; fur fast alle z € X beweist.

(i) Wir setzen g, := Z?:o fjund f(z) = Z;io fj(z) fir z € [g < o0]. Dann
konvergiert (gr) p-f.ii. gegen f und es gilt die Abschiitzung lgr] < Z?:o Ifil <g.

Also folgt aus dem Lebesgueschen Satz {iber die majorisierte Konvergenz, dafl f
zu L1(X, pt, E) gehort und daB

;/){fjdu=klingo/)(gkdu=/}(klingogkdu=/)((jzofj)du-

Damit ist alles bewiesen. m

Parameterintegrale

Als eine weitere Anwendung des Satzes von Lebesgue untersuchen wir Stetigkeits-
und Differenzierbarkeitseigenschaften von parameterabhéingigen Integralen.

3.17 Theorem (iiber die Stetigkeit von Parameterintegralen) Es sei M ein metri-
scher Raum, und fiir f: X x M — E gelten

(a) f(-,m) € Ly(X,u, E) fiir jedes m € M;
(b) f(z,) € C(M,E) fiir p-fa. x € X;
(¢) Esgibt ein g € L1(X, u, E) mit |f(x,m)| < g(z) fir (x,m) € X x M.
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Dann ist
F:M—FE, m»—>/ flxz,m) p(dx)
X

wohldefiniert und stetig.

Beweis Die erste Aussage folgt unmittelbar aus (a). Es sei m € M, und (m;) sei
eine gegen m konvergente Folge in M. Wir setzen f; := f(-,m;) fiir j € N. Aus (b)
folgt f; — f p-f.i. Also kénnen wir wegen (a) und (c) den Satz von Lebesgue auf
die Folge (f;) anwenden und finden

tim F(my) = Jim [ fydp= [ i gydp= [ fGoam) utde) = Fm).

J—00

Die Behauptung folgt nun aus Theorem I11.1.4. m

3.18 Theorem (iiber die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen) Es sei U
offen in R", oder U C K sei perfekt und konvex, und f: X x U — F erfiille

(a) f(-y) € L1(X, p, E) fiir jedes y € U;
() f(x,) € CL(U,E) fiir p-f.a. x € X;
(¢) Es gibt ein g € L41(X, p, R) mit

0 )
o )| <o), @y eXxU, 1<js<n.

Dann ist

F:U—F, y'—>/Xf($vy)/~L(dx)

stetig differenzierbar mit

0 )
FO) = [ o fenutds) . yeU, 1<j<n.
x OY

Beweis Es seien y € U und j € {1,...,n}. Ferner bezeichne (hy) eine Nullfolge
in K mit hy # 0 und y + hre; € U fiir k € N. Wir setzen

f@,y+ hees) — fz,y
fula) i= TV TR = Tm0)
k
und erhalten aus dem Mittelwertsatz (vgl. Theorem VII.3.9)

xreX, keN,

fu@)] < sup| ) fa, )| < g@) pti

zEU’ay
Weil (fx) p-f.ii. gegen Of(-, / 0y’ konvergiert, folgt aus Theorem 3.12

. Fy+hgej) = Fly) . _
Jim I = lim fk du—/ oy (@ y) pldr)

Also ist F' partiell differenzierbar, und es gllt 0;F(y) = [x(0/0y?) f(z,y) p(dz).
Nun erhalten wir die Behauptung aus den Theoremen 3.17 und VIIL.2. 10 [
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3.19 Korollar FEs sei U offen in C, und fiir f: X x U — C gelten

(a) f(-,2) € L1(X, u, C) fiir jedes z € U;

(b) f(z,-) € C¥(U,C) fiir u-fa. z € X;

(¢) Es gibt ein g € L1(X, p,R) mit |f(z,2)| < g(z) fiir (x,z) € X x U.
Dann ist

F:U—-C, Zl—>/ f(z, z) pu(dx)
X
holomorph, und es gilt

an

(n) -
F'"(2) ' oen

f(z,2) pldz) 3.1)

fiir jedes n € N.

Beweis Es seien zg € U und r > 0 mit D(z, ) C U. Dann folgt aus den Cauchy-
schen Ableitungsformeln (vgl. Korollar VIIL.5.12):

9 _ 1 f(z, Q)
azf(:mz) = o /am(z,r) (¢ — 2)2 ac , pfa.xe X, zeD(z,1),

und wir finden wegen (c) und Satz VIII.4.3(iv)

0 g(x)
‘azf(x,z)‘g L p-fa.ze X, zeD(z,7) .

Somit zeigt Theorem 3.18, da F'|D(zg,7) zu C* (D(zo,7),C) gehért und

0
Fe)= [ o feoud), =€),
X 82
erfiillt. Weil die Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, zeigt Theorem VIIIL.5.11,

dal F zu C¥ (U, C) gehort. Die Giiltigkeit von (3.1) ergibt sich aus einem einfachen
Induktionsargument. m

Aufgaben
1 Man finde einen Mafraum (X, A, u1), eine Folge (f;) in Lo(X, #, RT) und eine Funk-

tion g in Lo(X,u, RT) mit
fi<gfirjeN und lir_n/ fjd,u>/ (limfj)d,u.
J X X J
2 Esseien f € L1(X,u, E) und € > 0. Man zeige, daBl es ein A € A gibt mit

1(A) < 0o und )/deu—/deu‘<6

fiir jedes B € A mit B D A.
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3 Essei (f;) eine Folge in £1(X, pu, E), die im Mafl gegen f € Lo(X, u, E) konvergiert.
Ferner gebe es ein g € L£1(X, u, R) mit |f;| < g p-fi. fur alle j € N. Dann gehért f zu
L1(X, p, E), und es gilt

fi— fin Li(X,pu, E) und /fjdue/fduinE.
X X

(Hinweis: Konvergiert ([ fj du) nicht gegen [ fdpu, so gibt es eine Teilfolge (fj, )k n
und ein § > 0 mit
I fiw = fllh =6, keN. (3.2)

Man fithre (3.2) mit Hilfe von Aufgabe 1.15 und Theorem 3.12 zum Widerspruch.

4 Esseien f,g € Lo(X, u, R) Lebesgue integrierbar. Man beweise:
(i) Aus f < g p-f.ii. folgt fX fdu < fngu.

(ii) Es gilt
LLN4§LWW.

(iii) f A gund fV g sind Lebesgue integrierbar und
- [ni+ehans [ Grgaus [(tvoyans [ (1419 du.
X X X X

5 Die Folge (f;) in Lo(X,u, RT) konvergiere im MafBl gegen f € Lo(X,u, RT). Man
beweise

[ rau<im [ gau.

X Jj JX

6 Fiir z € R"\{0} sei

', n=1,
kn(x):= ¢ loglx|, n=2,
2P,

Ferner seien U offen in R™ und nicht leer, A € £(n) mit A C U, und f € C.(R").
Man zeige:

(a) A= R, z— f(x)kn(ly — x|) ist fiir jedes y € U \,-integrierbar.
(b) U =R, y— [, f(@)kn(ly — 2]) \n(dzx) ist glatt und harmonisch.
7 Man verifiziere:

(i) L£1(R™, \n, E) N BC(R™, E) C Co(R™, E);

(ii) L1(R™, \n, E) N BUC(R™, E) C Co(R™, E).
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Wir haben in Paragraph VI.7 gesehen, dafl der Raum der stetigen K-wertigen
Funktionen iiber einem kompakten Intervall I beziiglich der Ls-Norm nicht voll-
standig ist (vgl. Korollar VI.7.4). Im Rahmen der Lebesgueschen Integrations-
theorie stehen uns nun Mittel zur Verfiigung, um ,die Vervollstdndigung® des
Innenproduktraumes (C(I,K), (-|-)2) anzugeben; d.h., wir werden einen Vektor-
raum Lo und eine Erweiterung von (-|-)2 auf Lo X Lo, die wir wieder mit (-]-)2
bezeichnen, konstruieren, so daf (L, (-|-)2) ein Hilbertraum ist, der C(I,K) als
dichten Unterraum enthélt.

Diese Konstruktion kann in natiirlicher Weise verallgemeinert werden, was
uns zu einer Familie von Banachrdumen, den Lebesgueschen L,-R&umen, fiihrt,
die fiir viele Gebiete der Mathematik von grofler Bedeutung sind.

Im folgenden seien

e (X, A, pn) ein vollsténdiger o-endlicher Mafiraum;
E = (E,|-|) ein Banachraum.

Wesentlich beschrinkte Funktionen

Es sei f € Lo(X, u, E). Man nennt f p-wesentlich beschriinkt, wenn es ein a > 0
gibt mit x([|f| > @]) = 0. In diesem Fall heifit!

[flloc == essg}lplf(x)l =inf{a>0; u([[f]>a]) =0}
p-wesentliches Supremum von f.

4.1 Bemerkungen (a) Es sei f € Lo(X, pu, E). Dann sind die folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f ist u-wesentlich beschrinkt;
(i) [|f ]l < oo
(iii) f ist p-f.ii. beschrinkt.
Beweis ,(i)=>(ii)=(iii)“ ist klar.

,(1ii)=>(1)“ Es seien N eine p-Nullmenge und o > 0 mit | f(z)| < e fiir & € N°. Dann
gilt [|f| > o] C N, und die Vollstéindigkeit von p impliziert, daB u([|f| > o]) =0. m

IMit dieser Notation besitzt das Symbol ||f||es zwei Bedeutungen, nimlich die des wesent-
lichen Supremums einer mefibaren Funktion und die der Supremumsnorm einer beschrénkten
Funktion. Im allgemeinen stimmen diese Begriffe fiir eine beschrinkte meflbare Funktion nicht
iiberein, und wir bezeichnen — falls eine Unterscheidung nétig ist — im folgenden die Supremums-
norm mit ||-||p(x,z) (vel. jedoch Bemerkung 4.1(e)).
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(b) Essei f € Lo(X, p, E). Dann gilt |f| < || f|locc p-L.iL.

Beweis Der Fall || f|leo = 0o ist klar. Gilt || f]leo < 00, 50 ist [|f] > || f]leo + 277] fiir jedes
j € N eine p-Nullmenge, also auch [|f| > |[flles] = U, [ > [l flleo + 277 m

(¢) Es seien f und g p-wesentlich beschriinkt und « € K. Dann ist auch af + ¢
p-wesentlich beschrinkt, und es gilt

lleef + glloo < el [ flloe + 1lglloo -

Beweis GemifB (a) und (b) gibt es p-Nullmengen M und N mit |f(z)| < ||f|les fiir
z € M° und |g(z)| < ||g]les fiir z € N€. Also gilt

laf(z) + g9(@)| < laf | flle + llgllee , € (MUN) =M NN°.
Folglich ist af + g p-wesentlich beschriinkt mit || f + glleo < || || f]les + lglloo- ®

(d) Essei f e Lo(X,p, E) beschrankt. Dann gilt || f|lce < [|f]lB(x,p)- Ist N eine
nichtleere y-Nullmenge, so gelten |[xn|loc = 0 und ||x~|/B(x,E) = 1.

(e) Essei X ein o-kompakter metrischer Raum, und p bezeichne ein regelméBiges
Radonmaf} auf X. Dann gilt

[flle =1fllBx,p),  f€BCX,E).

Beweis Essei f € BC(X, E). Dann ist f geméifl Theorem 1.17 p-mefibar, und nach (d)
geniigt es, ||f|lzx,5) < [[fllo zu zeigen. Nehmen wir an, diese Ungleichung sei falsch.
Dann gibt es ein 2 € X mit || f|le < [f(2)| < ||fllB(x,E), und die Stetigkeit von f sichert
die Existenz einer offenen Umgebung O von x in X mit || f|lee < |f(y)| fiir y € O. Aus (b)
folgt u(O) = 0, was der RegelméBigkeit von u widerspricht. m

Die Holdersche und die Minkowskische Ungleichung

Es sei f € Lo(X, u, E). Fiir p € (0,00) setzen wir

1l = /If\”du "

mit der Vereinbarung co!/? := co. Dann heifBt?
‘C:D(Xhqu) ::{fe‘CO(X’NﬂE); ||f||p<OO}, pE(0,00},

Lebesguescher Raum iiber X beziiglich des Mafles . Ferner erkliaren wir fiir
p € [1,00] den zu p dualen Exponenten durch

00 , p=1,
p/ = p/(p_l)a pe(l,oo),
1, p =00 .

2Theorem 3.9 zeigt, daB diese Bezeichnung im Fall p = 1 mit der von Paragraph 2 konsistent
ist. Ferner beschrénken wir uns im folgenden auf die Untersuchung der Lebesgueschen Raume L,
mit p € [1,00]. Der Fall p € (0,1) wird in Aufgabe 13 behandelt.



116 X Integrationstheorie

Mit dieser Festsetzung gilt dann offensichtlich

1 1
p—&—p/zl7 p € [1,00] .

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die folgenden, auf HOLDER und MINKOW-
SKI zuriickgehenden Ungleichungen beweisen.

4.2 Theorem Es sei p € [1,00].
(i) Fiir fe L,(X, 1, K) und g € L,(X, 1, K) gehért fg zu L1(X,p,K), und
es gilt

[ todu| < [ Vfoldn <71, lall, - (HOMersche’ Ungleichung)
X X

(ii) Es seien f,g € L,(X, p, E). Dann gehért f+ g zu L,(X, u, E), und es gilt
f+allp < IIfllp+ llgllp - (Minkowskische Ungleichung)
Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall p = 1. Nach Bemerkung 4.1(b) gibt es

eine p-Nullmenge N mit [g(x)] < ||g]|eo fiir € N€. Also folgt aus den Bemerkun-
gen 1.2(d) und 3.3(b) sowie Lemma 2.15

[ slaus gl [ 101dn= 1511 gl < o0
Ne¢ Ne¢

Somit ergeben Bemerkung 3.11(a), Theorem 3.9 und Lemma 2.15, da3 fg inte-
grierbar ist, und Theorem 2.11(i) impliziert

[ taau] < [ \pslau= [ Aoldn< sl ol

Es sei nun p € (1, 00). Gilt
f=0pufi. oder ¢g=0 pfi., (4.1)

so verschwindet auch fg p-f.ii., und die Behauptung folgt aus Korollar 2.16.

Trifft (4.1) nicht zu, so gelten ||f||, > 0 und ||g||,, > 0 (vgl. Korollar 2.19).
Setzen wir & :=|f|/||f|l, und 7 :=|g|/||lgll,, so erhalten wir aus der Youngschen
Ungleichung von Theorem IV.2.15

[fgl L1 gl
1Al gl = 2 ISl 2 gl

3Fiir p = 2 ist dies die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
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Es folgt

1 1_ 1 1_/ /
faldu< ||f ”gf/ flPdu+ " |If g/”/gpdu
/XI | pll I, " gl X\ | » 1£11, gl X\ \
=[Ifll»llgll,

und wir schlieflen mit Theorem 3.9, dafl fg zu £1(X, u, E) gehort. Also gilt

[ tadu| < sl < 151, Nl

Der Fall p = oo wird analog zum Fall p = 1 behandelt.
(ii) Wegen Korollar 2.9 und Bemerkung 4.1(c) geniigt es, den Fall p € (1, 00)

zu betrachten. Aulerdem kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an-
nehmen, es gelte || f + g/, > 0. Wir weisen zuerst nach, da f + g zu £,(X, i, E)
gehort. Dazu beachten wir die Ungleichungen

ja+ 0P < (2(al v [o]))” < 2°(laf” + [p?) ,  abe E, (4.2)

und erhalten, wegen f,g € L£,(X, 1, E),

/ [f + 9P dp < 21’(/ \fl”du+/ \g\pdu) < oo,
X X X
also ||f + gll, < oo. Aufgrund der Aquivalenz

|[f +9IP™" € Ly (X, 1, R) = |f +g] € Lp(X, 1, R)

folgt aus der Holderschen Ungleichung

— —1 ’
/’muf+gw1dusnmumf+gv = Bl 1f +gl12”
X

fir h € £,(X, 1, E), und wir finden

/Wf+gwmu;/\ﬂv+gw*du+/va+yw*du
X X X

< (£l + lgllp) I1f + gl2%"

(4.3)

Die Behauptung folgt nun wegen || f + g/, < oo und p/p’ =p —1 aus (4.3). m

4.3 Korollar  Es sei p € [1,00|. Dann ist L,(X, u, E) ein Untervektorraum von
Lo(X, 1, E), und ||-||, ist eine Seminorm auf L,(X, u, E).
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4.4 Bemerkungen (a) Wir setzen N :={ f € Lo(X, 11, E) ; f =0 p-fii. }. Dann
sind fiur f € Lo(X, u, E) die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) || fll, =0 fur alle p € [1, 0];

(i) |1 fllp = O fiir ein p & [1, 50];

(i) f e N.
Beweis ,,(i)=-(ii)“ ist klar. ,(ii)=>(iii)* folgt aus Korollar 2.19 und Bemerkung 4.1(b).

,(1il)=-(1)“ Fiir p € [1,00) ergibt sich die Behauptung aus Lemma 2.15. Der Fall

p = ¢ ist klar. m
(b) Fiir jedes p € [1,00] U {0} ist A ein Untervektorraum von £, (X, i, E).
Beweis Der Fall p =0 ist klar. Also ist N ein Vektorraum. Fiir p € [1,00] folgt die
Behauptung nun aus (a) (,,(iii)=(1)“). m

(c) Fiir p € [1,00] gelten im Sinne von Untervektorrdumen die Inklusionen

EF(X, 1, E) C Lo(X, 11, B) C Lo(X, 11, E) .

Beweis Es ist klar, dal jede p-einfache Funktion p-wesentlich beschriankt ist. Es sei
p € [l,00), und 37" ejxa, sei die Normalform von ¢ € EF(X,pu, E). Dann gilt die
Abschitzung |p[” < 377 [e;]” xa,, und folglich [[¢[|, < co. Die Behauptung ergibt sich
nun aus Bemerkung 1.2(a) und Korollar 4.3. m

Die Vollstéindigkeit der Lebesgueschen Riume

Wir verallgemeinern nun Theorem 2.10(ii), indem wir nachweisen, dafl jeder der
Lebesgueschen Réume L£,(X, 1, E) mit p € [1, 00| vollstdndig ist. Dabei stiitzen
wir uns im Fall p € (1, 00) auf das folgende Hilfsresultat.

4.5 Lemma FEs sei V ein Vektorraum, und g sei eine Seminorm auf V. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (V,q) ist vollstindig;
(ii) Fiir jede Folge (vj) € VN mit Z;‘io q(v;) < oo konvergiert die Reihe ) v;
inV.
Beweis ,,(i)=(ii)“ Es sei (v;) € VN mit zjoo:o q(v;j) < co. Dann gibt es zu jedem
€ > 0ein K € N mit Z;‘iul q(v;) < e fiir £ > K (vgl. Aufgabe I1.7.4). Wir setzen
wy, = Z?:o v; fiir k € N und erhalten

Q(wm_wZ)ZQ(Z vj)é Zq(vj)g Zq(’l)j)<57 m>0>K .

J=t+1 j=t+1 j=t+1

Also ist (wy,) eine Cauchyfolge in V. Da V vollstindig ist, gibt es ein v mit wy, — v.
Folglich konvergiert die Reihe _, v;.
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,»(il)=-(1)“ Es sei (v;) eine Cauchyfolge in V. Dann finden wir zu jedem k € N
ein ji € Nmit q(vj,,, —v;,) <27 *+HD Mit wy, := vj,,, —vj, gilt Yoo qlwy) <1,
und wir finden nach Voraussetzung ein v € V mit g(v — 35 _owi) — 0 fiir £ — oc.
Es seien € >0 und L € N mit q(v—Zi:Owk) <¢/2 fir £ > L. Da (v;) eine
Cauchyfolge in V ist, gibt es ein K > L mit q(vj,,, —v) < ¢e/2 fiir k, £ > K. Set-
zen wir schlieBlich v := v + vj,, so gilt fir k > K

Q(fﬁ - Uk) = q(v + V5, — Vi1 =+ Vi1 — Uk)

K
< q('U - Zwk) +Q<UjK+1 _Ulc) <e.

k=0

Dies zeigt, dafl (v) gegen v konvergiert. m

4.6 Theorem Fiir p € [1,00] ist £,(X, i, E) vollstdndig.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall p € (1,00). Es sei (f;) eine Folge
in L,(X, 1, E) mit 3272, || fjll, < 0o. Wir setzen gy := Z?:o |f;] fur £ € N und
9= 12 |fil.- GemiB Korollar 1.13(iii) gehért g zu Lo(X,p,RT), und es gilt
|9x[” — |g|”. Wegen

k (e%S)
lgells < Y 1fills < D 1 filly < 00
7=0

=0

lehrt Folgerung 3.10(a), dal g € £,(X, p, R). Somit sichert Bemerkung 3.11(c)
die Existenz einer p-Nullmenge N mit g(x) < oo fiir # € N Nach dem Weier-
strafischen Majorantenkriterium ist deshalb f(x) := zjoo:o fj(z) fiir jedes x € N°

wohldefiniert. Ferner folgt aus |f|? < g p-fii. und g € £,(X, u,R), daBl f zu
L, (X, p, E) gehort (vgl. Theorem 3.14). SchlieBlich zeigt das Lemma von Fatou

Hf_jiofj::/){ lim :Z I d,u<11m/‘ Z f] d,u

{—o0 l— 00 kit

- hmH 5 il

{—00 —kt1

)

und wir finden

|7- Zsz < Jim _Z Gl = 32 Uil keN.

J=k+1

Wegen 37 || fillp < oo ist (325254 1£illp) en €ine Nullfolge. Also trifft dies auch

auf (Hf— Z?:o fj”p)keN zu. Nun folgt aus Lemma 4.5, dafi £,(X,u, E) voll-
stidndig ist.
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(ii) Es sei nun (f;) eine Cauchyfolge in Lo (X, p, ). Wir setzen

Aj = [f5l > Ifillo] s Bre:=[Ifu = fel > I fx = felloo) » 4k, L EN,

und N :={J; Aj UUy; o Br,e. Aufgrund der Bemerkungen 4.1(b) und IX.2.5(b)
ist N eine Nullmenge mit

[fi@)] < Wfjllso s 1fe(@) = fe(@) < fk = felloo » 4k LEN, zeN®.

Also ist (f;|N€) eine Cauchyfolge im Banachraum B(N¢ E), und wir finden
ein f € B(N° E), so da8 (f;|N°¢) gleichméBig gegen f konvergiert. Somit kon-
vergiert (f;) p-f.ii. gegen f. Die Funktion f ist wegen [|f| > || fllpve,m)] =0
p-wesentlich beschrénkt, und es gilt

|F(@) = f;@)| < If = £ INl Bene.s) reN°, jeN.

Folglich konvergiert (f;) in Loo (X, 1, E) gegen f
(iii) Der Fall p = 1 wurde in Theorem 2.10(ii) behandelt. m

4.7 Korollar Esseienp € [1,00] und f;, f € Lp(X, p, E) mit f; — fin L,(X, p, E).
(i) Gilt p = o0, so konvergiert (f;) p-f.i. gegen f.

(i) Im Fall p € [1,00) gibt es eine Teilfolge (f;, )ken von (f;), die p-f.ii. gegen f
konvergiert.

Beweis Weil (f;) in £,(X,u, E) gegen f konvergiert, ist (f;) eine Cauchyfol-
ge in L,(X, i, E). Die erste Aussage folgt nun unmittelbar aus dem Beweis von
Theorem 4.6. Im Fall p € (1,00) wihlen wir eine Teilfolge (f;, )ren von (f;) mit
[ fjnsr — Firllp < 27#FD. Dann zeigt der Beweis von Theorem 4.6, daB es ein

9 € Ly(X, p, E) gibt mit (f;, — f5,) — g in Lp(X, p, ) und (f;, — f5,) — g p-ti
fir k — oo. Da (f;) in L£,(X, 1, E) gegen f konvergiert, gilt || f — (g + fj,)|l, = 0.
Bemerkung 4.4(a) impliziert f = g + f;, p-f.ii., woraus sich die Behauptung ergibt.

Der Fall p = 1 wurde in Theorem 2.18 behandelt. m

4.8 Satz Fiir p € [1,00) ist EF(X, p, E) dicht in L,(X, u, E).

Beweis Essei f € £,(X, u, E). Dannist f nach Bemerkung 4.4(c) p-mefbar. Also
gibt es eine Folge (¢;) in EF(X, p, F) mit ¢; — f p-fil. fiir j — co. Wir setzen
Aj = [lpj| < 2|f|] und 1p; := x4,p;. Dann ist (1) eine Folge in EF (X, u, E), die
p-f.ii. gegen f konvergiert. Ferner gilt

[ = P < (sl +1f)" <3711, jeN.

4Die Aussage ist im Fall p = oo i.allg. falsch, wie Aufgabe 8 zeigt. Man vergleiche jedoch
Aufgabe 9.
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Weil 37 |f|” zu L£1(X,u, R) gehort, kénnen wir den Lebesgueschen Satz iiber die
majorisierte Konvergenz anwenden, und wir finden

||¢j—f||§=/xle—f|”du—>0 (j — o),

woraus die Behauptung folgt. m

L,-Réume
Wir haben in Bemerkung 4.4(b) bewiesen, dafl
N = {f € Lo(X,u, E); f=0 u—f.ii.}

fir jedes p € {0} U1, o0] ein Untervektorraum von £,(X, u, E) ist. Also sind die
Quotientenridume

Ly(X,p, E) = Lp(X, i, E)/N -, pe{0}U[1,00],

wohldefinierte Vektorrdume iiber K (vgl. Beispiel 1.12.3(i)). Aufgrund von Bemer-
kung 4.4(c) gilt ferner

Ly(X,u,E) C Lo(X, 1, E),  pe[l,o0],

im Sinne von Untervektorrdumen. Es sei [f] € Lo(X, p, E), und g bezeichne einen
Reprisentanten von [f]. Dann gilt f — g € N, d.h., f und g stimmen p-f.ii. iiberein.
Wegen Bemerkung 4.4(a) ist die Abbildung

N Lo(X, i, E) = R, [f] = [ flp
fir jedes p € [1, 0o] wohldefiniert, und fir [f] € L,(X, i, E) gilt

LT, = [[fllp =0 <= f =0 p-tit. <= [f]=0. (4.4)

Weil sich die Eigenschaften der Seminorm |||, offensichtlich auf [||-[||, iibertra-
gen, zeigt (4.4), daB [|-[[, eine Norm auf L,(X,u, E) ist. Also ist L(X, u, E)
ein normierter Vektorraum, wéhrend £,(X, p, E) nur seminormiert ist, so dafl
Grenzwerte i. allg. nicht eindeutig sind.> Der Preis, den wir fiir diese ,, Verbesse-
rung®“ der topologischen Struktur bezahlen, ist die Tatsache, dafl die Elemente
von Ly(X,u, E) keine Funktionen iiber X, sondern Nebenklassen beziiglich des
Untervektorraumes N von £, (X, p1, E) sind. Mit anderen Worten: Funktionen, die
p-f.ii. iibereinstimmen, werden miteinander identifiziert. Die Erfahrung zeigt, dafl
die folgende Vereinfachung der Notation zu keinen Mifversténdnissen fiihrt.

5Vgl. Bemerkung 2.3(b).
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Vereinbarung Es sei p € {0} U [1, cc0]. Dann schreiben wir fiir die Nebenklas-
se [f]=f+ N aus Ly(X,p, E) wieder f und identifizieren Funktionen, die
p-L.ii. iibereinstimmen, miteinander. Ferner bezeichnen wir im Fall p € [1, o0
die Norm in L, (X, p, E) mit ||-||, und setzen

Lyp(X, p, E) = (Lp(X, . E), [Illp) » P €[L,00] .

4.9 Bemerkungen (a) Fiir f € Lo(X, 4, E) und € X ist f(z) nicht erklart, falls p
nichtleere Nullmengen hat. Also kénnen die Elemente von Lo (X, i, E) i. allg. nicht

,punktweise ausgewertet“ werden. Wihlt man hingegen einen Représentanten f*
von f, so ist f(x) selbstverstindlich wohldefiniert.

(b) Fiir p € [1, 0] gilt

Ly(X, 1, E) = { f € Lo(X, 11, E) ; ||flp <00} -

Beweis ,,C“ Essei f € Lp(X, i, E), und f bezeichne einen Représentanten von f. Dann
gehort [ zu L,(X,pu, E), d.h., f ist p-meBbar mit ||f]|, < co. Folglich gehért f zu
Lo(X, p, E), und es gilt || f|l, < oo.

22 Es sei f € Lo(X,p, E) mit ||f|lp < co. Dann ist jeder Reprisentant f von f
p-meBbar mit || f||, = || f]lp < 0o. Somit gehort f zu L, (X, p, E), also f zu Lp(X, u, F). m

(c) Esseien f,g € Lo(X, 1, R), und f* bzw. § bezeichne einen Repriisentanten von f
bzw. g. Wir setzen

f<ge= < pti
Dann ist < eine wohldefinierte Ordnung auf Lo(X, 1, R), und (LO(X,M,R), S)
ist ein Vektorverband.

Beweis Die einfache Verifikation dieser Aussage ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiber-
lassen. m

(d) Es seien (F, <) ein Vektorverband und (F,||-||) ein Banachraum. Folgt aus
|z| < |y| stets ||z < |lyl], so heifit (F, <,]-||) Banachverband.

(e) (Lp(X,u,R),<,[|]lp) ist fiir jedes p € [1, 00] ein Banachverband.

Beweis Es ist klar, dafl L, (X, u, R) ein Untervektorverband von Lo (X, u, R) ist. Ferner
folgt aus der Monotonie des Integrals und von t — ¢ unmittelbar, dal L,(X, u,R) im
Fall p € [1, 00) ein Banachverband ist.

Esseien f, g € Loo(X, 1, R) mit | f| < |g|. Ferner sei f bzw. g ein Représentant von f
bzw. g. Dann gilt |f| <|g| p-f.i. AuBerdem zeigt Bemerkung 4.1(b), daB |g| < ||g||ee
p-£ii. Also gilt |f] < ||glleo p-£.ii., und folglich || f]lco < ||g|lco. m
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4.10 Theorem
(i) Lp(X,p, E) ist fiir jedes p € [1, 00] ein Banachraum.
(ii) Ist H ein Hilbertraum, so ist Lo(X, u, H) beziiglich des Skalarproduktes

()2 Lo(X.ju H)  Lo(X, i, H) — K , (f,g)H/X(flg)Hdu

ebenfalls ein Hilbertraum.

Beweis (i) Es sei p € [1, 00]. Wir wissen bereits, dafi L, (X, i, E) ein normierter
Vektorraum ist. Es sei (f;) eine Cauchyfolge in L,(X, p, E), und f*j sei fiir jedes
j € N ein Représentant von f;. Dann ist (f*]) eine Cauchyfolge in £,(X, p, E).
Gem#B Theorem 4.6 gibt es ein f € L,(X, pu, E) mit ||f] - f*||p — 0 fiir j — oo.

Fiir f:= f+ N gelten f € L,(X, i, E) und Ifi = fllp = ||f*J — fll, — 0. Also ist
L, (X, p, E) vollstéandig.

(ii) Mittels der Aussagen (i) und (iv) von Theorem 1.7 und der Holderschen
Ungleichung iiberpriift man leicht, da (-|-)2 ein Skalarprodukt auf Lo(X, p, H)
ist mit |(f|f)z2] = ||f|3 fiir f € La(X, u, H). Die Behauptung folgt somit aus (i). m

4.11 Korollar  Lo(X, u, K) ist beziiglich des Skalarproduktes

(flg)zz/ngdu, [r9 € La(X, 1, K)

ein Hilbertraum.

Stetige Funktionen mit kompaktem Triger
Es sei Y ein topologischer Raum. Fiir f € EY heifit
supp(f) :=={z €Y ; f(x) #0}

Triger von f. Dabei bezeichnet A die abgeschlossene Hiille von A C Y in Y. Von
besonderer Bedeutung sind stetige Funktionen mit kompaktem Trager. Wir setzen
deshalb

Ce(Y,E):={ f € C(Y,E) ; supp(f) ist kompakt } .
4.12 Beispiele (a) Fiir die Dirichletfunktion yg € R® (vgl. Beispiel IT1.1.3(c)) gilt

supp(xq) = supp(xr—q) =R .

Beweis Dies folgt aus den Sétzen 1.10.8 und 1.10.11. m
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(b) Es sei X =Z oder X =N, versehen mit der natiirlichen, von R induzierten
Metrik, und HY sei das Zdhlmaf auf B(X). Dann gilt

Ce(X,E)=EF(X,H  E)={p € EX ; Anzp#0] <0 } .

(c) Es sei X ein metrischer Raum. Dann ist C.(X, E) ein Untervektorraum von
BC(X, E). Ist X kompakt, so gilt C.(X,E) = C(X,E) = BC(X, E).

Beweis Die erste Aussage folgt aus Korollar I11.3.7. Die zweite Aussage ist eine Konse-
quenz von Aufgabe I11.3.2 und Korollar 111.3.7. m

4.13 Satz Es sei X ein metrischer Raum, und A und B seien abgeschlossene
nichtleere disjunkte Teilmengen von X . Dann gibt es ein p € C(X) mit 0 < ¢ <1,
v|A =1 und ¢|B = 0, eine Urysohnfunktion.

Beweis Essei D C X nicht leer. Dann zeigt Beispiel I11.1.3(1), dafl die Abstands-
funktion d(-, D) zu C(X) gehort. Ist D abgeschlossen, so gilt d(x, D) = 0 genau
dann, wenn = zu D gehort. Aufgrund dieser Eigenschaften iiberpriift man leicht,

daf} die durch
d(z, B)

PO = e A) 4 d(e, B)
erkldrte Funktion das Gewiinschte leistet. m

re X,

Mit Hilfe von Urysohnfunktionen kénnen wir nun einen wichtigen Approxi-
mationssatz beweisen.

4.14 Theorem FEs sei X ein o-kompakter metrischer Raum, und p sei ein Radon-
mafl auf X. Dann ist C.(X, E) fiir p € [1,00) ein dichter Untervektorraum von
L,(X, 1, E).

Beweis Es sei ¢ > 0. Da EF(X, p, E) geméf Satz 4.8 dicht ist in £,(X, i, E),
wegen Theorem 1.17 und wegen der Minkowskischen (d.h. der Dreiecks-) Unglei-
chung, geniigt es nachzuweisen, dafl es zu jeder p-mefbaren Menge A endlichen
Mafles und zu jedem e € E\{0} ein f € C.(X, E) gibt mit || f — xaell, < .

Es sei also A € A mit p1(A) < co. Weil p regulér ist, finden wir eine kompakte
Teilmenge K und eine offene Teilmenge U von X mit K C A C U und

WUNK) = p(U) — p(K) < (g/le))? .

Satz 4.13 sichert die Existenz einer Urysohnfunktion ¢ auf X mit ¢|K =1 und
p|U¢ = 0. Setzen wir [ := e, so gilt

Ixae — I < [ef /X xov i < el p(UNE) < &P

woraus die Behauptung folgt. m

6Vgl. Beispiel 2.20.
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Einbettungen

Es seien X und Y topologische Radume, und X sei eine Teilmenge von Y. Bezeichnet
j: X =Y, x— x die Inklusion” von X in Y, so sagen wir, X sei stetig in Y ein-
gebettet, wenn j stetig ist.® In diesem Fall schreiben wir X «— Y. Ist X auBerdem
eine dichte Teilmenge von Y, so bringen wir dies durch X < Y zum Ausdruck.
Sind X und Y Vektorrdume, so soll X <— Y immer zusétzlich bedeuten, dafl X
ein Untervektorraum von Y (und nicht ,irgendwie“ in Y enthalten) ist.

4.15 Bemerkungen (a) Es seien V und W normierte Vektorrdume. V' ist genau
dann stetig in W eingebettet, wenn V' ein Untervektorraum von W ist und wenn
es ein o > 0 gibt mit ||v||w < a||v]],, fiir v € V, d.h., wenn die Norm auf V' stérker
ist als die von W auf V' induzierte.

Tragt V die von W induzierte Norm, so gilt stets V — W.
(b) Es sei X offen in R". Dann gilt

BUC*(X,E) — BUCY(X,E), k>/.

Ist X zusétzlich beschrankt, so gilt
BUCK(X,K) <% BUC(X,K), keN.

Beweis Die erste Aussage ist klar. Die zweite folgt aus dem Approximationssatz von
Stone-Weierstrafl (Korollar V.4.8) und der Anwendung VI.2.2. m

Einfache Beispiele belegen (vgl. Aufgabe 5.1), daf8 die Lebesgueschen Riume
i. allg. nicht ineinander enthalten sind. Unter geeigneten zusétzlichen Vorausset-
zungen an den MaBiraum (X, A, ) bestehen stetige Einbettungen fiir Lebesguesche
Réume. Bezeichnet z.B. H° das Zéhlmaf auf 3(N), so stimmen die in Aufgabe 1.16
eingefithrten Réume £, fiir 1 < p < oo mit £,(N, H°, K) iiberein, und es gelten die
Einbettungen
glqu(_)éq%gooy ]-SPSQSOO;

(vgl. Aufgabe 11).

Fiir endliche Mafirdume liegt eine vollig andere Situation vor.

4.16 Theorem Es sei (X, A, p) ein endlicher vollstéindiger Mafiraum. Dann gelten

Lq(X»u,E)ng(X,qu), 1<p<qg<oo,

"Vgl. Beispiel 1.3.2(b).
8Diese Begriffsbildung ist insbesondere dann von Bedeutung, wenn X nicht mit der von Y
induzierten Topologie versehen ist (vgl. Bemerkung 4.15(a)).
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und
1fllp < uGOVPVNf, . f € Ly(X, 1, E) (4.5)

Beweis (i) Es seien f € Ly(X, 1, E) und r := ¢/p. Ferner sei g € L,(X, u, E) ein
Reprisentant von f. Dann gehort |g|P zu £, (X, u,R), und 1/7' = (¢ — p)/q. Des
Weiteren gehort xx zu L,/ (X, u, R), weil p ein endliches Maf ist. Somit liefert die
Holdersche Ungleichung im Fall ¢ < oo

, 1/r’ 1/r
||g||§=/ xx lglP dp < (/ X% du) (/ Igl”’”du) = p(X)lP/a|g|P
X X X

und wir finden ||g|, < pu(X)'/P—1/a llgl,,» was offensichtlich auch im Fall ¢ = oo gilt.
Da dies fiir jeden Représentanten von f richtig ist, sehen wir, daf f zu L, (X, u, E)
gehort und daB (4.5) gilt. Mit Bemerkung 4.15(a) folgt Ly (X, 1, E) — Ly(X, p, E).

(ii) Fiir M == {[¢] € Lo(X, 1, E) ; ¢ € EF(X, 1, E) } gilt M C Ly(X, 1, E),
und Satz 4.8 impliziert, wegen p < oo, dafi M dicht ist in L,(X, u, E). Also ist
auch Ly(X, p, E) dicht in L,(X,p, E). m

Der néchste Satz zeigt, dafi, im Falle eines regelméfiigen Radonmafles p, ein
Element von Lo (X, y1, E') hochstens einen stetigen Représentanten besitzt. Deshalb
konnen wir in diesem Fall die Funktionen aus C(X, E) mit den Aquivalenzklassen
von Lo(X, u, E), in denen sie enthalten sind, identifizieren und C'(X, E) als Unter-
vektorraum von Lo (X, p, E') auffassen.

4.17 Satz Es sei p ein regelméfBiges Radonmafl auf dem o-kompakten Raum X.
Dann ist die Abbildung

linear und injektiv.

Beweis Theorem 1.17 zeigt, dafl die Abbildung (4.6) wohldefiniert und linear ist.

Es seien f,g € C(X, E) mit [f] = [g]. Dann gibt es ein h € N mit f —g=h,
dh., f—g=0 p-fii. Wire f # g, so giibe es ein © € X mit f(z) # g(x). Die Ste-
tigkeit von f — g wiirde dann die Existenz einer offenen Umgebung U von z impli-
zieren mit (f — g)(y) # 0 fir y € U. Wegen p(U) > 0 widerspriche dies f —g =0
p-f.i. Folglich gilt f = g, was die behauptete Injektivitdt beweist. m

Vereinbarung Es sei p ein regelméfiges Radonmafl auf dem o-kompakten
Raum X. Wir identifizieren C'(X, E) mit seinem Bild in Lo (X, p, E') unter
der Injektion (4.6), fassen also C(X, E) als Untervektorraum von Lo(X, p, E)
auf. Dann gilt

1fllBx,2) = Ifll [ €BC(X,E) .

Das folgende Resultat ist eine einfache Konsequenz dieser Vereinbarung.
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4.18 Theorem Ist p1 ein regelméBiges Radonmaf; auf dem o-kompakten metrischen
Raum X, so gelten:

(i) C.(X,E) ist fiir jedesp € [1, 00) ein dichter Untervektorraum von L,(X, u, E).
(ii) BO(X, E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von Lo (X, p1, E).

Beweis Die erste Aussage folgt aus Theorem 4.14. Die zweite ist klar. m

Stetige Linearformen auf L,
Fiir den Rest dieses Paragraphen verwenden wir die abkiirzenden Bezeichnungen
!/

Ly(X) == Ly(X, 1, K) und L)(X):= (Ly(X))

fiir p € [1, 00], wobei wir mit dem Strich den Dualraum bezeichnen (vgl. Bemer-
kung VII.2.13(a)). Aus der Holderschen Ungleichung folgt, da8 fiir jedes f € L,/ (X)
die Abbildung

Ty: Ly(X) - K, gH/ngdu
eine stetige Linearform auf L,(X), also ein Element von L} (X), ist, fiir die gilt
ITs |0 < Il - (4.7)
Der folgende Satz zeigt, daB in (4.7) sogar Gleichheit besteht.
4.19 Satz Die Abbildung
T: Ly(X) = LX), fTy
ist fiir jedes p € [1, 0] eine lineare Isometrie.

Beweis (i) Esist klar, da8 T linear ist. Ferner geniigt es wegen (4.7) nachzuweisen,
daB es zu jedem f € L, (X) mit f % 0 und jedem € > 0 ein g € L,(X) gibt mit

loll, =1 wnd 17l <| [ fodu]+e.

(ii) Es sei zunéichst p € (1,00). Dann gehort p’ zu (1, 00). Somit ist

. 1—p’ /_
g =sign f[fIL, 7 [fP

wohldefiniert und pg-mefibar (vgl. Aufgabe 1.19 und Theorem 1.7(i)). Ferner gelten
1—p/ ’_ . ’
[t a= N [ = 1 =

und fg = ||f|, " [f7, also || fll,y = [ fgdp.



128 X Integrationstheorie

Fiir p = oo setzen wir g := sign f. Dann folgen
lollee =1 Wfll = [ Fodn.
X

(iii) Es seien p=1 und 0 < & < || f]|oc sOWie a = ||f]lcc —&. Weil [|f] > @]
positives Maf hat und weil p o-endlich ist, finden wir ein A € A mit A C [|f| > o]
und p(A) € (0,00). Somit ist g := sign f (1/1(A)) x4 wohldefiniert und p-mefibar.
Offensichtlich gelten ||g||s = 1 und

1
[ e S VN

Damit ist alles bewiesen. m

4.20 Bemerkungen (a) Man kann zeigen, daf3 die Abbildung T von Satz 4.19
fir jedes p € [1,00) surjektiv ist, d.h., jede stetige Linearform auf L,(X) kann
mit einem geeigneten f € L,/ (X) durch Ty dargestellt werden (vgl. z.B. [Rud83,
Theorem 6.1.6]). Somit ist T': Ly (X) — Ly (X) fiir jedes p € [1,00) ein isome-
trischer Isomorphismus. Vermdge dieses Isomorphismus identifiziert man Ly (X)
mit L;,(X) fiir p € [1, 00). Fiir die Dualitétspaarung (-, ), Lj,(X) x Lp(X) = K
gilt dann

@ )1, = /X fodi,  (9.) € Ly(X) x Ly(X) .

(b) Im Fall p = oo ist die Abbildung T': Li(X) — L _(X) i.allg. nicht surjektiv
(vgl. [Fol99, S. 191]).
(

¢) Es bezeichne (-, -)p: F' x E — K die Dualititspaarung zwischen F und E’.
Dann ist die Abbildung
k:E—[E), e—{(,e)g

linear und beschrinkt. Ihre Norm ist nach oben durch 1 beschrankt.

Beweis Offensichtlich ist  linear. Es sei e € E mit ||e||z < 1. Dann gilt
}<K(€),€>E,}:|<6,€>E|§||€ HE" ’ e €E
und wir finden [|s(e)|(g/yy < 1, woraus die Behauptung folgt. m

(d) Mit Hilfsmitteln aus der Funktionalanalysis kann man zeigen, daf x eine Iso-
metrie, also insbesondere injektiv, ist. Man nennt « kanonische Injektion von F
in den Bidualraum E” := (E')’ von E. Ist x zusétzlich surjektiv, also ein isome-
trischer Isomorphismus, so heifit E reflexiv. In diesem Fall identifiziert man F
vermoge des kanonischen Isomorphismus < mit seinem Bidualraum E”.

(e) Fiir p € (1,00) ist L,(X) reflexiv.

Beweis Dies folgt aus (a). m
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(f) Die Rédume L;1(X) und L (X) sind i. allg. nicht reflexiv (vgl. [Ada75, Theo-
rem 2.35]). m

Aufgaben

1 Essei EF(X,u,E):={[f] € Lo(X, 11, E) ; [f/INEF(X,p, E) #0}. Man beweise:
Fir 1 <p < oo ist EF(X i, E) ein dichter Untervektorraum von L, (X, u, E).

2 Fiir a € R" wird 7 : E®") — E(Rn), die Rechtstranslation von Funktionen, durch
(Tap)(z) == o(x — a) , zeR", e E®)

erklirt. Ferner setzt man 74[f] := [7o f] fiir [f] € L. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) (R",4) — (Laut(Lp(R™, An, E)),0), a+ 7, ist fiir jedes p € [1, 0] ein Gruppen-
homomorphismus mit [|7a][_z,) = 1.
(ii)) Firp € [1,00) und f € L,(R™, A\, E) gilt limg .o ||7af — fl|p = 0.
(i) Gilt limg o ||[Taf — fllee = 0, so gibt es ein g € BUC(R™, E) mit f = g p-f.i.
3 Esseien p ein vollstédndiges Radonmafl auf dem o-kompakten Raum X und p € [1,

Ferner sei (X;); n eine Folge offener relativ kompakter Teilmengen von X mit X = |J j
Wir setzen

X;.

aGp(f) =lxx;fllp, JEN, f€L(X,uE),
und
Lpoc(X, 1, E) :={ f € Lo(X, 11, E) 5 qjp(f) < o0, jEN} .
Schliellich sei

2™ q]lﬂ )
g R ,g €L X, u, F) .
1_|_q]yp —9) 9 ploc(X, p1, E)

Man zeige:
(1) Lp,oc(X, u, E) ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der speziellen Folge (Xj).
(ii) (Lpyoc(X,p, E),dp) ist ein vollsténdiger metrischer Raum.

d d
(111) LP(Xvuv E) — LPaIOC(Xv s E) — L1710C(X7 Hs E)
(iv) Die von d, erzeugte Topologie ist unabhéngig von der Folge (X;).
4 Es seien p,q € [1, 00| und
LP N Lq = (LP N LQ)(XHUHE) = LP(X7/J“7E) N LQ(X7/J“7E) ’
LP + Lq = (LP + LQ)(XJJHE) = LP(X7/J“7E) + LQ(X,,U?E) .
Weiterhin setze man || f||z,nz, := || fllp + || fll¢ fir f € L, N L, sowie
1fllzp+rq == mf{lgllp +1Blla 5 9 € Lp(X, 1, E), h € Lg(X,p, E) mit f=g+h}
fir f € L, + Lq und verifiziere:
(i) Fiir f € L, N Lq und 6 € [0, 1] gilt die Interpolationsungleichung

_ 1 1-60 6
r < 1=6 0 i = .
£l < WAl " 1f U mit » Tg
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(ii) (Lp N Lg,||-|lLynr,) und (Lp + Lg, |||l 2, +1,) sind Banachrdume mit
(LP N LQ)(X7:U’7 E) - LT(le'LvE) - (LP + LQ)(le'LvE) - LlaIOC(Xnu’v E)

firl<p<r<g<oo.

(Hinweise: (i) Holdersche Ungleichung.  (ii) Es sei f € L, + Lg mit ||f||z,+z, = 0. Um
auf f = 0 schlielen zu kénnen, beachte man L, — L 1o fiir r € [1, 00] (vgl. Aufgabe 3).
Zum Nachweis der Vollsténdigkeit von L, + L, verwende man Lemma 4.5. Die Einbet-
tung L, N Lq — L, folgt aus (a).)

5 Esseien p € [1,00) und f € (Lp N Loo )(X, 1, ). Dann gilt limg . eo || f]lg = || f||eo-
6 Man beweise, dafl die Abbildung

L°°(X7/J47 K) X LP(X7/J“7 E) - LP(X7/J“7 E) I ([SD], [f]) = [(pf]
bilinear und stetig und daf} ihre Norm nach oben durch 1 beschrankt ist.

7 Es gelte u(X) < oo, und fiir f,g € Lo(X, u, F) sei

— lf =gl

gesetzt. Man zeige:
(i) (Lo(X,u, E),do) ist ein metrischer Raum.
(ii) (f;) ist genau dann eine Nullfolge in (Lo(X,p, E),do), wenn (f;) im Ma$ gegen 0
konvergiert.
8 Es sei p ein Radonmafl auf dem o-kompakten Raum X, und E sei separabel.
Man beweise:
(1) C.(X,K) ist separabel;
(ii) C.(X, E) ist separabel;
(i) Lp(X,p, E) ist fiir p € [1, 00) separabel;
(iv) Loo(X, p1, E) ist i. allg. nicht separabel;
(v) EF(X,p, E) ist i. allg. nicht dicht in Loo(X, p, E).
(Hinweise: (i) Korollar V.4.8 und Bemerkung 1.16(e). (i) Es sei A C Ce(X,K), und

B sei abzihlbar und dicht in E. Fiir a € A und b € B setze man (a ® b)(z) := a(z)b fir
x € X und betrachte

{Z;n:oaj@bj ; meN, (aj,b;) € AX B, j:(),...,m}.

(iii) Theorem 4.14.  (iv) Man finde eine iiberabzéhlbare Teilmenge A von Leo mit
If = gllee > 1 fiir f,g € Amit f #g.)

9 Sind p endlich und FE endlichdimensional, so ist EF (X, u, E) dicht in Leo(X, u, E).
10 Man beweise die Aussage von Bemerkung 4.9(c).

11 Es ist zu zeigen, daf gilt:
(i) £y = L,(N,H°,K) fiir 1 < p < 0.
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(i) €y < €y mit 1]y < |-, falls 1 < p < g < oo.
(i) £p <5 €y <5 co > loo, falls 1 < p < g < 0o (vgl. § I1.2).
12 Es seien p,q € [1,00] mit 1 < p < g < 0co. Man zeige:

(1) LOO(X’:u7 E) C Ll(X,/-‘L7E) = LQ(X,.U? E) - LP(X7/J“7E)'

(11) L1(X,/.L,E) c L°°(X,/-‘L7E) = LP(X,.U? E) - LQ(X7/J“7E)'

(iii) Es gibt einen vollstéindigen o-endlichen Mafiraum (X, A, ) bzw. (Y, B, v), fiir wel-
chen die Einbettung Leo(X,u,R) — L1(X,u,R) bzw. Li(Y,,R) — Lo (Y,v,R)
richtig ist.

(Hinweise: (i) Holdersche Ungleichung.  (ii) Man zeige L, <> Loeo und verwende Aufga-
be 4(i).)
13 Fiir p € (0, 1) verifiziere man
) I1f +gllp < WA+ 1gllp, o9 € Lo(X, i, E).
) I1F +glle <2272 (IF e + llglle), f.9 € Lo(X, p, E).
(iif) Lp(X, p, E) ist ein Untervektorraum von Lo(X, i, E).
)

(iv) N:={f € Lo(X,, E) ; f=0 p-fii. } ist ein Untervektorraum von L, (X, i, E),
und es gilt
N = {fE‘CP(le'L?E) 5 Hf”P :0} .

(v) Durch p(f,g) := ||f — g|}5 wird auf
LP(X, 1y E) = [’P(X7/J“7 E)/N

eine Metrik induziert.
(vi) (Lp(X,p, E), p) ist vollsténdig.
(vii) Fiir f,g € £,(X, 1, R) mit f >0 und g > 0 gilt [[f +gllp = [If]l» + llglls-
(viii) Die Abbildung
Lp(X,p,R) — R", =1 £ll
ist keine Norm.
(Hinweise: (i) Fiir @ > 0 ist [t — a” +t” — (a + t)?] auf RT wachsend. (ii) Fiir a > 0
untersuche man [t — (a'/? +t'/?)/(a+1)"/?].  (vi) Man iibertrage die Beweise von
Lemma 4.5 und Theorem 4.6.  (vii) Theorem 4.2.)
14 Esselenp; € [Loo], j=1,....,m,und 1/r:= 3" 1/p;. Fir f; € Lp, (X, 1, K) ge-
hort [0, f; za Le (X, 41, K), und es gilt

H]f[l i

(Hinweis: Holdersche Ungleichung.)

m
=TTl -
j=1

15 Es sei X ein metrischer Raum. Die Funktion f € E¥ verschwindet im Unendlichen,
wenn es zu jedem e > 0 eine kompakte Teilmenge K von X gibt mit |f(x)| < e fiir alle
x € K¢ Man verifiziere, dafl

Co(X,E):={fe€C(X,E); f verschwindet im Unendlichen }
der Abschlu von C.(X, E) in BUC(X, E) ist.
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16 Fir f € Lo(X, u, E) setze man
M) = p([If >¢]) und f (¢):=inf{s>0; Ap(s) <t} , t€[0,00) .

Die Funktion f : [0,00) — [0, c0] heift fallende Umordnung von f. Man zeige:
(i) Ay und f sind fallend, rechtsseitig stetig und Lebesgue mefbar.
(i1) Gilt |f| < |g| fiir g € Lo(X, p, E), so folgen Ay < Agund f <g .
(iii) Tst (f;) eine wachsende Folge mit |f;| T [f], so gelten Ay, T Ay und f; 1 f .
(iv) Fiir p € (0,00) gilt

/lell”du:p/]R+ PTG (8) M (dt) :/m(f )P dAs

(V) [[fllee = f (0).

(Vi) Af = Ag=.
(Hinweis zu (iv): Man betrachte zuerst einfache Funktionen und verwende dann (iii) sowie
die Theoreme 1.12 und 3.4.)

17 Fiirj € Nsei Ijx == [k277,(k+1)277], k=0,...,2'7". Ferner seien { J,, ; n € N}
eine Abzihlung von {I; % ; €N, k=0,...,27' } und f, := xy, fir j € N. Man be-
weise, daf (f») fiir jedes p € [1, 00) eine Nullfolge in £, ([0, 1]) ist, (fn(z)) aber fiir jedes
z € [0, 1] divergiert.

18 Es seien (fi) eine Folge in L,(X) und f € Ly(X) fiir 1 < p < co. Man nennt (fx)
in Lp(X) schwach gegen f konvergent, wenn gilt

/katpdxa/xfapdx, 9 € Ly(X).

In diesem Fall heifit f schwacher Grenzwert von (fi) in Ly, (X).
Man zeige:
(i) Schwache Grenzwerte in L,(X) sind eindeutig bestimmt.
(i1) Jede in L,(X) konvergente Folge konvergiert schwach in L, (X).
(iii) Konvergiert (fx) in Lp(X) schwach gegen f und konvergiert (fr) wu-f.i. gegen
g € Lp(X), so gilt f=g.
(iv) Konvergiert (fx) in L2(X) schwach gegen f und gilt || fx|l2 — [|f]l2, so konver-
giert (fx) in L2(X) gegen f.
(v) Es sei ex(t) := (2m) "2 fiir 0 < ¢t < 27 und k € N. Dann konvergiert die Fol-
ge (er) in Lz((O, 27r)) schwach gegen 0, aber sie divergiert in Lz((O, 27?)).
(Hinweise: (i) Fiir f € Lp(X) betrachte man ¢(z) := f(x) |f(:n)|p/p/_1. (ii) Holder-
sche Ungleichung.  (iii) Man zeige zunéchst, dal g € L,(X). Folglich ist [|g| = o0] ei-
ne p-Nullmenge. Mit X, := [sup;=,, |fx(z)| > n] ist auch (] X, eine p-Nullmenge. Fiir
¢ € Ly (X) betrachte man nun lim [, . fo@dz. (iv) Man verwende die Parallelogramm-
identitét in L2(X). (v) Die erste /gussage folgt aus der Besselschen Ungleichung; die
zweite aus (ii).)



5 Das n-dimensionale Bochner-Lebesguesche Integral

In diesem kurzen Paragraphen erortern wir den Zusammenhang zwischen dem
Bochner-Lebesgueschen und dem in Kapitel VI erkldrten Cauchy-Riemannschen
Integral. Wir zeigen, dal jede Regelfunktion Lebesgue mefibar ist und da die
entsprechenden Integrale tibereinstimmen. Damit stehen uns auch im Rahmen der
Lebesgueschen Integrationstheorie die Methoden zur Verfiigung, die wir fiir das
Cauchy-Riemannsche Integral entwickelt haben.

Ferner zeigen wir, daf3 eine beschrinkte skalarwertige Funktion auf einem
kompakten Intervall genau dann Riemann integrierbar ist, wenn die Menge ihrer
Unstetigkeitsstellen eine A;-Nullmenge ist. Hieraus folgt, dal es Lebesgue inte-
grierbare Funktionen gibt, die nicht Riemann integrierbar sind. Folglich stellt das
Lebesguesche Integral eine echte Erweiterung des Riemannschen, und deshalb auch
des Cauchy-Riemannschen, Integrals dar.

Im ganzen Paragraphen bezeichnen

e X C R" eine \,-mefibare Menge von positivem Maf;
E = (E,|-|) einen Banachraum.

Lebesguesche Maf3irdume

Aus Aufgabe IX.1.7 wissen wir, dal Lx := £(n)|X eine o-Algebra iiber X ist.
Folglich ist A, |X := A\, |Lx ein Mafi auf X, das n-dimensionale Lebesguesche
Maf} auf X. Wie bei Restriktionen iiblich, bezeichnen wir es wieder mit \,,. Man
priift leicht nach, da8 (X, Lx, \,) ein vollstindiger o-endlicher MaBraum ist. Sind
keine Mifverstéindnisse zu befiirchten, so sagen wir kurz meflbar bzw. integrier-
bar fiir Lebesgue mefibar bzw. Lebesgue integrierbar, d.h. fiir \,-mef3bar bzw.
An-integrierbar. Ist f € EX integrierbar, so ist

/fdAn :—/ Fa|X) = [ Fecan,

das n-dimensionale (Bochner-Lebesguesche) Integral von f iiber X, fiir welches
auch die Bezeichnungen

/Xf(m)d)\n(m) und /Xf(m))\ (dx)

Zur Abkiirzung setzen wir
Ly(X,E):=Ly( X, M\, E), Ly(X,E):=LyX, \, E)
und £,(X) := £,(X,K) sowie L,(X) := L,(X,K) fiir p € [1, 00] U {0}.

Im folgenden Satz stellen wir wichtige Eigenschaften des m-dimensionalen
Integrals zusammen.

gebrauchlich sind.
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5.1 Theorem Es sei X offen in R"™ oder, im Fall n = 1, ein perfektes Intervall.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A ist ein regelméBiges Radonmaf auf X .

) C(X, E) ist ein Untervektorraum von Lo(X, E).

(ili) BC(X,E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von Lo (X, E).
)

Fiirp € [1,00) ist C..(X, E) ein dichter Untervektorraum von L, (X, E). Ist K
eine kompakte Teilmenge von X, so gilt

1£llp < A(E)YP||fllso s fE€CX,E), supp(f) C K .
(v) Es habe X endliches Maf}, und 1 < p < q < oo. Dann gilt

L(X,E) <% L(X,E) |

und
£l S A (X)VP7Vfll, . f € Lo(X,E) .

Beweis (i) Ist X offen in R", so wissen wir aus Bemerkung 1.16(e), dafl X ein
o-kompakter metrischer Raum ist. Ist X ein Intervall in R, so ist dies offensichtlich.
Nun folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.16(h) und Aufgabe I1X.5.21.

(ii) bzw. (iii) ist in Satz 4.17 bzw. Theorem 4.18(ii) enthalten.

(iv) Die erste Aussage ist eine Konsequenz aus Theorem 4.18(i), die zweite
ist offensichtlich.

(v) ist ein Spezialfall von Theorem 4.16. m

5.2 Bemerkung Es sei X mefbar, und der Rand &X: sei eine \,-Nullmenge. Dann
gehort die Borelmenge X zu £(n), und es gilt A, (X) = A, (X). Ferner iiberpriift
man leicht, daf§ die Abbildung

fiir p € [1,00] U {0} ein Vektorraumisomorphismus ist, der im Fall p € [1, oo] iso-
metrisch ist. Folglich kénnen wir fiir p € [1,00] U {0} die Rédume L,(X, E) und
L, (X , E) miteinander identifizieren. Insbesondere gilt fiir ein Intervall X in R mit
den Randpunkten a := inf X und b := sup X

Ly(X,E) = Ly([a,b], E) = L,([a,b), E) = Ly((a,b], E) = Ly((a,b), E)

fir p € [1,00] U {0}.
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Das Lebesguesche Integral fiir absolut integrierbare Funktionen

Wir zeigen nun, dafl jede im Sinne von Paragraph VI.8 absolut integrierbare Funk-
tion beziiglich des Lebesgueschen Mafles integrierbar ist und dafl die entsprechen-
den Integrale {ibereinstimmen.

5.3 Theorem Es seien —oo < a < b < oo, und f: (a,b) — E sei absolut integrier-
bar. Dann gehért [ zu El((a, b),E), und

b
Fdr = / f.
(a,b) a

Beweis (i) Es seien a < a < <b. Ist g: [a, 8] — E eine Treppenfunktion, so
ist g offensichtlich Aj-einfach, und es gilt

B
/ gd\ z/ g . (5.1)
(o, 8) &

Es sei nun g: [a, 8] — E eine Regelfunktion. Dann gibt es eine Folge (g;) von
Treppenfunktionen, die gleichméfBig gegen g konvergiert. Also ist g meBbar, und
Bemerkung VI.1.1(d) und Korollar 3.15(ii) zeigen, daB g zu £ ((c, 8), E) gehort.
Da g beschrankt ist und die Folge (g;) gleichméBig konvergiert, gibt es ein M >0
mit |g;| < M fur alle j € N. Also folgt aus dem Satz von Lebesgue

hm 9g; d)\l Z/ gd>\1
I700 () (e, 8)

in F, und wir schliefen mit (5.1) und der Definition des Cauchy-Riemannschen
Integrals auf

B B
/ g= lim / g; = lim g; d\q z/ gdAy .
«@ I Ja 1700 J(a,B) (a,)

(ii) Wir fixieren c € (a,b) und wihlen eine Folge (8;) in (¢,b) mit 5; T b.
Ferner setzen wir!

9= Xiep) S 95 = Xe,p;)f » JEN.

Nach (i) ist (g;) eine Folge in £ (R, E). Offensichtlich konvergiert (g;) punktweise
gegen g und (]g;|) wachsend gegen |g|. Also ist g meBbar. Aus (i) folgt

Bj
/\gj|cu1:/ \f|dA1=/ 1l
R (¢,35) c

IHier und in #hnlichen Situationen fassen wir X[c,b)f als Funktion auf R auf. Eine prézisere,

aber schwerfilligere Bezeichnung wire x([¢ p) f-
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und die absolute Konvergenz von fcb f impliziert

Bj b
tim [ Jgjlan = im |11 [ 111 (5:2)
J—oo Jr J—= Je c

Andererseits zeigt der Satz iiber die monotone Konvergenz

/ gl A = lim / g1 dAs
R J—0 JRr

und wir erkennen aufgrund von (5.2), da8 g zu £1(R, E) gehort. Also konnen wir
den Satz iiber die majorisierte Konvergenz auf die Folge (g;) anwenden, und wir
finden

hm 9j d)\l = / gd>\1 = fd)\l
R R

Jee [c,0)

in E. Ferner folgt aus (i)

B
/gjcm:/ fan=[f.
R [e.B5) c

und somit aufgrund von Satz VI.8.7

Bj b
lim [ gjd\ = lim / f :/ f
I JR I Je c

in E. Also stimmen die Grenzwerte || (e.b) fdX\ und fcb f iiberein. In analoger Weise
zeigt man, dal x4 qf zu L£1(R, E) gehort und daf f(a g f A= [ f gilt. Folglich
ist f Ai-integrierbar mit f(a p £ dA = f; f. Damit ist alles bewiesen. m

5.4 Korollar Fiir —oo < a < b < oo gelten S([a,b], E) — L1 ([a,b], E) und

b
fdAlz/ fo fe8(ab),E).
[a,b] a

Beweis Dies folgt aus Theorem 5.3 und Satz VI.8.3. m

5.5 Bemerkungen Es gelte —oco <a < b < .

(a) Es sei f: (a,b) — E zuldssig, und fjf existiere als uneigentliches Integral.
Dann braucht f nicht zu £ ((a,b), E) zu gehéren.

Beweis Wir erkldren f: R — R durch
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Offensichtlich ist f zuléssig, und jjooo f existiert in R, denn es gilt

/_Zf—il(—l)j/j-

Nehmen wir an, f € £1(R). Dann gilt [, [f|d\1 < oo. Andererseits folgt aus dem Satz
iiber die monotone Konvergenz

k
Jiran = tim [ o 1s1dn = Jim VEES

was ein Widerspruch ist. m

(b) Essei f: (a,b) — E zuléssig, und f gehore zu L1 ((a,b), E). Dann ist f absolut
integrierbar, und

b
fd)\lz/ f inE.
(a,b) a

Beweis Es sei ¢ € (a,b), und (a;) bezeichne eine Folge in (a,c) mit a; — a. Ferner sei
[ = Xla; o f- Dann konvergiert (f;) punktweise gegen X (4,0 f, und es gilt |f;| < |f| fiir
j € N. Weil f zuléssig ist, zeigt Satz V1.4.3, daB |f| | [, ] zu S([a,c],R) gehért. Somit
folgt aus Korollar 5.4 und dem Satz von Lebesgue

/|f|:/ IfIdA1—>/ fldAs
aj [aj,c] (a,c]

Also existiert [”|f]. Analog zeigt man die Existenz von fcb | f|, und somit die absolute

Konvergenz von j: f. Die zweite Aussage folgt nun aus Theorem 5.3. m

Essei f € £1((a,b), E). Bemerkung 5.5(b) zeigt, daf keine MiBversténdnisse
zu befiirchten sind, wenn wir in diesem Fall fiir f(a b) fd\1 auch die Bezeichnung

f; f oder f; f(z) dz benutzen. Von nun an schreiben wir im n-dimensionalen Fall

/dem::/xfd)\n.

Theorem 5.3 und sein Korollar erlauben uns, die im zweiten Band ent-
wickelten Integrationsmethoden auch im Rahmen der allgemeinen Lebesgueschen
Theorie einzusetzen. In Kombination mit dem Integrabilitdtskriterium von Theo-
rem 3.14 und dem Satz von Lebesgue liefern sie sehr effiziente Methoden zum
Nachweis der Existenz von Integralen. Dies wird in den restlichen Paragraphen
dieses Kapitels deutlich werden, wenn wir Verfahren zur konkreten Berechnung
,mehrdimensionaler” Integrale entwickeln.

in der Regel ebenfalls
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Eine Charakterisierung Riemann integrierbarer Funktionen

Theorem 5.3 zeigt, dafl das Lebesguesche Integral eine Erweiterung des Cauchy-
Riemannschen Integrals ist. Wir charakterisieren nun die Riemann integrierbaren
Funktionen und zeigen, dafl diese Erweiterung echt ist.

5.6 Theorem FEs bezeichne I ein kompaktes Intervall, und f: I — K sei be-
schriankt. Genau dann ist f Riemann integrierbar, wenn f Xi-f.ii. stetig ist. In
diesem Fall ist f Lebesgue integrierbar, und das Riemannsche Integral stimmt mit
dem Lebesgueschen tiberein.

Beweis (i) Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Fall K = R und
I :=[0, 1] betrachten. Fiir & € N bezeichne 3, := ({o,x, - - -, &ar 1) die Zerlegung von
[0,1] mit & 5 == 527 fiir j = 0,...,2%. Ferner seien

Iog = [or-Ea k) s Lik = (&ns&Grih] j=1,...,2"-1.

SchlieBlich setzen wir oy g :=inf o/ f(z) und B = SUDgcp, f(z) sowie

2k 1 2k 1
Gk = ) kX1, s bk = BikXi,, keN.
=0 =0

Dann sind (g) eine wachsende und (hy) eine fallende Folge von Aj-einfachen Funk-
tionen. Also sind ihre punktweisen Grenzwerte g := limy gx und h := limy hy er-
kldrt und Aj-mefibar, und es gilt g < f < h. Weiterhin haben wir

/ gdelzs(ka)u / hk:d)\lz‘g(fﬂk)v
[0,1] [0,1]

wobei S(f, k) bzw. S(f, k) fir die Unter- bzw. Obersumme von f iiber [0, 1] beziig-
lich der Zerlegung 3y, steht (vgl. Aufgabe VI.3.7). Bezeichnen wir mit [ f bzw. ff
das untere bzw. obere Riemannsche Integral von f iiber [0, 1], so folgt aus dem
Satz iiber die monotone Konvergenz

[ omnmn= [ [ 1 (53)

(ii) Es sei R := {Jpeni0ks---»8o0 1}, d.h., R ist die Menge der Randpunkte
der Intervalle I; 1, und C' sei die Menge der Stetigkeitspunkte von f. Dann gelten
die Inklusionen

[g=hlNR°CCClg=h]. (5.4)

Um dies einzusehen, seien zuerst ¢ > 0 und zg € R® mit g(z¢) = h(z¢). Dann fin-
den wir ein k € N mit hy (7o) — gr(7o) < € und ein j € {0,...,2% — 1}, so daB z
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im Intervall mit (& x, {j4+1,%) liegt. Fir o € I gilt somit

[f(x) = flzo)l < sup f(y) — inf f(y) = he(zo) — gr(wo) <e,
yEl ik (ASTEN
was die Stetigkeit von f in zy beweist.

Es seien nun zp € C'und ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit | f(x) — f(x0)| < &/2
fiir x € [xg — 0,20 + 6] N [0, 1]. Wir withlen kg € N mit 27 < § und finden fiir je-
des k > ko ein j € {0,...,2F — 1} mit 29 € I C [z — §, 70 + J]. Also gilt

0 < hi(z0) — gi(wo) = sup (f(z) — f(zo)) — inf (f(z)— f(wo)) <e.

x€lj ), z€ljk

Somit folgt h(zo) — g(z0) = limy (hx(z0) — gr(wo)) = 0. Damit ist (5.4) bewiesen.

(iii) Ist f eine Riemann integrierbare Funktion, so gilt I = f f=[7 (vel
Aufgabe VI.3.10). Also zeigt (5.3)

h=g=f  M\-fi., (5.5)

was die A;-MeBbarkeit von f impliziert. Weil f beschrénkt ist, folgt f € £; ([0, 1])
AuBerdem gilt |gx| < || flleo A1-f-ii. fiir & € N. Somit ergibt der Satz von Lebesgue

/ gd\; = lim g d\1 = th (f, k) / f,
[0,1] ko Jo,)

wobei wir fiir die letzte Gleichung nochmals Aufgabe VI.3.10 verwendet haben.
Aus (5.5) und Lemma 2.15 folgt [, ,, f dA1 = fol [ SchlieBlich zeigen (5.4), (5.5)
und die Abzihlbarkeit von R, dafl dle Unstetigkeitsstellen von f eine A;-Nullmenge
bilden.

(iv) Es sei umgekehrt C° eine A;-Nullmenge. Nach (5.4) ist dann auch [g # h]
eine A\;-Nullmenge, und die Riemann Integrierbarkeit von f folgt aus (5.3). Hiermit
ist alles bewiesen. m

5.7 Korollar Es gibt Lebesgue integrierbare Funktionen, die nicht Riemann in-
tegrierbar sind, d.h., das Lebesguesche Integral ist eine echte Erweiterung des
Riemannschen Integrals.

Beweis Wir betrachten die Dirichletfunktion
1, reQ,
O ) 'r é Q b

auf [0,1]. Nach Lemma 2.15 gehort f zu £1([0,1]), denn es gilt f =0 \-fil.
Andererseits wissen wir aus Beispiel II1.1.3(c), dal f in keinem Punkt stetig ist.
Also ist geméfl Theorem 5.6 die Funktion f nicht Riemann integrierbar. m

F00 R, f(w):={
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Die Aquivalenzklasse der f.ii. mit der Dirichletfunktion iibereinstimmenden
Abbildungen enthilt Riemann integrierbare Funktionen, z.B. die Nullfunktion.
Folglich ist dieses Beispiel im Rahmen der Theorie des Li-Raumes , uninteressant.
In Aufgabe 13 wird jedoch gezeigt, dafi es f € £1([0,1],R) gibt, so daB kein g € [f]
Riemann integrierbar ist. Dies impliziert, dal das Riemannsche Integral fiir die
Theorie der L,-Raume unzulénglich ist.

Aufgaben
1 Fiir p,q € [1,00] mit p # q gilt L,(R, E) ¢ Lq(R, E).

2 Es sei J ein offenes Intervall, und f € C*(J, E) habe einen kompakten Triger. Man
zeige, daB [, f = 0.

3 Essei f € Lo([0,1],R") beschréinkt. Dann gilt

[fé [0)1]fdA1§/_f-

4 Es sei I ein kompaktes Intervall, und
BV(I,E):={f:1—E; Var(f,I) <oco}

bezeichne den Raum der Funktionen mit beschrinkter Variation. Man beweise:

(a) Im Sinne von Untervektorrdumen gelten die Inklusionen

C"(I,E)c BV(I,E) C B(I,E) .

(b) Es seien o :=infl und f € £1(I,E). Dann gehért F: I — E, z— [7 f(t)dt zu
BV (I,E), und es gilt Var(F,I) < |/ f]1.

(c) Zu jedem f € BV (I,R) gibt es wachsende Funktionen s*: I — R mit f = s" —s7.
(d) BV(I,R) ist ein Untervektorraum von S(I,R).

(e) Jede monotone Funktion gehort zu BV (I, R).

(Hinweis zu (c): Fiir o := inf I betrachte man die Funktionen s* := (z — Var(f*, [o, 2]))

und s~ :==s— f.)

5 Es sei H ein separabler Hilbertraum. Dann? ist BV ([a,b], H) ein Untervektorraum
von Leo([a,b], H), und es gilt

/b_h||f<t+h>—f<t>||dtshVar<f,[a,b]>, 0<h<b-a.

(Hinweise: Man beachte die Aufgaben 1.1 und 4(d). Fir 0 < h<b—aund t € [a,b — h]
gilt || f(t + ) = f(B)|| < Var(f,[a, t + hl) — Var(f, [a,1]).)

2Man kann zeigen, daB die Aussagen von Aufgabe 5 richtig bleiben, wenn H durch einen
beliebigen Banachraum ersetzt wird.
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6 Essei J C R ein perfektes Intervall. Man nennt f: J — E absolut stetig, wenn es zu
jedem £ > 0 ein § > 0 gibt mit

D IF(B) — flaw) <e
k=0
fiir jede endliche Familie { (ak,Br) ; E=0,.. .7m} von paarweise disjunkten Teilinter-

vallen von J mit » ;" (Bx — ax) < 0. Die Gesamtheit aller absolut stetigen Funktionen
in B bezeichnen wir mit W7 (J, E).

(a) Im Sinne von Untervektorrdumen gelten die Inklusionen
BC'(J,E) c W{(J,E) C C(J,E) .

(b) Ist J kompakt, so gilt Wi (J, E) C BV(J,E).

(c) Die Cantorfunktion ist stetig, aber nicht absolut stetig.

(d) Es seien a :=infJ und f € £1(J, E). Dann ist F': J — E, x+— [7 f(t)dt absolut
stetig.

7 Firj=1,2sei fj:[0,1] — R durch

{ x?sin(1/z7) | x € (0,1],

fi(x) = 0 £ —0

erklirt (vgl. Aufgabe IV.1.2). Man zeige:

(a) f1 € BV([0,1],R).

(b) f2 ¢ BV([0,1],R).

8 Es seien p und v Mafie auf dem mefibaren Raum (X, .4). Man nennt v absolut stetig

beziiglich ;1, wenn jede u-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist. In diesem Fall schreibt
man v < [.

(a) Es seien (X, A,u) ein o-endlicher vollstindiger MaBraum und f € Lo(X,u, R™).
Ferner sei

fou: A= 0,00, AH/Afdu-

Dann ist f « u ein vollstdndiges Mafl auf (X,.A) mit f+p < p.
(b) Es seien A := Lg.1), v := A1 und g := H°. Man verifiziere:
(i) v < p.
(ii) Es gibt kein f € £o([0,1],A, 1) mit v = f« pu.
9 Es seien (X, A,v) ein endlicher Mafiraum und g ein Mafl auf (X,.A). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) v < p.
(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf v(A) < ¢ fur alle A € A mit p(A) < 0.

10 Fiir f € Lo(R,A\1,RT) sei F(z) := [“__ f(t)dt fiir x € R, und pr bezeichne das von F
erzeugte Lebesgue-Stieltjessche Mafl auf R. Man beweise:
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(a) Aus F € W (R,R) folgt up < A1.

(b) Aus pr < B folgt F € Wi(R,R), falls ur endlich ist.

11 Esseien [ ein Intervallund f € £1(I,R"™). Ferner sei a € I, und es gelte f: fit)ydt=0
fir z € I. Dann ist f(z) =0 fiir fa. z € I.

12 Esseien 0 <a <b<oound [ := (—b,—a) U (a,b) sowie f € Li(I, E).

Man zeige: Ist f ungerade bzw. gerade, so gilt [, fdx =0 baw. [, fdx = 2f;7 fdx.

13 Es seien
Ko = [07 1] >

K1 := Ko\(3/8,5/8) ,

Ky = K \ ((3/16, 5/16) U (11/16, 13/16)) S e
Allgemein entsteht K, +1 aus K, in Analogie zur Konstruktion des Cantorschen Dis-
kontinuums von Aufgabe I11.3.8 durch Weglassen der offenen ,mittleren Intervalle“ der
Linge 2"%2. SchlieBlich seien K := (K, und f:= xx. Man zeige, da f zu £1([0,1])
gehort und kein g € [f] Riemann integrierbar ist.



6 Der Satz von Fubini

Im Zentrum dieses Paragraphen steht der Nachweis, dafl das Lebesguesche Integral
einer Funktion von mehreren Variablen iterativ berechnet und die Integrations-
reihenfolge beliebig gew#hlt werden kann. Somit wird die Integrationsaufgabe mit
mehreren Verénderlichen auf das Auswerten von Integralen von Funktionen einer
Variabler reduziert. Mit den Resultaten des vorangehenden Paragraphen und den
im zweiten Band entwickelten Verfahren kénnen in vielen Féllen mehrdimensionale
Integrale explizit berechnet werden.

Die Methode der iterativen Auswertung von Integralen hat auch weitrei-
chende theoretische Anwendungen, von denen wir im folgenden einige vorstellen
werden.

Im ganzen Paragraphen sind
e m,n € N* und E ein Banachraum.

AuBlerdem identifizieren wir in der Regel R™"" mit R™ x R".

Fast-iiberall definierte Abbildungen

Es sei (X, A, p) ein Mafiraum. Im folgenden betrachten wir oft nichtnegative
numerische Funktionen, die nur p-f.ii. definiert sind. Hierfiir schreiben wir ein-
fach © — f(x), ohne den genauen Definitionsbereich zu spezifizieren. Dann heifit
x +— f(z) meBbar, wenn es eine y-Nullmenge N gibt, derart da f|N¢: N¢ — R
definiert und p-mefibar ist. Folglich ist | ne [ dp definiert. Ist M eine andere
p-Nullmenge, so da8 f|M¢: M¢ — R definiert und p-mebar ist, so folgt aus
w(N) = pu(M)=p(MUN) =0 und den Bemerkungen 3.3(a) und (b)

fduz/ fau= [ fdu.
Ne MenNe Me

Also ist
[ taw= [ i (6.1)
X Ne¢e

wohldefiniert, unabhéngig von der speziell gewéhlten Nullmenge V.

Ist  — f(x) eine p-f.ii. definierte E-wertige Funktion, so wird die Mebarkeit
wie oben festgelegt. Dann heifit f integrierbar, wenn f|N€ zu £1(N€, u, E) gehort.
In diesem Fall wird [ fdu ebenfalls durch (6.1) definiert, und aus Lemma 2.15
folgt, dafl diese Definition sinnvoll ist.

Betrachten wir z.B. A € L(m + n) und nehmen an, die Schnittmenge Ay, sei
fiir Ap-f.a. 2 € R™ Ajp-mef8bar. Dann ist 2 +— A, (A[,)) eine A,,,-f.ii. definierte nicht-
negative numerische Funktion. Ist = — A, (A[,)) meBbar, so ist o An(Ap) do
wohldefiniert.
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Das Cavalierische Prinzip

Wir bezeichnen mit C(m,n) die Menge aller A € L(m + n), fiir die gilt:
(i) Apy € L(n) fiir Ap-fa. z € R™;
(ii) @ — A\p(Afy)) ist Ap,-meBbar;
(iil) Amgn(A) = [pm An(Ap) da.
Wir wollen nun zeigen, daff C(m,n) mit £(m + n) iibereinstimmt. Dazu stellen wir
zuerst einige Vorbetrachtungen an.

6.1 Bemerkungen (a) Essei A € C(1,n) beschrénkt, und pry(A) sei ein Intervall
mit den Endpunkten a und b. Dann gilt

b
)\n+1(A) :/ )\n(A[a,])dl‘ .

Diese Aussage heifit Cavalierisches Prinzip und prizisiert die geometrische Vor-
stellung, daf das Mafl (Volumen) von A durch ,,Zerlegen von A in diinne parallele
Scheiben und kontinuierliches Aufsummieren® (Integrieren) der Volumina dieser
Scheiben bestimmt werden kann.

prgz(4)

(b) L(m) X L(n) C C(m,n).
(c) Fiir jede aufsteigende Folge (A;) in C(m, n) gehort |J; A; zu C(m, n).

Beweis (i) Fiir j € N sei Mj eine A,-Nullmenge mit A; (.1 := (A;) [y € L(n) fiir z € M5.
Mit A :=J; 4; und M :=J; M; gilt dann A, = J; A 2) € L(n) fiir z € M°. Die Ste-
tigkeit von A, von unten impliziert A, (Afy)) = lim; An (A} [5)) fiir z € M€, und wir schlie-
Ben mit Hilfe von Satz 1.11, daf8 & +— A, (A[)) Am-meBbar ist.

(ii) Wegen A; € C(m,n) gilt
/ An(Ajf2) do = Amin(4;),  JEN,
Rm
und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt

lim An(Ajy[z]) dr = / An(A[z]) dx . (62)
R™M

J RrR™
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Die Stetigkeit von A+, von unten zeigt deshalb

)\ern(A) = lim )\m+n(Aj) = lim An(Aj,[z]) dx = / )\n(A[z]) dx .
J

J Jrm Jrm
Folglich gehort A zu C(m,n). m
(d) Es sei (A;) eine absteigende Folge in C(m,n) und es gebe ein k € N mit
Am+n(Ag) < 0o. Dann gehort (), A; zu C(m, n).
Beweis Wir setzen A :=(; A;. Wie in (c) folgen die MeBbarkeit A,-fast aller Schnit-
te Ap,) und die MeBbarkeit von @ +— A\, (A[;)). Ferner zeigt der Satz von Lebesgue, daf
(6.2) auch im vorliegenden Fall richtig ist. Die Behauptung folgt nun wie in (c). m
(e) Essei (A;) eine disjunkte Folge in C(m,n). Dann gehort auch (J; A; zu C(m, n).

Beweis Wegen (c) geniigt es, die Aussage fiir endliche disjunkte Folgen zu beweisen, was
dem Leser als Ubung iiberlassen bleibt. m

(f) Jede offene Menge in R™"™ gehért zu C(m,n).
Beweis Dies folgt aus Satz IX.5.6, (e) und (b). m

(g) Jede beschriinkte Gs-Menge in R™*" gehort zu C(m,n).

Beweis Dies folgt aus (f) und (d). m

(h) Es sei A eine Ay yn-Nullmenge. Dann gehért A zu C(m,n), und es gibt eine
Am-Nullmenge M, so dafl A, fiir jedes © € M€ eine \,-Nullmenge ist.

Beweis Es geniigt, die Existenz einer A,,-Nullmenge M nachzuweisen mit An(Aj;) =0
fir x € M°. Dazu sei A; := AN (jB™") fiir j € N. Dann ist (A4;) eine aufsteigende
Folge beschrinkter Ap,+,-Nullmengen mit | J j Aj = A. Aufgrund von Korollar IX.5.5 gibt
es eine Folge (G;) beschriankter Gs-Mengen mit G; D A; und A\pmyrn(G5) =0 fiir j € N.
Aus (g) folgt deshalb
0= )\m+n(Gj) = / )\n(Gj,[z]) dx .
Rm

Also gibt es zu jedem j € N eine A,,-Nullmenge M; mit A\, (G} [2)) = 0 fiir 2 € M; (vgl.
Bemerkung 3.3(c)). Wegen

Uj Gz 2 Uj Ao = (UJ Aj)[z] =Ag, TeR",

hat M = ; M; die gewiinschte Eigenschaft. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Gleichheit von C(m,n) und
L(m + n) zeigen.
6.2 Satz C(m,n) = L(m +n).

Beweis Es ist die Inklusion £(m +n) C C(m,n) nachzuweisen.

(i) Es sei A € L(m + n) beschriankt. Nach Korollar IX.5.5 gibt es eine be-
schriinkte Gs-Menge G mit G D A und A\pyn(G) = Apin(A). Weil A endliches
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Maf hat, ist G\ A eine beschrinkte \,,4+,-Nullmenge (vgl. Satz I1X.2.3(ii)), und
wir schlieBen mit Bemerkung 6.1(h), da8 (G\ A)[y) = Ga)\ A}y fiir App-fa. 2 € R™
eine A,-Nullmenge ist. Nach Bemerkung 6.1(g) gehort G, fiir Ap-fa. . € R™
zu L(n). Wegen

A[fﬁ] = G[m] n (G[x]\A[m])C R zeR™ R

trifft dies auch fiir A,,-f.a. Schnitte Af,; zu. Auerdem gilt A, (Af;]) = An(Gla) fiir
Am-fa. © € R™. Wir wissen aufgrund von Bemerkung 6.1(g), daB G zu C(m,n)
gehort. Deshalb ist z +— Ay, (A[,)) meSbar, und

)\m_;,_n(G) = /\n(G[z]) dr = )\n(A[,;]) dz .

R R™
Also gehort A zu C(m,n).

(ii) Ist A nicht beschriinkt, so setzen wir A4; := AN (jB™*") fiir j € N. Dann
ist (A;) eine aufsteigende Folge in £(m + n) mit (J; A; = A. Die Behauptung folgt
nun aus (i) und Bemerkung 6.1(c). m

6.3 Korollar Hat A € L(m + n) endliches MaB, so gilt A\, (A[,)) < oo fiir Ap,-f.a.
x eR™.

Beweis Da Satz 6.2
/ An (A[z]) dr = )\m+n(A) < 0

impliziert, folgt die Behauptung aus Bemerkung 3.11(c). m

Fiir A € L(m +n)und x € R™ gilt xa(x,-) = xa,,. Also kann Satz 6.2 auch
mittels charakteristischer Funktionen formuliert werden. Es ist dann leicht, die
Aussage auf Linearkombinationen charakteristischer Funktionen, also auf einfache
Funktionen, anzuwenden.

6.4 Lemma Essei f € EF(R™", E). Dann gilt:
(i) f(z,-) € EF(R",E) fiir Ap,-fa. x € R™;
(ii) Die E-wertige Funktion x — [g,. f(x,y) dy ist Ay, -integrierbar;

(iii) foman fd(@,y) = [om [ Jon f(@,y) dy] dz.

Beweis (i) Mit f = Z?:o ejxa; gt f(z,-) = Z?:o €jXA, ., fir z € R™. Aus
Satz 6.2 und Korollar 6.3 folgt deshalb leicht, dafl es eine A,,-Nullmenge M gibt,
so daB f(x,-) fiir jedes x € M€ zu EF(R", E) gehort.

(ii) Wir setzen

g(z) == fla,y)dy = Zej/\n(Aj7[$]) , x e M. (6.3)

R™
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Dann zeigen Satz 6.2 und Bemerkung 1.2(d), da8 x — g(x) A-meBbar ist. AuBer-
dem gilt

k k
/ \g\dxgz\ej|/ M) dz = 3 les Amn (A7) < 0
R™ o R™ o

Also ist x — g(x) A,,-integrierbar.
(iii) Schliefllich folgt aus Satz 6.2 und (6.3)

k
| e zej ) =3 [

i=0 R™

J
:/m[ nfmydy]dx,

was die Behauptung beweist. m

An( HI])dm:/ gdz

6.5 Bemerkung In der Definition der Menge C(m, n) haben wir die ersten m Ko-
ordinaten von R™"" willkiirlich ausgezeichnet. Genausogut hitten wir die letzten
n Koordinaten auswihlen und statt mit A, (Af,) mit A, (A¥) fir A,-fa. y € R”
argumentieren konnen. Mit dieser Definition von C(m,n) hitten wir offensichtlich
ebenfalls gefunden, daf§ C(m,n) = L(m + n) gilt. Dies bedeutet, daf wir in Lem-
ma 6.4 die Rollen von = und y vertauschen diirfen. Also gilt fiir f € EF(R™", E):

(i) f(,y) € EF(R™,E) fiir \p-fa.y € R";
(ii) Die E-wertige Funktion y — [, f(2,y)dx ist \,-integrierbar;

(iii) foman fd(@,y) = [ou[fm f(@,y) dz] dy.
Insbesondere finden wir

LU remaaa= [ [ rew]a

fir f € EF(R™™, E). Mit anderen Worten: Das Integral Jgmn fd(z,y) kann im
Falle einfacher Funktionen iterativ berechnet werden, wobei die Integrationsreihen-
folge irrelevant ist. m

Anwendungen des Cavalierischen Prinzips

Es ist das Hauptresultat dieses Paragraphen, dafl die Aussage von Bemerkung 6.5
iiber die iterative Berechnung von Integralen fiir beliebige integrierbare Funktio-
nen f richtig ist. Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir zuerst einige Anwen-
dungen des Cavalierischen Prinzips, also des Falles f = x4.
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6.6 Beispiele (a) (Geometrische Interpretation des Integrals) Fiir M € L(m)
und f € Lo(M,R™) gehort

Spi=8pm={(2,y) ER"xR; 0<y< f(z), ze M}

zu L(m + 1), und es gilt

R
[ fiz=nna(s).
M
d.h., das Integral [, fdx stimmt mit Sy
dem (m + 1)-dimensionalen Lebesgue-
schen Maf3 der Punktmenge unter dem | > R™

Graphen von f iiberein. M

Beweis Mit fi := prp und fo := f o prgm gehoren fi und fo zu Lo(M x R,R™"), und
es gilt Sy = 1[0 < f1 < f2]. Also impliziert Satz 1.9 die Ap41-MeBbarkeit von Sy. Wegen
(Sf)i) = [0, f()] fiir z € M folgt A1 ((S)() = f(x), und somit

Am+1(Sy) = /Rm )\1((Sf)[z]) dx = /Mfdx ,

aufgrund von Satz 6.2. m

(b) (Spezieller Transformationssatz) EsseienT € L(R™), a € R™ und M € L(m).
Ferner seien ¢(z) :=a+ Tz fir x € R™ und f € £1(p(M)). Dann gehért fo ¢
zu L1(M), und

/ fdy:|detT|/ (fow)de . (6.4)
e (M) M

Insbesondere ist das Lebesguesche Integral bewegungsinvariant, d.h., fiir jede Be-
wegung ¢ des R™ gilt

=] foe. senmm.

Beweis (i) Nach Theorem IX.5.12 bildet ¢ die o-Algebra £(m) in sich ab. Also ge-
hort (M) zu L(m), und Theorem 1.4 impliziert, dal f o ¢ in Lo(M) liegt. Die Zerlegung
f=f—fo+i(fs— fa) mit fj € L4 (Lp(M),R+) zeigt, dal wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit den Fall f € £1(¢(M),RY) betrachten kénnen. Aus (a) folgt dann

/ = Ams1(Ss,000n)) s / Fop=Ant1(Srop.m) - (6.5)
o(M) M

(ii) Wir setzen @ := (a,0) € R”™ x Rund T'(z, t) := (Tx,t) fiir (z,£) € R™ x R. Dann
gelten a + T'(Sf-,) = Sy und detT = det T, denn die Darstellungsmatrix von 7" besitzt

IMan vergleiche die einfithrenden Bemerkungen zu Paragraph VI.3.
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die Blockstruktur o
-~ T 0
[T} - |: 0 1 } .
Korollar 1X.5.23 und Theorem [X.5.25 implizieren deshalb
Am41(S5) = Amy1 (T(Ssop)) = [det T Amy1(Ssop)

was wegen (6.5) die Formel (6.4) beweist. Die Integrierbarkeit von f o ¢ ist nun eine
Konsequenz aus Bemerkung 3.11(a). m

(c) (Das Volumen des Einheitsballes in R™) Fiir m € N* gilt
T2
I'(1+m/2)’
insbesondere: A (B') =2, \o(B?) =7, A\3(B®) = 47/3.
Beweis Mit wp, := A\ (B™) erhalten wir aus

dem Cavalierischen Prinzip und den Bemerkun- A [y]
gen IX.5.26(b) und 6.5 (B™)" Vioy

o /1 YA

A1 ((Bm)[y]) dy

E v —
= /_11 Am—1 (V1 =2 B" ") dy m

Um das Integral

Am (B™) =

1 1
B = / (1 -y D72 gy = 2/ (1—y)" D%y, meNT,
-1 0
zu berechnen, fithren wir die Substitution y = — cosx mit dy = sin x dz durch und erhal-
ten Bp, = 2 fOﬂ/Q sin™ z dz. Aus dem Beweis von Beispiel VI.5.5(d) folgt
@2m-1)2m—-3)---- -1 2m(2m —2) - -+ -2
Bom = -7, Bomg1= .9,
2 om(2m—2)- -2 " T om 4+ 1) (2m—1) - - - 1
Somit finden wir By, B;m—1 = 2m/m und, weiter,
wm = Bnwm—1 = BpBm—1wm—2 = 2 Wm—2 . (66)
m
Aus wy = 2 folgt wa = Bowi = 2B2 = m, also mit (6.6),
™ (2m)™
- , il = .9
Wm0 I T o s 2m 4 1)

Diese beiden Ausdriicke kénnen mit Hilfe der Gammafunktion einheitlich dargestellt
werden, denn

3 7T
'(m+1)=m!, F(m+2>:2\n{+1 13- (2m+1)

(vgl. Theorem VI.9.2 und Aufgabe VI1.9.1). m
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Der Satz von Tonelli

Wir beweisen nun den angekiindigten Satz iiber die iterative Berechnung von Inte-
gralen fiir den Fall nichtnegativer numerischer Funktionen. Diese Version, der Satz
von Tonelli, wird uns im Falle E-wertiger Funktionen ein wichtiges Integrierbar-
keitskriterium liefern.

6.7 Theorem (Tonelli) Fiir f € Lo(R™T" RT) gilt:
(i) f(z,-) € Lo(R",RT) fiir Ap,-La. z € R™,
f,y) € Lo(R™,RT) fiir A\,-fa. y € R™;
(i) z— [pn f(x,y) dy ist \p,-meBbar,
Y — me x,y) dx ist \,-meBbar;
(iii) foman fd(@,y) = [om [Jon f(@,9) dy] do = [gu [ [om f(@,y) dz] dy.

Beweis (i) Nach Theorem 1.12 gibt es eine Folge (f;) in EF(R™T™, RY), die
monoton wachsend gegen f konvergiert. Der Satz iiber die monotone Konvergenz
liefert deshalb

im [ fdey)= [ fdey)  mE (6.7)

J R7n+n

Ferner gibt es aufgrund von Lemma 6.4 zu jedem j € N eine A,,-Nullmenge M;
mit f;(z,-) € EF(R™,RT) fiir z € M5. Setzen wir M := J; M, so folgt, wiederum
aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz,

A fi(z,y)dy 1 A fwy)dy,  zeM®. (6.8)
Lemma 6.4(ii), Satz 1.11, die Tatsache, dafl M eine A,,-Nullmenge ist und (6.8)
implizieren, daf} die numerische Funktion = — fR" flz,y)dy Ap-meBbar ist. Au-
Berdem folgt aus (6.7), Lemma 6.4(iii), (6.8) und dem Satz iiber die monotone
Konvergenz

/RTM fd(z,y) =lim fid(z,y) = lim fi(@,y) dy] dz

J RmA" J R™ |: R™

=/m[ [ seyay] .

Die verbleibenden Aussagen werden, unter Beachtung von Bemerkung 6.5, analog
bewiesen. m

6.8 Korollar  Fiir f € Lo(R™" E) gelte f =0 Apyn-fii. Dann gibt es eine
Am-Nullmenge M, so daf8 f(x,-) fiir jedes x € M€ \,-Lii. verschwindet.?

2 Analog gibt es eine \p,-Nullmenge N, so da8 fiir jedes y € N€¢ gilt: f(-,4) = 0 Apm,-f.ii.
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Beweis Der Satz von Tonelli liefert

/m[/n‘f@’y)ldy] dm:Am+n\f|d(x,y):o.

Somit gibt es gemiifl Bemerkung 3.3(c) eine \,,,-Nullmenge M mit

/ |f($7y)\dy=0a re M,

woraus, wiederum nach Bemerkung 3.3(c), die Behauptung folgt. m

Der Satz von Fubini fiir skalare Funktionen

Es ist nun leicht, den Satz von Tonelli auf den fiir die Anwendungen besonders
wichtigen Fall skalarer integrierbarer Funktionen auszudehnen.

6.9 Theorem (Fubini) Fiir f € £;(R™"™) gilt:

(i) f(x,-) € L1(R") fiir A\jp-fa. x € R™,
f(y) € L1(R™) fiir \,-fa. y € R";

(ii) z— fpu f (Jc,y) dy ist \p,-integrierbar,
Y — fpm f(z,y) dx ist \,-integrierbar;

(i) Sgmen £ A@9) = foon [fon f@y) dy] do = fpu [ fpm £(2,y) da] dy.

Beweis (a) Fiir f € £1(R™1",RT) folgt die Behauptung aus dem Satz von Tonelli
und Bemerkung 3.3(e).

(b) Im allgemeinen Fall verwenden wir die nach Korollar 2.12 giiltige Dar-
stellung f = f1 — fo +i(fs — fu) mit f; € £,(R™*" R"). Damit erhalten wir die
Behauptung aus (a) und der Linearitéit des Integrals. m

6.10 Korollar Es seien A € L(m) und f € L1(A). Ferner bezeichne (j1,. .., jm)
eine Permutation von (1,...,m). Dann gilt

/Afdx:/ / /f dmh)---dmjm_l)dxjm.

Der Satz von Fubini garantiert die Vertauschbarkeit der Integrationsreihen-
folge fiir integrierbare Funktionen. In Kombination mit dem Satz von Tonelli ergibt
sich ein einfaches, flexibles und duflerst wichtiges Kriterium fiir die Integrierbarkeit
von Funktionen mehrerer Variabler und gleichzeitig ein Verfahren zur expliziten
Berechnung von Integralen.
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6.11 Theorem (Fubini-Tonelli) FEs seien A € L(m +n) und f € Lo(A).

(i) Ist eines der Integrale

/m{/n|f(:c7y)|dy]dx, /"[/m|f(x,y)|dx]dy, A|f‘d(m7y)

endlich, so ist es jedes von ihnen, und sie sind alle einander gleich. In diesem
Fall ist f integrierbar, und es gelten die Aussagen von Theorem 6.9 fiir f.

(ii) Sind prgm(A) meBbar® und f integrierbar, so gilt
/fd(fﬂvy)=/ [/ f(x,y)dy} d .
A prpm (A) “J Ay

Beweis Wegen fe Lo(R™™) folgt die erste Aussage unmittelbar aus dem Satz
von Tonelli. Geméfl Theorem 3.9 ist dann f, und somit f, integrierbar, und die
Behauptung ist offensichtlich. m

6.12 Bemerkungen (a) Die Auszeichnung der ersten m Koordinaten stellt keine
Einschrinkung der Allgemeinheit dar, da aufgrund von Korollar 6.10 diese Anord-
nung stets durch eine Permutation hergestellt werden kann.

(b) In der Regel 16t man bei [g.[ [on f (2, y) dz] dy die Klammern weg und schreibt

/ f(z,y)dedy (6.9)
n Jrm

etc. Diese Notation ist immer so zu verstehen, dafl die Integrale ,,von innen heraus®
ausgewertet werden, d.h., es wird zuerst bei festem y das Integral me f(z,y)dx
berechnet und das Resultat anschlieBend beziiglich y iiber R™ integriert. Das ite-
rierte Integral (6.9) ist zu unterscheiden von dem (m + n)-dimensionalen Integral

[ tden = [ fdhe..
]R7n+n ]R7n+n

(c) Es gibt f € Lo(R?)\ £1(R?) mit

/R/Rf(m’y)dxdy:/R/Rf(m,y)dydx:0.

Also kann aus der Existenz und Gleichheit der iterierten Integrale nicht auf die
Integrierbarkeit von f geschlossen werden.

3Wie Bemerkung I1X.5.14(b) zeigt, ist dies i.allg. nicht der Fall.
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Beweis Es sei f: R? — R durch

zy
flz,y):={ @ +y?)?’ (@9) #(0,0), (6.10)
0, (.f,y):(0,0) s

erklart. Dann ist f Ao-mefbar. Fiir jedes y € R konvergiert das uneigentliche Riemann-
sche Integral [, f(z,y)dz absolut. Auflerdem ist f(-,y) ungerade. Fiir jedes* y € R gilt
also [5 f(z,y)dx =0, und folglich, wegen f(z,y) = f(y, z),

/R/Rf(‘”’y)d””dy:/R/Rf(x,y)dydz:o.

Nehmen wir an, f wire integrierbar. Dann wire x — [, |f(z,y)| dy nach dem Satz von
Fubini ebenfalls integrierbar, was wegen

lzy| 1

nicht richtig ist. m

(d) Es gibt g € Lo(R?)\ £1(R?) mit

O<’/R/Rg(m,y)dxdy’:‘/R/Rg(m,y)dydx <00 .

Beweis Es seien f die Funktion aus (6.10) und h € £1(R?) mit [ hd(z,y) > 0. Dann
hat g := f + h die behaupteten Eigenschaften. m

6.13 Beispiele (a) (Mehrdimensionale GauBsche Integrale) Fiir n € N* gilt

/ el gy = 7n/2

Beweis Mit |z|?> = 2§ + --- + 22 und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
folgt aus dem Satz von Tonelli

_IZIZ _z2 _z2 —IZ
e dx = e e "2.....e "ndyy- - -daoy
R™ R R
- —12- —t2 i
= H e idxj= ( e dt) .
=1 /R R
Nun erhalten wir die Behauptung aus Anwendung VI.9.7. m

4Der Fall y = 0 ist in der angegebenen Argumentation enthalten, folgt aber einfacher aus der
Tatsache, da8 f(-,0) = 0.
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(b) (Eine Darstellung der Betafunktion) Fiir v,w € [Rez > 0] gilt®

I'(v)I(w)

B(v,w) = T +w) °

Beweis Wir setzen A := { (s,t) € R*; 0<t< s} und definieren 7y : A — C durch
Yow(s,t) = t"" (s — )L™ fiir v,w € [Rez > 0]. Mit v, () :=t*"e™" fiir £ >0 er-
halten wir aus dem Satz von Tonelli

[ utsvldtsty = [ [ ot ol dsa
A 0o Jt

:(/0 e () dt) (/O rew(s)ds) = D(Rev)D(Rew) < oo .

Also ist vy, integrierbar, und der Satz von Fubini liefert in analoger Weise
/ oo (s, t) d(s,t) = / / (5, 8) ds dt = T(0)T(w) (6.11)
A o Jt

Wegen A, = [0, s] fiir s > 0 und pr, (A) = R™ erhalten wir aus (6.11) und Theorem 6.11(ii)

(o) (w) = /Ooo(/o 7 (s - ) dr) e ds

Die Substitution r = ¢/s im inneren Integral und die Definition der Betafunktion liefern

oo 1
L(v)I'(w) = / </ PN =)t dr) s e T ds = B(v,w)T(v +w) ,  (6.12)
0 0
also die Behauptung. m

An Beispiel (b) sieht man deutlich, wie komplizierte Integrale durch geschick-
te Wahl der Integrationsreihenfolge gegebenenfalls einfach ausgewertet werden
konnen.

Der Satz von Fubini fiir vektorwertige Funktionen®

Wir wollen nun beweisen, dafl der Satz von Fubini auch fiir EF-wertige Funktionen
richtig ist, und einige Anwendungen aufzeigen. Dazu benttigen wir die folgenden
Hilfsbetrachtungen.

5Vgl. Bemerkung V1.9.12(a).
6Die nachfolgenden Ausfithrungen dieses Paragraphen konnen bei der ersten Lektiire iiber-
schlagen werden.
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Es sei A€ L(m+n) von endlichem Maf. Nach Satz 6.2 und Korollar 6.3
gibt es eine A,,-Nullmenge M mit A, € L£(n) und \,(Ap,)) < oo fiir x € M¢. Wir
fixieren g € [1,00). Wegen [x,,|? = x4, gilt

| @l dn = [ )y = M) < oo

Wenn wir, wie in Paragraph 4 vereinbart, xa,, mit der Aquivalenzklasse aller

Funktionen, die A,-f.ii. mit y — xa,, (y) tibereinstimmen, identifizieren, erhalten
wir die Abbildung
M — F:=Ly([R"), =z xa,

Da F' ein Banachraum ist, konnen wir ihre Mef3- und Integrierbarkeitseigenschaften
untersuchen.

6.14 Lemma Es habe A € L(m + n) endliches MafB. Dann ist die A,,-£.ii. definierte
F-wertige Abbildung x +— X a,,; Am-mefbar.

Beweis Wir bezeichnen mit ¥4 : R™ — F die triviale Fortsetzung von x +— x Apy -

(i) Es sei A eine Ay, 4n-Nullmenge. Gemé Bemerkung 6.1(h) gibt es eine
Am-Nullmenge M, so dafi A, fir € M¢ eine A\,-Nullmenge ist. Deshalb gilt
Ya(x) =0in F fir x € M€, woraus die Behauptung folgt.

(ii) Es sei nun A ein Intervall der Form [a, b) mit a,b € R™*". Dann setzen
wir Jy = [[}1, [ay,b;) und Jp := H;’:::H[aj,bj). Wegen A = J; x Jo gilt

XA[z] = X1 ($) XJz s HAS R™ 5
und wir erkennen, daff ¢4 in diesem Fall zu EF(R™, F') gehort.

(iii) Es seien A C R™*" offen und (I;) eine disjunkte Folge von Intervallen
der Form [a,b) mit A =J; I; (vgl. Satz IX.5.6). Wir setzen

k
fe=Y 5, keN.
=0

Nach (ii) und Bemerkung 1.2(a) ist (fx) eine Folge in EF(R™, F'). Ferner gibt es
eine \,,-Nullmenge M mit

E

lvate) = fel@llp = |

v @) = (3 X, )] dy
j=0

:)\n( U (Ij)[z]) = Z An((—rj)[x])
j=k+1 Jj=k+1

fir x € M°. Aulerdem hat A, nach Korollar 6.3 endliches Maf, und es gilt
A (Ap) = Zjoo:o M (1)) fiir @ € M¢. Also konvergiert (fy,) in F Ap-f.ii. ge-
gen ¥4, und wir erkennen, dafl ¥4 zu Lo(R™, F') gehort.
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(iv) Es sei A eine Gs-Menge. Der Beweis von Korollar IX.5.5 zeigt, dal es
eine Folge (O;) offener Mengen gibt mit Ap,4,(0;) < 0o und A = (1 O;. Wir set-
zen fi:=Ynk_ o, und Ry, := ﬂ?:o O;\ A fiir k € N. Dann ist (f;) eine Folge in

j=0Yij
Lo(R™, F) (vgl. (iii)), und (Rg) ist eine absteigende Folge mit (;—, Rr = 0 und
Amn(Ro) < 0o. Ferner gilt

1 fe(x) — pa(@)||f = /Rn Xy 0,y @) = X )| dy = A ((Bi)1a)

fir \,,-f.a. @ € R™. Die Stetigkeit von ), von oben impliziert somit, dafi (f%)
Am-f.1. gegen 14 konvergiert. Aus Theorem 1.14 folgt nun, daf ¢4 zu Lo(R™, F)
gehort.

(v) SchlieBlich sei A € L(m +n) mit Ay4n(A) < co. Aufgrund von Korol-
lar IX.5.5 gibt es eine Gs-Menge G mit G D A und A4, (G) = A\pgn(A4). Nach
Satz I1X.2.3(ii) ist N := G\ A eine A\, ,-Nullmenge mit ¥4 = g — Uy Ap-fil
Nun folgt die Behauptung aus (i) und (iv). m

6.15 Korollar Es seien p,q € [1,00), und ¢ € EF(R™", E) habe einen kompakten
Tréiger. Dann ist die Ly(R", E)-wertige Funktion x — [¢(z,-)] Ap-Lii. definiert
und zur p-ten Potenz integrierbar, d.h.,

/ ||g0($7 ')Hiq(Rn,E) dr < oo .
Rm
Im Fall p = q gilt dies fiir jedes ¢ € EF(R™™, E).

Beweis Aufgrund der Minkowskischen Ungleichung geniigt es, dies fiir ¢ := ex 4
zu beweisen, mit e € F und A € L(m + n), wobei A endliches Ma8 hat, falls p = ¢,
und A beschrankt ist, falls p # q.

Nach Lemma 6.14 gibt es eine \,,-Nullmenge M, so dafl die Funktion
M¢— L,(R"), x+— XA,

Am-meBbar ist. Wegen ¢(z,-) = exa,, folgt (z— p(z,-)) € Lo (M€, Ly(R™, E)).
Aufgrund von

1/q 1/ ¢
ot My = (| Teltcas @) = el PlAm)] 7. e nre,

erhalten wir

[ ey = [ Al

Im Fall p = ¢ ergibt Satz 6.2

/ An(Ap)) d2 = A (A) < 00 .
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Es sei also p # ¢. Da ¢ einen kompakten Tréiger hat, gibt es kompakte Teilmengen
K CR™und L C R" mit A C K x L. Somit gilt Af,; C L, was Ay (Ap) < An(L)
fiir \,-f.a. © € R™ impliziert. Hieraus leiten wir

A ( P/de—/ A (AP T dz < A (L)P/9 M (K) < 00

R™

ab, also die Behauptung. m

Nach diesen Vorbereitungen, die wir, fiir weitere Anwendungen, allgemeiner
als augenblicklich benétigt abgefat haben, kénnen wir den Satz von Fubini im
E-wertigen Fall beweisen.

6.16 Theorem (Fubini) Fiir f € £1(R™", E) gelten die folgenden Aussagen:
(i) f(z,-) € L1(R", E) fiir A\p,-f.a. z € R™,
f(,y) € L1(R™, E) fiir \,-fa. y € R™;
(ii) z— fpu f (Jc,y) dy ist \p,-integrierbar,
Y — [pm f(z,y) dx ist \,-integrierbar;
(iii) faman fd(@,y) = [om [Jan f(@,9) dy] do = [go [ [zm f(@,y) dz] dy.

Beweis (a) Es sei f € £;(R™"", E). Dann gibt es eine £;-Cauchyfolge (f;) in
EF(R™™ E) und eine A\, 4,-Nullmenge L mit f;(z,y) — f(z,y) fiir (z,y) € L°.
Vermoge Bemerkung 6.1(h) finden wir eine A,,-Nullmenge M; mit

fj(mv ) - f(x, ) ) ALl (613)

fir € M{. Wir setzen F := Li(R", E) und bezeichnen mit ¢; die triviale Fort-
setzung von = — f;(x,-). Gemés Korollar 6.15 ist (¢;) eine Folge in £4(R™, F),
fiir die gilt

los =il = [ lles(@) = n(@lp do

- / / i) = fulx,y)| dyde .

Ferner zeigt Lemma 6.4

//Ifj(%y)—fk(m,y)ldyde/ 1 — el dCew) = 15— fill
R JRP Rt

und wir erkennen, da8 (¢;) eine Cauchyfolge in £, (R™, F') ist. Nach den Theore-
men 2.10 und 2.18 gibt es deshalb ein g € £1(R™, F), eine \,,-Nullmenge M und
eine Teilfolge von (¢;), die wir der Einfachheit halber wieder mit (¢;) bezeich-
nen, mit

lim ¢;(z) =g(z) , x € MS , (6.14)

]—)OO
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in Frund ¢; — gin £1(R™, F'). Fiir € MS sei g(x) € L1 (R", E) ein Représentant
von g(z). Dann gibt es eine A,-Nullmenge N(z) und eine Teilfolge von (p;(z)),
fiir die wir wieder (¢;(x)) schreiben, mit

Jim fi(z,y) = i p;@)(y) = 9@)),  weM;, ye(N@),

in F. Somit impliziert (6.13), dal die Abbildungen f(z,-),g(z): R" — E fiir je-
des x € Mf N M§ \,-f.ii. iibereinstimmen. Lemma 2.15 zeigt nun, dal f(z,-) zu
L1(R", E) gehort und dafl

| s@wa= [ fepd. eceminmg, @)
gilt. Weiterhin folgt aus (6.13), (6.14) und Theorem 2.18(ii)

[ fewa= [ e@@a- [ s@wa= [ fepy 610
fir x € MY N Ms.

(b) Fiir p € F = Li(R", E) sei Ap := [, ¢dy. Dann gilt A € L(F,E), wie

aus Theorem 2.11(i) folgt, und die Aussage (iii) desselben Theorems impliziert,
daf8 durch g; := Ayp; eine Folge in £, (R™, E) erklart ist.

Aus Theorem 2.11(i) wissen wir, wegen

0@ = [ e@war= [ fwod. (617)
daB
|95 () — gk ()] = ‘/n(fj(%y) — fr(z,9)) dy‘ < /Rn [fi(z,y) = fr(a, )| dy

gilt. Also liefert Theorem 2.11(ii)

[sadde< [ [ |56 - )l dyde = 1~ fill

wo die letzte Gleichheit aus dem Satz von Tonelli folgt. Also ist (g;) eine Cauchy-
folge in £1(R™, E), und die Vollstéindigkeit dieses Raumes sichert die Existenz von
he £:(R™, E)mit g; — hin £, (R™, E). Folglich finden wir eine A,,,-Nullmenge M;
und eine Teilfolge von (g;), die wir wieder mit (g,) bezeichnen, so daf g;(z) — h(z)
fir € M$ und j — co. Wegen (6.17) folgt aus (6.16)

hiz)= [ flz,y)dy,  xeM{nMsnMs, (6.18)
R’VL

was die erste Aussage von (ii) beweist.
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(c) Wegen g; — hin £;(R™, E) und (6.17), (6.18) impliziert Theorem 2.18(ii)

/ A fj(w,y)dydxﬁ/ A f(z,y)dydx .

Schliellich folgt aus Lemma 6.4

/ fi(z,y) dy dx =/ fid(z,y),
m JRn Rm+n

und mit [pnan fd(z,y) =1y [pme. fjd(z,y) ergibt sich

/ L) Ty dyde = /R fde.

Damit haben wir den jeweils ersten Teil der Aussagen (i) und (ii) sowie die erste
Gleichheit von (iii) bewiesen. Es ist klar, dafl man die verbleibenden Behauptungen
durch Vertauschen der Rollen von z und y erhilt. m

6.17 Bemerkung Es ist offensichtlich, daf§ die Analoga zum Satz von Fubini-
Tonelli und zu Korollar 6.10 auch im E-wertigen Fall richtig sind. m

Die Minkowskische Ungleichung fiir Integrale

Als eine Anwendung der vorstehenden Betrachtungen beweisen wir nun eine kon-
tinuierliche Version der Minkowskischen Ungleichung fiir Integrale.

Im folgenden seien p, g € [1,00). Fiir f € Lo(R™"", E) zeigt Theorem 1.7(i),
daB | £]? zu Lo(R™ " RT) gehort. Also impliziert der Satz von Tonelli daB | f(z, -)|?
fiir Ap,-f.a. 2 € R™ in Lo(R™, RT) liegt und daB die \,-f.ii. definierte R -wertige
Funktion

v [ V)l dy

Am-meBbar ist. Also ist

11l .0 = (/Rm {/Rn [ (2, y)]0 dy]l’/qdm>1/p

in R" definiert. Man iiberpriift leicht, da8

Lipg R E):={fe€LoR™™E); |fllpg <0}

ein Untervektorraum von Lo(R™™", E) ist und daB durch |||, eine Seminorm

auf L, o (R™*", E) erklirt wird. Schlieflich setzen wir

EF.(R™" E):={fe&F(R™™ E); supp(f) ist kompakt } .
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6.18 Lemma EF.(R™'", E) ist ein dichter Untervektorraum von L, ,(R™*" E).

Beweis (i) Es seien f € L, 4 (R™"™, E) und (gi) eine Folge in EF(R™", E)
mit gx — f f.ii. Wir setzen Ay, := [|gr] < 2[f]]NEB™" und fi, := x4, 9. Dann
ist (fi) eine Folge in EF,(R™*" E), und es gibt eine A, ,-Nullmenge L mit

fk('ray) - f('r’y) ) (as,y) eLe. (619)

Ferner gilt
[fe = fI<[fel +1f1<3If], keN. (6.20)

(ii) Wegen (6.20) folgt aus dem Satz von Tonelli und Theorem 3.9, daB es
eine \,,-Nullmenge Mj gibt mit

|f(z:) = fulz, )% [ f (2, )T € Lo(R") reMg, keN. (6.21)

Weiterhin impliziert Bemerkung 6.1(h), dafl es eine A,,-Nullmenge M; gibt, so
dafl L, fiir jedes z € MY eine \,-Nullmenge ist. Wir setzen M := My U M; und
wihlen x € M¢. Aus (6.19) lesen wir fr(x,y) — f(x,y) fir y € (Lj,))¢ ab. Wegen
(6.20) und (6.21) kénnen wir auf die Folge (|f(z,-) — fi(z,-)|P), o den Satz von
Lebesgue anwenden, und wir finden

lim |f(z,y) = fr(z,y)|?dy =0, xe M.

k—o0 Rn

Wir setzen
ooi= (o= ([ 10w - iworan)™) " ke,

Dann konvergiert die Folge (¢r) Ap-f.ii. gegen 0.
(iii) Schliefllich sei

pim(emw ([ Fapray)”)

Wegen f € L, (R™*™ E) gehort o zu £1(R™), und (6.20) impliziert 0 < ¢, < ¢
Am-f.il. fiir k£ € N. Somit kénnen wir den Satz von Lebesgue auf (p;) anwenden
und erkennen, daf8 ([, ¢x)ren eine Nullfolge in R ist. Wegen

/m or = /m[/ f(x,y) —fk(%y)\qdyr/qdfﬂ = If = fillGpq)

folgt nun die Behauptung. m

Man iiberpriift leicht, da N := { f € Lo(R™"",E) ; f =0 f.ii. } ein Unter-

vektorraum von L, ) (R™" E) ist und daB f genau dann zu N gehért, wenn

p,q)(
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||f||(p7q) = 0. Somit ist
L(pyq)(Rnﬂ_na E):= c(p,q) (Rm+na E)/N

ein wohldefinierter Vektorraum, und durch [f]+— ||f]|;q wird eine Norm auf
Lp.o)(R™™ E) definiert, die wir wieder mit [|-(,4) bezeichnen. Im folgenden

versehen wir den Raum L, ,)(R™"" E) stets mit der von |-, induzierten
Topologie.

Wir setzen

EF.R™" E):={[f] € LoR™™ E); [fINEF.(R™™ E)#0} .

6.19 Bemerkungen (a) EF.(R™"" E) ist ein dichter Untervektorraum von
Lo (R E).

Beweis Dies folgt aus Lemma 6.18. m

(b) Essei f € Lo(R™", E). Gehort f(x,-) fiir fa. 2 € R™ zu £,(R", F) und gilt

o ([ Wtepiran) ) e yme.

so gehort [f] zu L, o (R™", E).
(¢) Lppy(R™ ™ E)=L,(R™"" E).

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 4.9(b) und dem Satz von Fubini-Tonelli. m

(d) EF.(R™, E) ist ein dichter Untervektorraum von L,(R", E).

Beweis Dies ist eine Konsequenz aus (a) und (c).

~

Essei g € EF(R™*", E). Nach Korollar 6.15 gehort Tyg := (2 +— [g(z,")])
zu £,(R™, Ly(R", E)). Bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von Tyg beziiglich des
Untervektorraumes aller Elemente aus Lo (R™, Ly(R", E)), die Ay,-f.ii. verschwin-
den, mit [Tog], so gilt [Tog] € L, (R™, Ly(R™, E)). Ferner folgt aus Korollar 6.8,
daB [Tog] = [Toh], falls g,h € EF(R™™, E) A\ yn-f.il. iibereinstimmen. Somit ist

T: EF.(R™", E) — Ly(R™, Ly(R", E)) , [g] = [Tog]
eine wohldefinierte lineare Abbildung.
6.20 Lemma FEs gibt eine eindeutig bestimmte Erweiterung
Te ‘C(L(P#I) (Rm+n7 E)’ LP (Rma Lq(an E)))

von T, und T ist eine Isometrie mit dichtem Bild.
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Beweis (i) Fiir f € EF.(R™™™ E) sei g € f NEF(R™™ E). Dann gilt

p - P q
L e myde= [ ([ latwlras)™ a = lall, = 111, -

Also ist T € L(EF.(R™" E), L,(R™, Ly(R", E))) eine Isometrie. Nun folgt aus
Theorem VI.2.6 und Bemerkung 6.19(a) die Existenz einer eindeutig bestimmten
isometrischen Erweiterung 7" von T

(ii) Wir setzen F := L,(R", E') und wihlen w € £,(R™, F) und £ > 0. Aus
Bemerkung 6.19(d) folgt, dafl es ein p € EF(R™, F) gibt mit ||w — ¢, < £/2. Es
sei Z;:o XA J]?j die Normalform von ¢. Dann ist U;:O Aj; beschriankt in R™, und
= Z;ZO Am(A4;) ist endlich. Im Fall a = 0 gilt

[wllp = llw—=TO0[, <e/2.

Im Fall @ > 0 wihlen wir fiir jedes j € {0,...,7} einen Représentanten f; von f;
und ¢; € EF.(R", E) mit

[ = fillg < @ VP(r+1)7V7e

Ferner sei

= ZXAJ- (@)¥;(y) , (z,y) e R™T™

Mit ¢; = ZZ”;:O XB, ek, fir j € {0,...,7} gilt dann

T8 T8
h= "3 XA, XBy €k = D D XA xBy, €k;

7=0 k;=0 J=0 k;=0

und wir erkennen, daf h zu EF,(R™™ E) gehort. SchlieBlich bezeichne g die
Aquivalenzklasse von h in Lo(R™"" E). Dann gehért g zu EF.(R™" E), und
Tg= Z;ZO[XA]-%}. Aus der Hélderschen Ungleichung (fiir Summen) und aus

X,24 = x4 folgt

|oma=eti= [ /\ZXA ~ 1) @] o
< (rb 1yl // ZXA Vs ) — 51y
(r+1p/q/n[ZxA )i — £1%]" e

(r+1)P/7 ZA i) by — 1%
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Also gilt /
ITg =l < /P (r+ 1)1 max [ — fillr <e/2,

und folglich |T'g — wl|, < . Da dies fiir jede Wahl von w und ¢ gilt, sehen wir,
dafl das Bild von T, also insbesondere das von 7', dicht ist. m

Wie iiblich schreiben wir wieder T fiir T'. Auflerdem unterscheiden wir, wie in
Paragraph 4 festgelegt, fiir Elemente aus Lebesguerdumen in der Schreibweise nicht
zwischen den Restklassen und ihren Reprisentanten. Dies bedeutet, dafi wir 7' f(x)
fiir f € Ly (R™™™, E) einfach mit f(z,) bezeichnen. Mit diesen Vereinbarungen
besagt Lemma 6.20, dafl

T: Lipo(R™E) — Ly(R™, Ly(R™, E)) ,  f+ (z+— f(z,")) (6.22)
eine lineare Isometrie mit dichtem Bild ist.

Nun ist es leicht, die folgende kontinuierliche Version der Minkowskischen
Ungleichung zu beweisen.

6.21 Satz (Minkowskische Ungleichung fiir Integrale) Fiir 1 < ¢ < oo gelten die
folgenden Abschétzungen:

O (L el w) < [ rera) e

fiir f € Lo(R™T" E).

O (L] e w) < [ sra] e <o
fir f € L1,4(R™™ E).

Beweis Im Fall (i) konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anneh-

men, dafl
1/q
L irewrra] o< oo

Dann gehort | f| zu £, (R™ "™, R), und die Behauptung ist ein Spezialfall von (ii)
(mit f ersetzt durch |f| und E durch R). Es sei also f € L 4)(R™™, E). Dann
folgt aus Lemma 6.20 und Theorem 2.11(i) (mit E ersetzt durch L,(R", E)), da8

/ Tfdx = f(z,-)dz € Ly(R", E)
m R™

qd)l/q— Tfd <[ s d
vy = H/m ! m’Lq(]R",E) - /Rm Mo z)

- [ ([ vewra) " a

und

(L.

gilt. m

f(z,y)dz

R™
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Eine Charakterisierung von L,(R""" E)

Als eine weitere Konsequenz von Lemma 6.20 erhalten wir die folgende oft benutzte
Verallgemeinerung und Verschérfung des Satzes von Fubini.

6.22 Theorem Fiir 1 <p < oo ist
L,(R™" E) — L,(R™, L,(R", E)) , fr (z— f(z,")
ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis Essciv € L,(R™, L,(R", E)). Nach Lemma 6.20 gibt es eine Folge (f;) in
L,(R™*", E) mit lim; T f; = vin L,(R™, L,(R", E)). Weil T eine lineare Isometrie
ist, folgt leicht, daB (f;) eine Cauchyfolge in L,(R™"", E) ist. Bezeichnen wir ihren
Grenzwert in L,(R"™™, E) mit f, so gilt T'f = v. Also ist T surjektiv. Dies beweist
die Behauptung. m

Vermoge dieses isometrischen Isomorphismus kénnen wir die Banachraume
L,(R™™™ E) und L,(R™, L,(R", E)) miteinander identifizieren:

LP(Rm+n7E) = LP(Rm7LP(RnaE)) .

6.23 Bemerkungen (a) Die Aussage von Theorem 6.22 ist falsch fiir p = oo, d.h.
Loo (R E) # Lo (]Rm7 Lo(R™, E)) .

Beweis Es scien A := { (z,y) € R?;0<y<z<l1 }und f := xa. Da A Ay-meBbar ist,
gehort f zu Leo(R?). Wegen

X[0,z] » OSI’Sl,
a(x) = f(a:,->—{ o
sonst ,

gehort g(z) zu Leo(R), und ||g(x)]leo <1 fiir € R. Aber g gehort dennoch nicht zu
Leo (R, Leo(R)), denn die Abbildung g: R — Leo(R) ist nicht A;-meBbar. Um dies zu
sehen, geniigt es nach Theorem 1.4 zu zeigen, dafl g nicht \;-fast separabelwertig ist.
Dazu beachten wir, daB fiir = € (0,1] gilt

lg(z) =g Mlram =1,  reR\{z}. (6.23)
Wire g A1-fast separabelwertig, so gébe es eine A1-Nullmenge N C R und eine Folge (7;)
in R mit

inflg(@) ~ g(r)lleo <1/2,  TEN". (6.24)

Wegen A1 ((0,1]\ N) =1 ist (0,1]\N iiberabzéhlbar. Somit folgt aus (6.23), daB (6.24)
nicht gelten kann. Folglich ist g nicht \;-fast separabelwertig. m

(b) In Verallgemeinerung von Theorem 6.22 kann man zeigen, daf fiir beliebige
p,q € [1,00) die Abbildung

Lpo@®R™" E) = L,(R™, Ly(R", E)) , [~ (z+— f(z,"))

ein isometrischer Isomorphismus ist. Also ist L, o) (R™*", E) vollstindig. m
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Ein Spursatz

Aus Beispiel 1X.5.2 und der Bewegungsinvarianz des Lebesgueschen Mafles folgt,
daf} jede Hyperebene I' des R" eine \,-Nullmenge ist. Also ist fiir u € L,(R™) die
Einschréankung «|I", die ,,Spur® von w auf I', nicht definiert, da uw auf I ,beliebig
abgeédndert“ werden kann. Als eine weitere Anwendung des Satzes von Fubini-
Tonelli zeigen wir nun, dafl man dennoch fiir Elemente gewisser Untervektorrdume
von L,(R"™) eine Spur auf I" definieren kann. Dies ist natiirlich trivialerweise fiir den
Untervektorraum C!(R™) der Fall. Die Bedeutung der nachfolgenden Uberlegung
liegt darin, dafl dieser Raum nicht mit der Supremumsnorm, sondern mit der
L,-Norm versehen wird, wobei allerdings Ableitungen herangezogen werden. Im
néchsten Paragraphen werden wir die Bedeutung dieser Unterrdume von L,(R")
besser verstehen.

Im folgenden betrachten wir die Koordinatenhyperebene I' := R"™ ™! x {0},
die wir auch mit R" ! identifizieren. Fiir v € C(R™) definieren wir die Spur ~yu
von u auf I' durch yu := u|I", d.h.

(yu)(z) := u(z,0) , reR".

Dann ist v: CH(R") — C.(R"™"), u ~— yu eine wohldefinierte lineare Abbildung.
Es sei nun 1 < p < co. Wir versehen C!(R") mit der Norm

- 1/p
el = (ol + > I95ull})
j=1
und setzen
Hy(R") := (CER™), [|-]l1,5)
D . c ’ Lp) -
Da C.(R™™ 1) ein Untervektorraum von L, (R™ 1) ist, ist
v BYRY) = LR, we

eine wohldefinierte lineare Abbildung, der Spuroperator beziiglich I' = R" . Der
folgende SPURSATZ zeigt, daf} v stetig ist.

6.24 Satz ~ € E(?I;(R"),Lp(Rn_l)) fiir 1 < p < oo.

Beweis Wir definieren h € C1(R) durch h(t) := [t|P~1¢t. Fir v € CHR") folgt
aus der Kettenregel d,,h(v) = h/(v)d,v. Somit ergibt der Fundamentalsatz der
Differential- und Integralrechnung, unter Beriicksichtigung des kompakten Tréigers
von v,

—h(v(z,0)) = /000 Onh(v)(z,y)dy = /000 W (v(z,y))Onv(z,y) dy | reR"L,
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Wegen h'(t) = p|t|P~! finden wir
o0 = [ 0)| < [ W (o) Pusta )] dy

—) / o, ) [P~ |80, y) | dy -
0

Ferner zeigt die Youngsche Ungleichung

p

1 1
¢lin < &+ pn” . &nel0,00).

p

Hiermit erhalten wir

oo

oz, 0" < (p— 1) / " ol )P dy + / 1Bav(z,y) P dy -

Mit ¢, := max{p — 1,1} folgt nun aus dem Satz von Fubini-Tonelli

/\v(mﬂ)\pdx
]Rn—l
<o heoPden+ [ aetPde).
R*—1xR R*—1xR

Also ergibt sich

(6.25)

||’YUHL’,(]R"*1) S C”U”f];(Rn) 5 NS H;(Rn) s

1/

mit ¢ := ¢,/”, was die Behauptung beweist. m

6.25 Bemerkung Es bezeichne H™ den oberen Halbraum des R",
H" :=R"! x (0,00) = {(z,y) ER"!xR; y>0}.
Dann gilt I' = R"™* x {0} = 9H". Setzen wir
Hy(H") == ({u|H" ; ue Cc(R") |, []l1p) -

so ist }AI; (H") ein Untervektorraum von L,(H™), und aus der zu (6.25) analogen
Aussage folgt R
v € L(HY(H"), Ly(R"™1)) .

In diesem Fall ist yu fiir u € }AI; (R™) die Spur von v auf dem Rand OH", m

Aufgaben
1 Esseien B € £(n) und a € R"*!. Ferner bezeichne

Za(B) :={(2,0) +ta e R""" ; 2 € B, t€[0,1]}
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den ,,Zylinder mit der Basis B und der Kante a“, und
Ko(B) == {(1—t)(z,0) +ta e R"""" ; z € B, t€[0,1] }

sei der ,,Kegel mit der Basis B und der Spitze a“.

Man beweise, dal mit h := |an41| gilt:

(2) M+1(Za(B)) = hAn(B).

(b) Ant1(Ka(B)) = hAn(B)/(n+1).

Interpretiert man h als ,,Hohe“ des Zylinders Z,(B) bzw. des Kegels K.(B), so ist

nach (b) das Volumen eines n-dimensionalen Kegels gleich dem n-ten Teil des Volumens
eines Zylinders gleicher Basis und Hohe.

2 Esgelte 0 < r < a, und V,,, bezeichne das von der 2-Torusfliche Ti)r eingeschlossene
Gebiet in R®. Man zeige, daB V, , = 2r2ar?.

3 Essei J C R ein Intervall mit a := inf J und b := sup J. Ferner sei f € £o(J,R"), und
Ry := {(z,t) ER" x J; |z| < f(t)}

bezeichne den Rotationskorper, der durch , Drehung des Graphen von f um die ¢-Achse
entsteht. Man beweise, daf3

b

Ant1(Ry) = wn / (f@)" at,

a

wobei wy, das Volumen von B" bezeichnet, und man interpretiere diese Formel (im Fall
n = 2) geometrisch.

4 Essei K kompakt in R”, und fiir p € £1(K,R") gelte px := [, p(x) dz > 0. Dann ist

S(K,p):= pi /K:rp(:r) dz € R"

der Schwerpunkt von K beziiglich der Dichte p, und S(K) := S(K,1). Im folgenden seien
J :=[a, b] ein kompaktes perfektes Intervall in R sowie f € Lo(J,R"). Ferner sei

Ap={(z,y) eR*; 0<y < f(zx), z€J},

und Ry bezeichne den von f in R3 erzeugten Rotationskorper (Drehung um die z-Achse).
Man beweise:

(a) Fiir f € £1(J,RT) gilt
S(A7) = (S0 5:(40) = | o ([ as@ e, [(#@)? as)
(b) Fiir f € L2(J,RT) gilt

S(Ry) = (Ilfl\lé /:t(f(t))th,O,()) .
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(c) Fiir f € £1(J,R") gilt die erste Guldinsche Regel

b

Na(Ry) =7 / (F(@))? dz = 2782 (Ag)ha(Ay) |

d.h., das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem Fldcheninhalt
eines Meridianschnittes und der Lédnge des Weges, den der Schwerpunkt des Meridian-
schnittes” bei einer vollen Umdrehung durchlauft.®

5 (a) Fir a€[0,7/2) sei a:= (cosa,0,sina). Man bestimme den Schwerpunkt des
Zylinders Z,(B2) und des Kegels K, (B2) beziiglich der Dichte 1.

(b) Es sei Ay := { (z,y) ER?*; 0<y<e ™, &> O} fiir A > 0. Dann gilt S(A\) € Ax.
(c) Man gebe ein Beispiel mit S(Ay) ¢ Ay.
6 Essei K C R" konvex und kompakt. Man verifiziere: S(K, p) € K fiir p € £1(K,R").

7 Es bezeichne A, :={z € R" ; z; >0, 2w <1 } das Standardsimplex in R".
Man zeige:

(a) M(Ap) =1/n!.

() S(An) = (1/(n+1),1/(n+1),...,1/(n+1)).

8 Esseien f € L1(R™,K), g € L1(R", E) und F(z,y) := f(z)g(y) fiir (z,y) € R™ x R™.
Dann gehért F zu £1(R™" E), und es gilt

/ Fa,y)d@y) = | f@)de / oly) dy .
Rm+n n

R™M

9 FirD:={(z,y) €ER’; 2,y>0, x+y <1} gilt

/mmy"d(m,y): B(m+1,n+2), m,n € N .
D

n+1

10 Es ist zu zeigen, daB [ . y/Vz d(z,y) = 1.

11 Man zeige, daB fiir ¢ € C2(R", E) und j € {1,...,n} gilt: [;, d;¢dz = 0.
12 Essei f: (0,1) x (0,1) — R erklért durch

(a) flz,y) = (x —y)/(a® +y*)*/%

®d) f(z,y) = 1/(1 —zy)%, a>0.

Man berechne - —
/ / f(z,y)dedy , / / f(z,y)dydx ,
0 0 0 0

[ [ieoaa. [ [ i,

13 Es seien p,q € [1, 00]. Man zeige:

(a) Lp(R™) & Lq(R™), falls p # q.

(b) Ist X C R™ offen und beschrinkt, so gilt L,(X) C Lq(X), falls p > q.
7Also eines Schnittes mit einer Ebene, welche die Drehachse enthélt.

8Die erste Guldinsche Regel gilt auch fiir Rotationskorper, die nicht durch Drehung eines
Graphen entstehen (Aufgabe XII.1.11).
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In diesem Paragraphen nutzen wir die Translationsinvarianz des Lebesgueschen
MafBes aus, um mittels des Lebesgueschen Integrals ein Produkt auf L;(R"),
das Faltungsprodukt, einzufithren. Wir zeigen, dafl diese Operation nicht nur
auf L1 (R™), sondern auch auf anderen Funktionenréumen definiert ist und wichtige
Glattungseigenschaften besitzt. Wir verwenden diesen Sachverhalt unter anderem
dazu, Approximationssétze zu beweisen, die fiir die nachfolgenden Untersuchungen
von grofler Bedeutung sind.

Im folgenden betrachten wir vorwiegend Réume von K-wertigen Funktio-
nen, die auf ganz R™ definiert sind. In diesem Fall fithren wir in der Notati-
on weder den Definitions- noch den Bildbereich auf. Mit anderen Worten: Ist
F(R") = F(R",K) ein Vektorraum K-wertiger Funktionen auf R", so schreiben wir
einfach §, falls keine Mifiverstdndnisse zu beftirchten sind. Zum Beispiel steht L,
fiir L,(R") = L,(R",K), etc. Ferner bedeutet [ fdx stets [, fdz.

Die Definition der Faltung

Es sei F ein K-Vektorraum. Fiir f € Abb(R", F') definieren wir fe Abb(R", F),
die Gespiegelte von f, durch f(z):= f(—=x) fiir 2 € R". Die Abbildung f — f
heifit Spiegelung am Ursprung oder Zentralspiegelung.

Wir erinnern an die Definition der Translationsgruppe ¥ :={7,; a € R" }
in (IX.5.7). Nun definieren wir eine Operation' dieser Gruppe auf Abb(R", F),

T x Abb(R", F) — Abb(R™, F) , (7a,f) — Taf , (7.1)

durch
Tof(x) = f(z —a), a,r € R"™ . (7.2)

Also gilt
Taf = f OT—q = (Tfa)*f ;

wobel (7_4)* die in Paragraph VIIL.3 definierte Riicktransformation bezeichnet.

7.1 Bemerkungen (a) Fiir f € Abb := Abb(R",K) gilt f = (—idg» )" f.

(b) Die Spiegelung ist auf Abb und auf £, fiir p € [1,00] U {0} ein involutiver?
Vektorraumautomorphismus.

(¢) Essei E € { BC*, BUC* Cy ; k € N}. Dann gehort die Spiegelung zu Laut(E).
(d) Fiir f € Abb und =z € R" gilt
(ral) W) =mafW) = —y),  yeR".

1Vgl. Aufgabe 1.7.6.
2Eine Abbildung f € XX heit involutiv, wenn fo f = idx.
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(e) Es gelte n =1 und a > 0. Dann ist 7,: R - R, z— x+ o die Translation
auf R um a nach rechts. Die Definition (7.2) bewirkt, dafl der Graph von f ebenfalls
,um a nach rechts verschoben wird“.

Also operiert ¥ als Rechtstranslation auf Abb(R, F'), was eine Erklirung dafiir ist,
dafl 7, f als Riicktransformation der Linkstranslation 7_, auf R definiert ist. m

Es seien f,g € Ly, und O sei offen in K. Dann gilt
(raf)"HO) = (fom) " (O) =74 (f71(0)) , z€R".

Also folgt aus Korollar 1.5 und Lemma 1X.5.16, daB (17—, f)'(O) mefbar ist.
Folglich gehort 7—, f fir € R", wiederum wegen Korollar 1.5, zu £y. Nun leiten
wir aus den Bemerkungen 1.2(d) und 7.1(b) und (d) ab, dal y — f(z —y)g(y)
fiir jedes x € R™ zu Ly gehort. Falls diese Funktion fiir € R™ integrierbar ist,
definieren wir die Faltung von f mit g im Punkt = durch

fgla) = / f(x —y)g(y) dy .

Ferner sagen wir, f und g seien faltbar, falls f x g(z) fiir f.a. x € R™ definiert ist.
In diesem Fall heifit die f.ii.-definierte Funktion

frg=(z— frg())

Faltung von f mit ¢g. Sind f und ¢ faltbar und ist f % g zur p-ten Potenz in-
tegrierbar (bzw. wesentlich beschriankt fiir p = 00), so schreiben wir (leicht un-
prizis®) fxg € L,.

Wir zeigen nun, daff jedes Paar (f,g) € £, x £1 mit p € [1,00] faltbar ist.
Dazu benétigen wir die folgende Hilfsbetrachtung.

7.2 Lemma Fiir f € £y und (z,y) € R" x R™ = R*" seien

Fi(z,y) == f(x) und  Fy(z,y):= f(z—y).
Dann gehoren Fy und Fy zu Lo(R*™).

3Genauer bedeutet dies, da8 die triviale Fortsetzung von f * g zu £, gehort.
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Beweis (i) Es seien O offen in K und A := f~1(0). Dann gehort A zu £(n). Also
zeigen Bemerkung 6.1(b) und Satz 6.2, daB F; '(O) = A x R™ \g,-mefbar ist.
Nun folgt die Behauptung fiir F} aus Korollar 1.5.

(ii) Wir setzen ¢(z,y) := (x —y,y) fiir (z,y) € R" x R". Dann gehort ¢
zu Laut(R*"), und es gilt Fy = Fy o ¢. Somit folgt die Behauptung aus (i) und
Theorem IX.5.12. m

7.3 Theorem Es seien p € [1,00] und (f,g) € £, x L1. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) f und g sind faltbar.
(ii) (Youngsche Ungleichung) fxg e £, und | f*gl, <Ifllpllgll-

Beweis (a) Es sei zuerst p € [1,00). Dann folgt aus Lemma 7.2 und Bemer-
kung 1.2(d), daB (z,y) — f(z —y)g(y) zu Lo(R*") gehort. Aus der Holderschen
Ungleichung leiten wir

/|fz— Idy—/\f:v— Dl 19 (w) V7 19y )Wp dy

1/17/
/Ifx— )P latw)ldy) /\g )l dy)

ab. Hieraus und aus dem Satz von Tonelli erhalten wir

[ (116 - vstar)” e < gl [ [156 =Pl dy s
=gl [ 18~ )P drla)ldy

JF
— gl P FIE < 0

wobei wir beim letzten Schritt wieder von der Tanslationsinvarianz des Lebesgue-
schen Integrals Gebrauch gemacht haben. Somit finden wir?

([1[ 15— walas]ar)™ < sl Lol < oo (73)

Aus Bemerkung 3.11(c) ergibt sich nun [ |f(z — y)g(y)|dy < oo fiir f.a. x € R,
was, wegen Bemerkung 3.11(a), beweist, dal f mit ¢ faltbar ist. Nun folgt die
zweite Aussage aus (7.3).

(b) Im Fall p = oo gilt

/\fx— Yldy < || fllo llglls < oo, fa.z e R"

woraus (i) und (ii) unmittelbar folgen. m

4Diejenigen Leser, welche auch den letzten Teil des vorangehenden Paragraphen durchgear-
beitet haben, kénnen diese Abschitzung auch sofort aus der Minkowskischen Ungleichung fiir
Integrale ableiten.
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7.4 Korollar  Es sei ([f],[g]) € Lp x L1 mit p € [1,00]. Dann gilt

*

frxg=1[f*g fi. in R™
fir (F,9) < (171, o).

Beweis Aufgrund von Theorem 7.3 sind f * g, f x g und f * ¢ f.ii. definiert und
gehéren zu L,. Wegen

frag—fxg=Ffx(g-9) +(f—f)*J
erhalten wir aus der Youngschen Ungleichung

£ 9= F=all, < I£1, o= gll, + 117 = Al lal, =0

woraus die Behauptung folgt. m

Wir kénnen nun das Faltungsprodukt fiir Elemente aus L, X L; mit p € [1, 00]
erklidren. Aus Korollar 7.4 folgt niamlich, dafi die Abbildung

x: Lyx Ly — Ly, ([f].[g]) = [f * g]

wohldefiniert ist. Man nennt * Faltung auf L, x Ly und [f]* [g] := [f * ¢g] Fal-
tungsprodukt von [f] mit [g]. Es ist klar, daf§ die Faltung auch auf L; x L,, erklart
werden kann. Wir verwenden fiir diese Abbildung ebenfalls das Symbol .

Translationsgruppen

Um weitere Eigenschaften der Faltung effizient untersuchen zu kénnen, stellen wir
zuerst einige grundlegende Definitionen und Tatsachen iiber Darstellungen der
Translationsgruppe (R", +) auf Funktionenrdumen zusammen.

Es seien F' ein K-Vektorraum und V' ein Untervektorraum von Abb(R", F),
der unter der Operation (7.1) der Translationsgruppe ¥ invariant ist: 7,(V) C V
fir a € R". Dann induziert (7.1) durch Restriktion die Operation

ITxV =V, (Tay V) = T

der Translationsgruppe ¥ auf V. Fiir jedes a € R" ist Ty, := (v +— 7,v) eine lineare
Abbildung von V in sich, und aus

TaTobVU = Tag4pV , TOU =0V
folgt, daB T, ein Vektorraumautomorphismus von V ist mit (7))~ = T_,. Folg-
lich ist®
R™,+) = Aut(V), a—T,

5Vgl. die Bemerkungen 1.12.2(d) und 1.7.6(e).



X.7 Die Faltung 173

ein Gruppenhomomorphismus, eine lineare Darstellung der Gruppe (R", +) auf V.
Insbesondere ist
Ty ={T, € Aut(V) ; a € R" }

eine Untergruppe von Aut(V'), die Translationsgruppe auf V. Statt T, schreiben
wir meist wieder 7,, falls keine Mifiverstéindnisse zu befiirchten sind. Die Tatsache,
dal V' unter der Operation (7.1) invariant ist, bringt man auch dadurch zum
Ausdruck, dafl man sagt, (R™,4) sei auf V' linear darstellbar.

Ist V ein (semi-)normierter Vektorraum, so heift die Translationsgruppe ¥y
stark stetig, wenn lim, .o 7,v = v fiir jedes v € V gilt.

7.5 Bemerkungen (a) (R",+) ist auf Abb und auf B := B(R") linear darstellbar.

(b) (R, +) ist auf L linear darstellbar, und es gilt |74 f]lco = ||.f|| oo fiir f € Loo.

Beweis Es sei f € Loo. Dann gibt es zu jedem a > ||f||es eine An-Nullmenge N mit
|f(z)] < afiir z € N°. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgueschen Mafles (Theo-
rem IX.5.17) ist N, := 74(N) eine A\,-Nullmenge mit

Iraf(@)| =1f(x—a)l<a, 2€N;.

Also ist 74 f wesentlich beschriankt, und ||74 f|leo < || f]|loo. Wegen
[fllee = lI7=a(Taf)llee < [I7aflleo

folgt die Behauptung. m
(c) Die Translationsgruppen T und ¥,_ sind nicht stark stetig.
Beweis Fiir a € R"\{0} gilt ||[Taxs» — XBr|o = 1. m
(d) Ist Ty stark stetig, so gilt

(a—1of) € C(R", V), fev.

Beweis Dies folgt aus 7o f — 7of = Ta—b(76f) — 7o f fiir f €V und a,b € R". m

7.6 Theorem FEssei V = £, mit p € [1,00) oder V = BUC* mit k € N. Dann ist
(R™,4) auf V linear darstellbar, und die Translationsgruppe Ty ist stark stetig.
Ferner gilt ||7.f|lv = || fl|v fira € R" und f € V.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall V = BUC*. Dazu seien f € BUC*,
a € R" und € > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < ¢ fiir alle z,y € R"
mit |z —y| < 6. Es folgt

[T f (@) = Taf (W) =1f(z —a) = fly—a)l <e (7.4)
fir x,y € R" mit |« — y| < . Also gehort 7, f zu BUC, und wegen
Ot f = 1,0°f aeN", |of <k, (7.5)

folgt 7,f € BUCk. Somit ist (R",+) auf BUC* linear darstellbar. Aus Bemer-
kung 7.5(b) und (7.5) leiten wir ||7o.f]lgcx = |f ]| Bcr ab.
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Es sei € R™. Gilt |a| < 4, so kénnen wir in (7.4) y = = + a setzen, und wir
erhalten
[Taf(z) = f(x)| <&, weR",
d.h., es gilt ||Taf — flleo < € fiir @ € B". Analog zeigt man mit (7.5), daf} es ein
51 > 0 gibt mit ||7.f — fllpcer < € fiir a € §;B". Also ist Tpycr stark stetig.
(ii) Es seien p € [1,00) und f € £,,. Dann folgt |7 f|, = || f||, aus der Trans-
lationsinvarianz des Lebesgueschen Integrals.

Es sei nun ¢ > 0. Nach Theorem 4.14 gibt es ein g € C. mit ||f — g, < /3.
Weil der Triger von g kompakt ist, finden wir eine kompakte Teilmenge K von R™
mit supp(r,9) C K fiir |a] < 1. Ferner folgt aus der gleichmiifligen Stetigkeit von g,
daf} es ein ¢ € (0, 1] gibt mit

709 — glloo < €/3Xa(E)Y? . a€dB™.
Es sei a € dB". Wegen supp(7.9 — g) C K impliziert Theorem 5.1(iv)
|79 —gllp <€/3,  acdiB™.
Da
I7af = fllp < I7af = Tagllp + 7ag = gllp + 1lg = fll»

und || 7o.f — 7a9llp = |7 (f — 9)llp = I/ — gll, gelten, erhalten wir ||7o.f — f|, < e
fiir a € 6B". Damit ist alles bewiesen. m

Wir wollen nun eine Operation von ¥ auf L, mit p € [1, c0] erkldren. Nach
Bemerkung 7.5(b) und Theorem 7.6 ist 7, fiir jedes a € R" eine Isometrie auf £,.
Folglich ist die Abbildung

Ly — Ly, [fl=[raf]

fiir jedes a € R™ wohldefiniert. Wir bezeichnen sie wieder mit 7, d.h., wir setzen

Talf] == [7af] ferL,, acR™.
Dann gilt
I7alf1llp = IH7afllp = Imafllp = £l = /115 - (7.6)
Offensichtlich ist
TxLp =Ly, (1a,f)7af
eine Operation der Translationsgruppe T von R™ auf L,. Wegen Bemerkung 7.5(b)

und Theorem 7.6 ist T,, := (f +— 7,f) fiir jedes a € R"™ eine lineare Isometrie auf L.
Also ist, wenn wir wieder 7, fiir T, schreiben,

(R™,4) — Laut(L,) , a7,

eine Darstellung der additiven Gruppe des R™ durch lineare Isometrien auf L,,.
Insbesondere ist
Tp, ={7. € Laut(L,) ; a eR" } |

die Translationsgruppe auf L,, eine Untergruppe von Laut(L,), bestehend aus
Isometrien.
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7.7 Korollar Fiir 1 < p < oo ist die Translationsgruppe stark stetig auf L,,.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Theorem 7.6 und (7.6). m

Elementare Eigenschaften der Faltung

Nach diesen Zwischenbetrachtungen iiber Translationsgruppen kehren wir wieder
zu Faltungen zuriick und leiten deren wichtigste Eigenschaften her.

7.8 Theorem Es sei (f,g) € L, x L1 mit p € [1,00]. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) f*g € Ly, und es gilt die Youngsche Ungleichung || f * g|l, < || fll, [lg]l1-
i) frg=g+ ]

(iii) Im Fall p = oo gehort f * g zu® BUC.

(iv) Fiir o € BC* gehért ¢ x g zu BUC* und es gelten

0%(pxg)=0%xg, aeN", |o|/ <k,

und [ * gl per < ll#llBex llgll-

Beweis (i) folgt aus Theorem 7.3(ii) und Korollar 7.4.

(ii) Es sei x € R, und f* bzw. § bezeichne einen Reprisentanten von f bzw. g.
Ferner sei ¢(y) := x — y fiir y € R™. Dann ist ¢ eine involutive Bewegung des R".
Somit folgt aus Theorem 7.3(i) und Beispiel 6.6(b)

Fri = [ Fa-viwdy= [(Fov)(Gov)ov)ay
— [Genidr= [ ite-niwdy=ix i) .
Also erhalten wir f % g = g * f aus Korollar 7.4.

(iii) Die Bewegungsinvarianz des Lebesgueschen Integrals ergibt ||g]|1 = ||g]|1-
Somit erhalten wir aus (ii) und der Isometrie der Elemente von ¥,

Feg) - Feg /\f io—2)— iy — 2))| d
<Nl 1725 = 71 = [ flloo 17y (s = D)l
= 1 lloe I 72—y7 — Gl

fir z,y € R". Wegen ¢ € L; implizieren deshalb die starke Stetigkeit von T,
und (i), daf§ f* x ¢ zu BUC gehort. Hieraus folgt die Behauptung.

6Vgl. Theorem 4.18.
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(iv) Wegen (iii) geniigt es, den Fall k¥ > 1 zu betrachten. Dazu setzen wir
h(z,y) == o(x —y)g(y) fiir (x,y) € R" x R™. Dann erfiillt h» die Voraussetzungen
von Theorem 3.18, und es folgt 9;(p * g) = d;p * g fiir j € {1,...,n}. Aufgrund
von (iii) und Theorem VII.2.10 gilt deshalb ¢ x g € BUC!. Induktiv erkennen wir
nun, dafl p* g zu BUC* gehort und 0%(p * g) = 0%p * g fiir jedes o € N™ mit
|a| <k erfuillt. SchlieBllich gilt wegen (i)

o+ gllper = max [19%(p  g)loc = max [[(9°¢) * glloc < (max [|0%¢llc) 9]l

la|< la
= [lell pex ||9||1 .

Damit ist alles bewiesen. m

7.9 Korollar
(i) Es seien p € (1,00) und k € N. Dann gilt fiir die Faltung
‘ngm(LhLl) )
L(Ly, L1; Ly)

L(Leo, Ly; BUC)
L(BC*, Ly; BUC*) |

und die Norm jeder dieser Abbildungen ist nach oben durch 1 beschrénkt.
(ii) (L1,+,*) ist eine kommutative Banachalgebra ohne Einselement.

Beweis (i) und die erste Aussage von (ii) folgen unmittelbar aus Theorem 7.8.
Nehmen wir an, es gibe ein e € Ly mit ex f = f fiir jedes f € L. Wir wéhlen
einen Repriisentanten é von e und finden dann gemifi Aufgabe 2.15 ein § > 0 mit

’/ é(x—y)dy’:’/ §(Z)d2‘<17 xreR".
SB" B" (2,0)

Weiterhin gibt es eine A,-Nullmenge N mit xspn (z) = é * yspn () fiir x € N¢. Fiir
x € 0B" N N¢ gilt aber

1= Xz (0) = £ xsen () = [

was nicht moéglich ist. m

é(x — y)xsen (y) dy = /5 élx—y)dy <1,

n

7.10 Theorem (Triigereigenschaft der Faltung)  Die Funktionen f,g € Ly seien
faltbar, und f habe einen kompakten Tréger. Dann gilt

supp(f * g) C supp(f) + supp(g) -
Beweis (i) Wir kénnen f % g # 0 annehmen. Zu x € [f * g # 0] gibt es ein y € R"

mit f(x —y)g(y) # 0. Es folgen y € supp(g) und = € y + supp(f), also gehort x zu
supp(f) + supp(g). Somit ist die Inklusion [f x g # 0] C supp(f) + supp(g) richtig.
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(if) Wir zeigen, dafl supp(f) + supp(g) abgeschlossen ist. Dazu sei (zy) eine
Folge in supp(f) + supp(g) mit a2 — z fiir ein 2 € R". Dann gibt es eine Folge
(ak) bzw. (bg) in supp(f) bzw. supp(g) mit zx = ay + by fiir k € N. Weil supp(f)
nach Voraussetzung kompakt ist, finden wir eine Teilfolge (ag,)eeny von (ax) und
ein a € supp(f) mit ag, — a fiir £ — oco. Somit gilt by, = xx, — ax, — = — a fiir
k — oo. Weil supp(g) abgeschlossen ist, gehort £ — a zu supp(g). Also gibt es ein
b € supp(g) mit 2 = a + b. Dies zeigt die Abgeschlossenheit von supp(f) + supp(g).
Die Behauptung ergibt sich nun aus Korollar 111.2.13. m

Approximative Einheiten

Wir haben in Korollar 7.9 gesehen, dafl die Faltungsalgebra L; kein Einselement
besitzt. Der néchste Satz sichert jedoch die Existenz einer ,approximativen Eins“:
Zu jedem € > 0 und jedem f € Ly gibt es ein ¢ € Ly mit [[o* f — f]l1 <e.

7.11 Theorem (Approximationssatz) Essei E € { L,, BUC* ; 1<p<oo, keN}.
Ferner seien ¢ € L1 und

wim [pde. pa)imeelafe) . aERT, e>0.

Dann gilt lim. g ¢ * f = af in E fiir f € E.

Beweis (i) Aufgrund des speziellen Transformationssatzes (Beispiel 6.6(b)) gelten
e € Ly und [ . dx = a fiir e > 0. Somit zeigt Theorem 7.8, daBl . * f € E fiir
f€FEund e > 0.

(ii) Wir betrachten zuerst den Fall E = L,. Dazu seien f € £, und € > 0.
Mit Theorem 7.3(i), (dem Beweis von) Theorem 7.8(ii) und der Transformation
y — y/e folgt aus Beispiel 6.6(b)

e f(x) — af(z) = [ *pe() — af(z) = / [F(z—y) — (@) 0e(v) dy

(7.7)
— [l —=2) - f@]ee) s = [ [retle) = F@)]p(a) o
fir fa. 2 € R". Korollar 7.7 und Bemerkung 7.5(d) implizieren
(21> (reaf — [)) €C®™E), >0, (7.8)
und
g%||752f—f||E=0, z€R"™. (7.9)

Wir setzen
gs(z) = (TEZf - f)‘P(Z) s zeR", €>0.
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Dann folgt aus (7.8), Theorem 1.17 und Bemerkung 1.2(d), dal ¢° fir jedes
e>0zu Lo(R", E) gehort. Wegen || 7., f|lg = || f|| g leiten wir aus der Dreiecks-
ungleichung auflerdem

lg" (e <20 flele(z)], zeR", >0,

ab. Wegen ¢ € £1(R") folgt somit g € £1(R", E). Aus (7.7) und Theorem 2.11(i)
ergibt sich die Abschitzung”

loex s =afle = [ o)z, < [l )ledz

Da (7.9) impliziert, daf lim. ¢ ||¢°(2)|| g = O fiir fast alle z € R" gilt, zeigt der Satz
itber die majorisierte Konvergenz, daf§ ¢, * f fiir ¢ — 0 in F gegen af konvergiert.

(iii) Es sei nun f € BUC*. Gilt ¢ = 0 \,-f.ii., so ist die Aussage offensichtlich
richtig. Es sei also m := [ |p|dx > 0. Aus Theorem 7.8(ii) und (iv) folgt

0%(pe * f —af) = e xO0*f —ad™f , aeN'" | Jof<Ek.

Also geniigt es, den Fall k = 0 zu betrachten.
Es sei n > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit

|f(x —y) = f(x)] <n/2m, z,yeR", |yl <9,

und wir erhalten

e % f(z) — af(2)] < / F@ — ) — @) 10 ()] dy

IN

77/ |
ws(y)ldy+2||f||oo/ lee(y)ldy  (7.10
2m J |y <e) [ly|>] (7.10)

IN

n
T2l [ lewldy
[ly[=9]

fiir z € R™. Der spezielle Transformationssatz zeigt

/ ()| dy = e / o(y/e)] dy = / o(2)|dz
[ly|>4] [ly[>46] [1z]>d/¢]

Somit folgt aus dem Satz von Lebesgue, dafl es ein g > 0 gibt mit
[ etias, 1oL ce .
[1y/>6] 4 fll

Nun erhalten wir die Behauptung aus (7.10). m

"Dies folgt auch aus der Minkowskischen Ungleichung fiir Integrale.
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Es seien ¢ € £4 mit [ pdr =1 und
we(x) :=e "p(x/e) , zeR", >0. (7.11)

Dann heifit { . ; ¢ > 0 } approximative Einheit oder approximativer Kern. Gelten

peC®R"R), ¢=¢, ¢>0, supp(p) CB", /@dm:l,

s0 heifit { p. ; € > 0} glittender Kern (mollifier). Fiir jeden glittenden Kern gilt
offensichtlich B
supp(p:) C eB" ,  lpeli=1, €>0.

7.12 Beispiele® (a) Es sei
k(z) = (4m) "2 174 g e R

der Gauf3sche Kern. Dann ist { k. ; e >0}
eine approximative Einheit.

Beweis Aus Beispiel 6.13(a) wissen wir, dafl
[ g(zx)dx = 1 fiir g(x) =7 "/? el gilt. We-
gen k(z) =2""g(z/2) fiir x € R™ folgt somit
J k(z)dz =1 aus dem speziellen Transforma-

v

tionssatz. m

(b) Es sei

X)) =
#(@) 0. 2] > 1,

{ cel/(elP=1) x| <1,

wo wir c¢:= (an el/ (2?1 dac)fl gesetzt
haben. Dann ist {p. ; € > 0} ein glitten-
der Kern.

Beweis Weil z+— [z|> —1 auf R" glatt ist,
zeigt Beispiel 1V.1.17, daB ¢ zu C°(R",R)
gehort (vgl. Aufgabe VIL5.16). Hieraus folgt
leicht die Behauptung. m

v

Testfunktionen

Es bezeichne X einen metrischen Raum, und A sowie B seien Teilmengen von X.
Wir sagen, A sei kompakt in B enthalten (in Zeichen: A CC B), wenn A kompakt
ist und A C B gilt.

8In den beiden Abbildungen ist die Fliche unter den Graphen immer gleich 1, und kleinere
Werte von ¢ entsprechen héheren Maxima.
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Es seien X offen in R"™ und E ein normierter Vektorraum. Dann heif3t
D(X,E) :={¢p € C®(X,E) ; supp(p) CC X }

Raum der (E-wertigen) Testfunktionen auf X . Im Fall F = K setzen wir wie iiblich
D(X) := D(X,K). Offensichtlich ist D(X, E) ein Untervektorraum von C*(X, E)
und von C.(X, E), und es gilt D(X,E) = C®(X, E) N C.(X, E). Aufgrund der
Linearitat und Injektivitdt der Abbildung

J: Ce(X,E) = C(R"E), gr—yg

koénnen wir C.(X, E) mit einem Untervektorraum von C.(R", E) identifizieren,
d.h., wir fassen (bei Bedarf) jedes Element aus C.(X, E) auch als Element von
C.(R", E) auf. In analoger Weise identifizieren wir D(X, E) mit einem Unter-
vektorraum von D(R™, E). Mit diesen Bezeichnungen gilt im Sinne von Unter-
vektorrdumen

D(X,E) C D(R",E) C Co(R", E) C L,(R", E)
fiir jedes p € [1, o0).

7.13 Theorem Es seien X offen in R" und p € [1,00). Dann ist D(X) ein dichter
Untervektorraum von L,(X) und von Cy(X).

Beweis (i) Es seien g € C.(X) und n > 0. Ferner sei { . ; € > 0} ein glidttender
Kern. GemiB Theorem 7.8 gehort o, * g fiir jedes k € N zu BUC*, also zu BUC™.
Weil supp(g) kompakt ist, gibt es ein g9 > 0 mit® dist(supp(g), X¢) > . Aus
Theorem 7.10 folgt

supp(p: * g) C supp(p:) + supp(g) C supp(g) +eB",  £>0.

Somit gehort ¢. * g fiir € € (0,e0) zu D(X). SchlieBlich finden wir aufgrund von
Theorem 7.11 fiir jedes ¢ € [1,00] ein €1 € (0,e0) mit e, * g — gllq < n/2.

(ii) Es sei nun f € L,(X). Vermdge Theorem 5.1 finden wir ein g € Co(X)
mit || f — gll, < n/2. Wegen (i) gibt es folglich ein h € D(X) mit || f — k|, < 7.

(iii) Fiir f € Cp(X) sei K eine kompakte Teilmenge von X mit |f(x)| < n/2
fir x € X\ K. Aufgrund von Satz 4.13 kénnen wir ¢ € C.(X) mit 0 < ¢ < 1 und
¢| K =1 wihlen. Wir setzen g := ¢f. Wegen f(z) = g(x) fiir z € K folgt

[f(@) —g(@)] = [f(@)|1 —e(@) <n/2, weX.

Also gilt ||f — g|loo < n/2. Die Behauptung ergibt sich nun aus (i). m

9dist (supp(g),0) := oco.
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Glatte Zerlegungen der Eins

In Paragraph 4 haben wir die Existenz einer stetigen Urysohnfunktion in allgemei-
nen metrischen Rdumen bewiesen. Dieses Resultat 148t sich in der speziellen Situa-
tion des R™ deutlich verbessern. Mit Hilfe der Approximationseigenschaft der Fal-
tung konnen wir namlich die Existenz glatter Abschneidefunktionen nachweisen.

7.14 Satz (Glatte Abschneidefunktionen) Es sei K C R" kompakt, und
K,:={zeR"; dist(z,K)<p}, p>0.

Dann existieren zu jedem o € N" eine positive Konstante c(«) und zu jedem p > 0
ein ¢ € D(K,) mit 0 < ¢ <1 und | K =1 sowie [|0%¢| s < c(a)p~lel.

Beweis Es bezeichne {%.; ¢ >0} einen K, = Kss
glattenden Kern, und es sei 0 := p/3. Ferner
sei ¢ := 15 * XK,. Dann gehort ¢ zu BUC™®,
und aus Theorem 7.10 folgt

supp(p) C supp(vs) + Ks C 6B" + K
CK26CK35=Kp .

Also gehort ¢ zu D(K ). Ferner gilt fir 2 € R"

p(z) = /ws(r—y)XKa(y)dy < /ws(x—y) dy=1,

folglich 0 < ¢ < 1. Liegt x in K, so gilt
plr) = /1/15(9)XK5 (z —y)dy = /%(y) dy=1,

und somit ¢| K = 1. Beachten wir schlieBlich 9%¢; = 6~121(0%1)s fiir a € N”, so
zeigt Theorem 7.8(iv)

9% = (s * XK,) = 0%s * X, = 011 (0%¢1)5 * X, -

Mit der von § > 0 unabhingigen Konstanten c(«a) := 3l°1||0%,||; folgt aus der
Youngschen Ungleichung also [|0%¢||e < c(a)p~ 1ol =

Es sei K C R" kompakt, und { X; ; 0 <j < m} bezeichne eine endliche of-
fene Uberdeckung von K. Gibt es zu jedem j € {0,...,m} ein ¢; € C>°(R"™) mit
(i) 0< g <1,
(if) supp(y;) C Xj,
(i) 7o @i(z) =1 fir v € K,
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soist {p; ; 0 <j < m} eineder Uberdeckung {X;; 0<j<m} untergeordnete
glatte Zerlegung der Eins auf K.

Ist X offen in R™ mit K C X, so ist dist(K, X§) positiv, und Satz 7.14 (mit
p = dist(K, X§)) sichert die Existenz einer glatten Zerlegung der Eins auf K,
welche der Uberdeckung {Xo} von K untergeordnet ist. Um den allgemeinen Fall
einer endlichen Uberdeckung behandeln zu konnen, benétigen wir das folgende
technische Hilfsresultat.

7.15 Lemma (Schrumpfungslemma) Es sei {X;; 0<j <m} eine endliche
foene Uberdeckung der kompakten Teilmenge K von R™. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung {U; ; 0 < j <m} von K mit U; CC Xj fiir j € {0,...,m}.

Beweis Zu jedem x € K gibt es ein j € {0,...,m} mit 2 € X; und ein r, >0,
so dafl V, := B"(x,r,) kompakt in X; enthalten ist. Dann ist { V, ; 2 € K } eine
offene Uberdeckung von K, und wir finden ein & € N und {zg, ..., 2} C K mit
K Uy Va,. Setzen wir U; == U{ Va, ; Vi, C X; } fiir j € {0,...,m}, so hat die
Familie {U; ; 0 < j < m} die behauptete Eigenschaft. m

7.16 Theorem (Glatte Zerlegungen der Eins) Es sei K eine kompakte Teilmenge
von R". Dann gibt es zu jeder endlichen offenen Uberdeckung von K eine ihr
untergeordnete glatte Zerlegung der Eins.

Beweis Essei { X;; 0 < j < m} eine endliche offene Uberdeckung von K. Nach
Lemma 7.15 gibt es eine offene Uberdeckung { U; ; 0 < j <m } mit U; CC X fiir
j €4{0,...,m}. Wir setzen K; := U;. Dann ist K; kompakt, und dist(K;, X¢) ist
fir jedes j € {0,...,m} positiv. Nach Satz 7.14 gibt es deshalb ¢; € D(X;) mit
0 <%; <1 und ¢;|K; =1. Wir setzen nun

k1
po =10, ori=1vr [J1 -1, 1<k<m,

Jj=0

und erhalten durch Induktion 377" ¢; = 1 — [/, (1 — ¢;). Wegen K C ;- K;
folgt die Behauptung. m

Im folgenden stellen wir einige einfache Anwendungen von Theorem 7.16 vor.
Weitere und kompliziertere Situationen beschreiben wir in den néchsten Kapiteln.

7.17 Anwendungen (a) Es sei X offen in R". Dann sind fiir f € Lo(X) die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f € Ll,loc(X);
(ii) ¢f € L1(X) fiir jedes p € D(X);
(iii) f|K € Li(X) fiir jedes K = K cC X.
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Beweis Es bezeichne (Uj); n eine aufsteigende Folge relativ kompakter offener Teilmen-
gen von X mit X = (J; U; (siehe die Bemerkungen 1.16(d) und (e)). Dann gilt

Lijoc(X) = { f € Lo(X) ; xv,f € L1(X), j €N}

(vgl. Aufgabe 4.3).

»(1)=(i1)“ Es sei ¢ € D(X). Weil K := supp(p) kompakt ist und (U;); n aufstei-
gend, gibt es ein k € N mit K C Ug. Vermoge Satz 7.14 finden wir ein ¢ € D(Uy) mit
0<% <1und ¢|K = 1. Dann gilt

/ lof| dz = / o f| de < [[llen / o f] d < ([l lIxvy fll < 00
X JX JX

Folglich gehort of zu Li(X).
,(11)=-(iii)“ Es seien K = K CC X und ¢ € D(X) mit ¢|K = 1. Dann gilt

/KIfI:/KwaISwaH1<oo,

also ﬂl/( € Li1(X).
,,(1ii)=>(1)“ Diese Implikation ist klar, weil jedes U; kompakt ist. m
(b) Es sei X offen in R™. Dann gilt C(X) C L1 10¢(X).

Beweis Es seien f € C(X) und ¢ € D(X). Dann gehort ¢f zu Cc(X). Wegen Theo-
rem 5.1 gilt ¢f € L1(X), und die Behauptung folgt aus (a). m

(c) Die lineare Darstellung der Gruppe (R",+) in BUC* ist ein Gruppenisomor-
phismus auf Tgycor.

Beweis Tiir a € R" gelte 7, = id gyyor . Wir withlen 7 > |a| und eine Abschneidefunktion

© € D(R™) fiir rB™. Dann gehort f; := ¢ pr; zu BUC*, und wir finden
_aj:Tafj(O):fj(O):Ov J€{1,7n}

Also gilt a = 0. Hieraus folgt die Injektivitit der Darstellung a +— 7,. B

(d) Essei X offen in R" und beschriinkt. Ferner bezeichne { X; ; 0 < j < m } eine
endliche offene Uberdeckung von X, und {¢; ; 0 < j < m} sei eine ihr unterge-
ordnete glatte Zerlegung der Eins. Schliellich seien k£ € N und

m
k
llull gor ==Y lejullper »  uwe BCH(X) .
=0
Dann ist [||-[|| g eine dquivalente Norm auf BC*(X).

Beweis Es sei u € BC*(X). Offensichtlich gilt

m m
lllser = > e, <D lesulser = lullpen -
j=0 j=0
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Aus der Leibnizschen Regel (vgl. Aufgabe VII.5.21) erhalten wir

el a—p3
Ml pcr = 3 e 10 ) = Iam;z;HZ( )0% ;07"

oo

m
< Z ek lleillser lullper < Cllullper
j=0

wobel Wir ¢k 1= maXjaj=k 2 g, () und C:=cx 370 95l per gesetzt haben. m

Faltungen F-wertiger Funktionen

Eine Analyse der vorangehenden Beweise zeigt, dafl die Faltung f * g auch definiert
werden kann, wenn eine der beiden Funktionen Werte in einem Banachraum F an-
nimmt und die andere skalarwertig ist. Dann bleiben alle Beweise giiltig,'® falls
auch fiir F-wertige Funktionen der spezielle Transformationssatz richtig ist. Dies
ist in der Tat der Fall, wie im néchsten Paragraphen gezeigt wird. Insbesondere
bleibt die fundamentale Approximationsaussage von Theorem 7.11 fiir die Rdume
L,(R", F) und BUC*(R",F) mit 1 < p < oo und k € N richtig. Als eine Konse-
quenz dieser Tatsache ergibt sich z.B. das Analogon zu Theorem 7.13, das besagt,
da D(X, F') ein dichter Untervektorraum von L, (X, F) fir 1 < p < oo und von
Co(X, F) ist.

Distributionen'!

Es sei X eine nichtleere offene Teilmenge von R". Eine skalare Funktion auf X
ist bekanntlich eine Vorschrift, die jedem Punkt von X eine reelle oder komplexe
Zahl zuordnet. Natiirlich handelt es sich bei dieser Definition um eine Abstrak-
tion, da wir ja die einzelnen Punkte von X ,gar nicht sehen konnen“. Wenn wir
beispielsweise Eigenschaften, die den Punkten von X zukommen — wie z.B. die
Temperaturverteilung in einem die Menge X ausfiillenden Medium —, bestimmen
wollen, so sind wir auf ,, Testgerdte“ angewiesen. Solche ,, Mefigeréite* werden jedoch
nie den Wert der betrachteten Grofle, d.h. der Funktion f, in einem mathematisch
idealisierten Punkt xg von X bestimmen, sondern lediglich Mittelwerte, wobei
die Werteverteilung in einer ganzen Umgebung von x( beriicksichtigt wird. Dies
bedeutet (wiederum mathematisch idealisiert), dafi nicht f(z¢) gemessen wird,
sondern ein (Mittel-)Wert der Form [ ¢f dz, wobei ¢ eine , Testfunktion® ist,
welche durch das Mefigerét bestimmt ist. Natiirlich wird die Messung des exakten
Wertes f(zg) umso genauer sein, je ,nédher bei zy die Testfunktion ¢ konzen-
triert” ist, d.h., ,je weniger die Meapparatur die Daten verschmiert. Um den
exakten Wert f(z() zu erhalten, miiite man idealerweise alle denkbar moglichen

10Die Kommutativititsformel f * g = g * f muB natiirlich richtig interpretiert werden.
1Die weiteren Ausfiihrungen dieses Paragraphen geben Einblicke in Anwendungen und wei-
terfithrende Theorien und koénnen bei einer ersten Lektiire iiberschlagen werden.
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MefBgerite zu Hilfe nehmen, d.h. alle Mittelungen |  ¢f dr mit allen moglichen
Testfunktionen ¢ ausfithren. Mathematisch prazisiert bedeutet dies, dafi wir die
punktweise Funktion f: X — K durch ein Funktional auf dem Raum aller Test-
funktionen, niamlich durch die Abbildung

T;: DX)—-K, <p|—>/X<pfdJ; (7.12)

ersetzen. Hierbei ist die Wahl des Testraums, ndmlich D(X), weitgehend willkiir-
lich. Beim ersten Hinsehen wiirde sich eher der Raum C.(X) statt D(X) auf-
driingen. Andererseits wird man bestrebt sein, einen ,,moglichst kleinen Raum* zu
wihlen, um moglichst wenige ,,Messungen“ ausfithren zu miissen, was fir D(X)
spricht. Jedoch mufl der Testraum ,grofl genug“ sein, um aus den ,Mittelwer-
ten“ [ « ¢f dx eindeutig auf f schlieflen zu kénnen. Mit anderen Worten: Gilt
Jx efdz = [ ¢gdx fiir alle Testfunktionen ¢, so mu§ f = g folgen.

Das folgende Theorem zeigt, dafl letzteres der Fall ist, wenn als Testraum
D(X) gewdhlt wird und wenn wir ,Funktionen® f in Lj 10c(X) betrachten. Aus
Anwendung 7.17(a) folgt, dafl L1 1oc(X) der grofite Untervektorraum E von Lo(X)
ist, so da8 [ ¢f dx fiir alle f € E und alle ¢ € D(X) wohldefiniert ist.

7.18 Theorem Es sei f € Ly j0c(X). Gilt

/ pfder=0, peDX), (7.13)
X
so folgt f = 0.

Beweis Es sei f # 0, und f € L1 10c(X) sei ein Reprisentant von f. Weil das
Lebesguesche Maf} regulér ist, gibt es eine kompakte Teilmenge K von X positiven
MaBes mit f*(m) #0 fir 2 € K. Es seien n € D(X) mit n|K =1 und g := nf.
Nach Anwendung 7.17(a) gehort g zu Ly. Ferner ist g(z) # 0 fiir € K. Es sei
{pe; € >0} ein glittender Kern. Dann gilt lim._,g ¢. * g = ¢ in £;. Also gibt es
nach Korollar 4.7 eine Nullfolge (¢;) und eine \,-Nullmenge N mit

lim o, xg(z) = g(z) , x e N°. (7.14)
‘74)00

Es sei 2o € K N N¢, und wir setzen ¢; := n7y,¢, € D(X) fiir j € N. Dann gilt
wegen @: = ¢. (vgl. Bemerkung 7.1(d))

@e; * g(wo) = / 9(y) @e, (xo —y) dy = /X (nf) () ¢, (x0 — ) dy
— [t ey =0
X

aufgrund von (7.13). Dies steht aber wegen (7.14) im Widerspruch zu g(xg) # 0.
Da dies fiir jeden Reprisentanten f von f gilt, folgt die Behauptung. m
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Offensichtlich ist die Abbildung T’ eine Linearform auf D(X). Wenn die Inter-
pretation von Trp = [  ¢f dx als ;Mefiwert® sinnvoll sein soll, muf Ty ,stetig
von der MeBapparatur abhidngen“, d.h., kleine Stérungen des Geriites, also der
Testfunktion ¢, diirfen nur kleine Verénderungen der Meiwerte bewirken. Mathe-
matisch ausgedriickt bedeutet dies, da8 Ty eine stetige Linearform auf D(X) sein
muf. Dazu miissen wir auf D(X) eine Topologie einfiihren.

Wir wollen uns im Rahmen dieser einfithrenden Betrachtungen mit weniger
zufrieden geben und nur erkléren, was unter der Konvergenz einer Folge in D(X) zu
verstehen ist. Da D(X) ein Vektorraum ist und die Konvergenz mit den Vektor-
raumoperationen vertriaglich sein soll, geniigt es zu erkliren, was eine Nullfolge
in D(X) ist.

Man sagt, die Folge (¢;) konvergiert in D(X) gegen 0, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

(D1) Es gibt ein K CC X mit supp(yp;) C K fiir j € N.
(D2) ¢j — 0 in BC*(X) fiir jedes k € N.
Offensichtlich ist (D3) dquivalent zu:

. L (7.15)
die Folge (0%¢;)jen gleichmaBig gegen 0 .

Fiir jedes o € N" konvergiert }
Fir die Konvergenz von ¢; gegen 0 in D(X) muf zusétzlich zu (7.15) gelten,
da alle Trager der Funktion ¢; in einer festen kompakten Teilmenge von X
enthalten sind.

Eine Linearform T': D(X) — K ist stetig, wenn T'; — 0 fiir jede Folge (¢;)
in D(X) gilt, die in D(X) gegen Null konvergiert. Die Menge aller stetigen Linear-
formen auf D(X) bezeichnet man mit D’(X), und die Elemente von D’'(X) sind
die (Schwartzschen) Distributionen auf X. Offensichtlich ist D'(X) ein Unter-
vektorraum von Hom(D(X),K), der Raum der Schwartzschen Distributionen'?
auf X.

7.19 Beispiele (a) Fiir jedes f € Lj 10c(X) ist die durch (7.12) definierte Linear-
form T’y eine Distribution auf X.

Beweis Es sei (¢;) eine Folge in D(X) mit ¢; — 0 in D(X). Dann gibt es eine kompakte
Teilmenge K von X mit supp(y;) C X fir j € N. Also folgt

Treil = | [ wat | < [ leillf1dn < Wfllacio loslls
X K

121n der FUNKTIONALANALYSIS, genauer: in der THEORIE DER TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUME,
zeigt man, dafl es genau eine Hausdorffsche Topologie auf D(X) gibt, die mit den Vektorraum-
operationen vertréiglich (und in einem zu definierenden Sinn ,lokal konvex“) ist, derart daf die
Konvergenz von (g;) in D(X) gegen Null mit der Konvergenz der Folge (¢;) gegen 0 in dieser
Topologie iibereinstimmt. Beziiglich dieser Topologie ist D (X) der ,,Dualraum* von D(X), d.h.
der Raum aller stetigen Linearformen auf X (vgl. z.B. [Sch66], [Yos65]).
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fir j € N. Wegen || f||., (x) < oo erhalten wir somit Typ; — 0 in K, da (D2) impliziert,
daB [[¢j]lee — O gilt. m

(b) Es sei p ein Radonmaf auf X. Dann wird durch

D(X)—-K, 90»—>/ wdu
X

eine Distribution auf X definiert.
Beweis Es sei (¢;) eine Folge in D(X) mit ¢; — 0 in D(X). Ferner sei K = K CC X
mit supp(y;) C K fiir j € N. Dann folgt

[ erdu] < [ losldn<nt) sl GEN,
X K
was, wie im Beweis von (a), die Behauptung impliziert. m

(c) Es sei 0 das Diracmafl auf R™ mit Triger in 0. Dann ist

o (6,0) :=/X<pd5=<p(0) . peD®RY,

eine Distribution auf R", die Diracdistribution
§: DR") =K, ¢ ¢(0).
Es gibt kein u € Ly joc(R") mit T, = 4.

Beweis Die erste Aussage ist ein Spezialfall von (b).
Es sei nun u € Ly 10c(R™) mit T, = ¢, d.h.

/” pudxr = p(0) , p € DR") . (7.16)

Wihlen wir nur solche ¢ € D(R™) mit supp(p) CC X := R"\{0}, so gilt ©(0) =0, und
aus Theorem 7.18 folgt w|X =0 in L1 10c(X). Da sich X und R™ nur durch einen
Punkt, also eine Nullmenge, unterscheiden, folgt auch v =0 in Li1,10.(R"), was (7.16)
widerspricht. m

(d) Es sei @ € N". Dann wird durch
Sa: DR™") =K, ¢ 0%(0)
eine Distribution definiert. Es gibt kein u € L1 10c(R™) mit T, = S,.

Beweis Es seien (p;) eine Folge in D(R™) mit ¢; — 0 in D(R™) und K = K CCR"
mit supp(¢;) C K fiir j € N. Wir kénnen annehmen, daf 0 in K liegt. Dann besteht die
Abschitzung

10%0;(0)] < max |0%p;(2)| < @il porar »  JEN.

Also folgt 0%p;(0) — 0 in K aus (D2), was zeigt, dafl Sa eine Distribution ist. Die zweite
Aussage wird analog zum Beweis von (c) gezeigt. m

Das folgende fundamentale Theorem ist nun eine einfache Konsequenz aus
Theorem 7.18.
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7.20 Theorem Die Abbildung
Ll,loc(X) - D/(X) 9 f — Tf
ist linear und injektiv.

Beweis Beispiel 7.19(a) zeigt, dafl diese Abbildung wohldefiniert ist. Thre Linea-
ritdt folgt unmittelbar aus der entsprechenden Figenschaft des Integrals. Die In-
jektivitat ist nun eine Konsequenz aus Theorem 7.18. m

Aufgrund von Theorem 7.20 kénnen wir Lj joc(X) mit seinem Bild in D'(X)
identifizieren. Mit anderen Worten: Wir kénnen L joc(X) als einen Untervektor-
raum des Raumes aller Schwartzschen Distributionen auffassen, indem wir die
Funktion f € L1 10c(X) mit der Distribution Ty, d.h. mit

(wH/X@fdx) eD'(X),

identifizieren. In diesem Sinne ist jedes f € L1 10c(X) eine Distribution. Die Ele-
mente von Lj joc(X) sind dann die reguléren Distributionen. Alle anderen Dis-
tributionen heiflen singulér. Insbesondere sind in den Beispielen 7.19(c) und (d)
singuldre Distributionen angegeben.

Die Theorie der Distributionen spielt in der Hoheren Analysis, insbesondere
in der Theorie der Partiellen Differentialgleichungen, und in der Theoretischen
Physik eine wichtige Rolle. Darauf kénnen wir hier jedoch nicht ndher eingehen
(vgl. z.B. [Sch65], [RS72]).

Lineare Differentialoperatoren

Es seien X offen in R™ und m € N. Mit a, € C*°(X) fir « € N” mit |a] <m
setzen wir

AQ)u = Z aa0%u , ueDX) .
laf<m
Dann ist A(9) offensichtlich eine lineare Abbildung von D(X) in sich selbst, ein

linearer Differentialoperator auf X der Ordnung < m (mit glatten Koeffizienten).
Er besitzt die Ordnung m, wenn

Z laalloo # 0O,

loe|=m

d.h., wenn mindestens ein Koeffizient a, des Hauptteils Zlalzm 0% nicht iden-
tisch verschwindet. Die Menge aller linearen Differentialoperatoren auf X bezeich-
nen wir mit Diffop(X), und die der Ordnung < m mit Diffop,, (X).
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Eine lineare Abbildung T': D(X) — D(X) heiBt stetig,!® wenn fiir jede Fol-

e (¢;) in D(X) mit ¢; — 0 in D(X) gilt: Typ; — 0 in D(X). Die Menge aller

stetigen Endomorphismen von D(X) ist ein Untervektorraum von End(D(X)),
den wir mit £(D(X)) bezeichnen.'3

7.21 Satz Diffop(X) ist ein Untervektorraum von £(D(X)), und Diffop,, (X) ist
ein Untervektorraum von Diffop(X).

Beweis Esseienm € Nund A(9) := 37, ,|<,, a0 € Diffop,,, (X), und (¢;) sei ei-
ne Folge in D(X) mit ¢; — 0in D(X). Ferner sei K = K CC X mit supp(p;) C K

fir 7 € N. Dann gilt supp(A(a)goj) C K fir j € N. Fiir fe€N" folgt aus der
Leibnizschen Regel

10%(@0°¢pllcwe = [, _, () 0700”7

< Y B—y+a, . .
< el 8)max |70l 10777 o

C(K)

Hieraus leiten wir fiir £ € N leicht die Ungleichung

L AD)pjll Ber(xy < c(k) Z laallerxy ll0ill Bortm(x) s JEN,

laf<m
ab, wobei die Konstante c¢(k) von j unabhingig ist. Nun folgt A(9)p; — 0 in
BC*(X) aus (D). Da dies fiir jedes k € N richtig ist, sehen wir, da A(9)p; — 0
in D(X) gilt. Dies beweist Diffop,, (X) C £L(D(X)). Die weiteren Aussagen sind
klar. m

Es sei (-|-) das innere Produkt in Ly(X), und A(9) gehore zu Diffop(X).
Gibt es ein A*(9) € Diffop(X) mit

(AQ@)ulv) = (u]| A*(9)v) , u,v € D(X) ,
so heiflt A*(9) zu A(0) formal adjungierter (Differential-)Operator.

Wegen
(u|Aﬁ(8)v) :/ uA4(d)v dx
X

und A#(9)v € D(X) C L1 10c(X) fiir v € D(X) folgt aus Theorem 7.18 sofort, daB
es zu A(9) hohstens einen formal adjungierten Operator geben kann. Besitzt A(9)
einen formal adjungierten Operator A*(9) und gilt A*(9) = A(d), so heiit A(0)
formal selbstadjungiert.

Wir zeigen nun, daf§ es zu jedem A(9) € Diffop(X) einen formal adjungierten
Differentialoperator gibt und leiten eine explizite Darstellung fiir .A#(9) her. Dazu
bendétigen wir den folgenden ,,Satz iiber die partielle Integration®.

13DaB diese Definitionen mit unseren bisherigen Definitionen von ,stetig® und £(E) konsistent
sind, wird in der Funktionalanalysis gezeigt.
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7.22 Satz (Partielle Integration) Fiir f € C1(X) und g € CH(X) gilt

/(@f)gdxz—/ fojgdx , jed{l,....n}.
X X

Beweis Wir betrachten zuerst den Fall j = 1 und setzen z = (z1,2') € R x R"™ 1.
WEeil fg einen kompakten Trager hat, folgt durch partielle Integration:

| s laten e = [ o) i,

— 00

fiir jedes 2/ € R"™!. Aus dem Satz von Fubini erhalten wir nun

| @ngdr= [ @ngds

/ / O1f(w1,2")g(21, @ )dml) da’
Rn— 1
= _/ / fz1,2")01g(xy, 2") dm1> dx’
R"_l — 0
:—/ f319d$=—/falgdx,
R™ X

also die Behauptung. Der Fall j € {2,...,n} wird mittels Korollar 6.10 durch eine
Permutation auf den eben behandelten zuriickgefiihrt. m

7.23 Korollar  Es seien f € C*(X) und g € C*(X). Dann gilt

| o ngde= -0 [ gorgds
X X
fiir « € N" mit |a| < k.

Nun sind wir in der Lage, wie angekiindigt zu beweisen, dafl es zu jedem
linearen Differentialoperator einen formal adjungierten gibt.

7.24 Satz Zu jedem
A(0) = > an0* € Diffop(X)

loe| <m
gibt es einen eindeutig bestimmten formal adjungierten Operator. Er wird durch
A0 = D (-1)"0%aqv),  veDX), (7.17)

laf<m

gegeben. Hat A(0) die Ordnung m, so ist auch A*(9) ein Differentialoperator m-ter
Ordnung.
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Beweis Da wir bereits wissen, dafl es hochstens einen formal adjungierten Ope-
rator gibt, geniigt es, die Existenz von A*(9) und (7.17) nachzuweisen.

Es seien u, v € D(X). Durch partielle Integration folgt

(A(@)u|v)=/x( u)vde = Z / (aa0%u)v dx

|a]<m
= Z (—)'el [ ud®(aqv) doe = Z D)lelg(aqv) do .
la]<m / / |a]<m
Also gilt
(AQ)u|v) = (u] A () , u,v € D(X) ,

falls A#(@)v durch (7.17) definiert ist. Aus der Leibnizschen Regel folgt, dafl es
be € C°(X) fir o € N" mit || < m — 1 gibt, so daB

AO) = (D)™ D and™+ D bad™ .

laj=m laj<m—1

Somit gehort A*(9) zu Diffop(X). Nun ist die Behauptung klar. m

Fiir Differentialoperatoren, die eine zeitliche Entwicklung eines Systems be-
schreiben, ist es sinnvoll (und iiblich), die Zeit als eine spezielle Variable zu be-
handeln. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den Wellenoperator 97 — A,
und an den Wirmeleitungsoperator 9; — A, in den Variablen (¢, z) € R x R" (vgl.
Aufgabe VII.5.10). Als ein weiteres Beispiel fithren wir den Schrédingeroperator
(1/i)0: — A, an. Der Wellenoperator, der Wirmeleitungsoperator und der Schro-
dingeroperator sind Differentialoperatoren zweiter Ordnung.

7.25 Beispiele (a) Der Wellenoperator und der Schréodingeroperator sind formal

selbstadjungiert.!?

(b) Fiir den Wirmeleitungsoperator gilt (0; — A,)* = —9; — A,. Also ist er nicht
formal selbstadjungiert.

(c¢) Fiir A(9) := 0, — Z;;l 9; gilt AH(0) = —A(0).
(d) Es seien aji,a;,a0 € C°(X,R) mit
Z”a]k”oo?éoa Ak = Qkj j7k€{17~~~an}'
k=1
Ferner sei A(9) € Diffopy(X) durch
A(Q)u = Z 0;(a;p0ku) + Zajaju + apu u € DX),
jk=1 j=1

15Djiese Tatsache ist insbesondere in der Mathematischen Physik von grofier Bedeutung.
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erklirt. Dann sagt man, A(9) besitze Divergenzform.'¢ In diesem Fall gilt

A @) =3 0iapdw) = > adjo + (a0 = Y dja;)v,  veDX).
j=1 j=1

Jik=1
Also hat auch der formal adjungierte Operator Divergenzform. A(9) ist genau
dann formal selbstadjungiert, wenn a; =0 fir j =1,...,n.

Beweis Dies folgt leicht aus Satz 7.22. m
(e) Der Laplaceoperator A ist ein formal selbstadjungierter Differentialoperator
zweiter Ordnung, der Divergenzform besitzt.

Beweis Dies folgt mit ajr = d;, (Kroneckersymbol) aus (d). m

Schwache Ableitungen

Wir wollen nun kurz erldutern, wie der Begriff der Ableitung so verallgemeinert
werden kann, dafl auch Funktionen, die im , klassischen Sinn* nicht differenzierbar
sind, eine ,verallgemeinerte Ableitung* zugeordnet werden kann.

Es sei X offen in R". Dann heiit w € L1 10c(X) schwach differenzierbar, wenn
es u; € L 1oc(X) gibt mit

/(@(p)udxz—/ pu;de peDX), 1<j<n. (7.18)
X X

Allgemeiner sei m € N mit m > 2. Dann sagt man, u € Ly joc(X) sei m-mal schwach
differenzierbar auf X, wenn es uq € L1 10c(X) gibt mit

/(aw)udx:(—nlal/ ouadr,  peDX), (7.19)
X X

fir « € N® mit |of < m. Ist dies der Fall, so folgt aus Theorem 7.18 unmit-
telbar, dafl die uq € L1 10c(X) durch w (und «) eindeutig bestimmt sind. Man
nennt u, schwache a-te partielle Ableitung und setzt 0“u := u,, also insbesonde-
re Jju := u; im Fall m = 1. Diese Notationen sind gerechtfertigt, wie die nachfol-
gende erste Bemerkung zeigt.

7.26 Bemerkungen (a) Esseim € N*. Dann ist jedes u € C™(X) m-mal schwach
differenzierbar, und die schwachen Ableitungen stimmen mit den klassischen (d.h.
den iiblichen) partiellen Ableitungen iiberein.

Beweis Dies folgt aus Korollar 7.23. m
(b) Es bezeichne W (X) die Menge aller m-mal schwach differenzierbaren Funk-

1,loc
tionen auf X. Dann ist W'}, (X) ein Untervektorraum von Ly joc(X), und fiir jedes

16Die Bedeutung dieser Bezeichnung wird in Paragraph XI1.6 klar werden.
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a € N" mit |a| <m ist die Abbildung

W (X) = Wil (X)) wes 0%

1,loc
wohldefiniert und linear.

Beweis Der einfache Beweis bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen. m
(c) Fiir u e W, (X) und o, 8 € N" mit [af +[8] < m gilt 0°0Pu = 9°9%u.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus den definierenden Gleichungen (7.19) und den ent-
sprechenden Eigenschaften glatter Funktionen. m

(d) Esseiu € L joc(R) durch u(x) := |z| fiir z € R definiert. Dann ist « schwach
differenzierbar, und du = sign.

Beweis Zuerst beachten wir, dafl die Betragsfunktion |-| auf R™ glatt ist und dort
die Ableitung sign|R™ besitzt. Es sei also ¢ € D(R). Dann erhalten wir durch partielle

Integration
oo 0
/gpudm:/ Lpudm—i—/ pudx
JR 0 J —oco

= owpely = [ o@rdn =gl + [ pte)da
=— /]R o(z) sign(z) dz .

Wegen sign € L 10c(R) folgt die Behauptung. m

(e) Die Funktion sign gehort zu Ly joc(R) und ist auf R* glatt. Dennoch ist sign
nicht schwach differenzierbar. Folglich ist die Betragsfunktion von (d) nicht zwei-
mal schwach differenzierbar.

Beweis Fiir ¢ € D(R) gilt
/Rap sign dx = /°° o (z)dr — /0 ¢ (z)dz = —2¢(0) . (7.20)
0 —co
Wiire sign schwach differenzierbar, so gébe es folglich v € L1 1oc(R) mit
[evia=200).  ¢eD®).
was wegen Beispiel 7.19(c) nicht richtig ist. m
Mit der Diracdistribution § nimmt (7.20) die Form
/ ¢ sign doe = —256(¢p) , peDX),
R
an. Bezeichnen wir mit

(,):D(X)xDX)—K
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wie iiblich die Dualitétspaarung, d.h., (T, ¢) ist der Wert der stetigen Linearform T’
auf dem Element ¢, so gilt

(sign, ©') = —2(6, o) , v € D(R) , (7.21)

wobei wir, wie im Anschlufl an Theorem 7.20 beschrieben, sign € L joc(R) mit der
reguléren Distribution Tgign € D'(X) identifizieren. Ein Vergleich von (7.19) und
(7.21) legt die folgende Definition nahe: Es seien S, T € D'(X) und a € N". Dann
heiflt S a-te Distributionsableitung von 7', wenn gilt

(T.0%) = (~1)*I(S, ) ,  peDX).

Offensichtlich ist S in diesem Fall durch T' (und «) eindeutig bestimmt, so da§ wir
0T := S setzen kénnen. Man sieht leicht, dafl jede Distribution Distributions-
ableitungen jeder Ordnung besitzt und daf} fiir jedes @ € N die Distributions-
ableitung

0*:D(X)—-D(X), T~ 0T

eine lineare Abbildung ist.!” Insbesondere zeigt (7.21), daB, im Sinne von Distri-
butionen,
J(sign) = 20
gilt.
Wir kénnen hier nicht ndher auf die Theorie der Distributionen eingehen,
wollen aber noch kurz Sobolevraume einfithren. Es seien m € N und 1 < p < oc.

Wegen L,(X) C L1 10c(X) besitzt jedes u € L,(X) Distributionsableitungen jeder
Ordnung. Wir setzen'®

WH(X) = {ueLy(X); 0% e Ly(X), o] <m},

wobei 0¢ Distributionsableitungen bedeuten. Ferner sei

1/p
(X 1oulp) " 1<p<oo,
fllmp 1= 4 Tl (7.22)
max ||0%u| , p =00 .
la|<m
Man priift leicht nach, dafl

Wy (X) = (W (X), || llm.)
ein normierter Vektorraum ist, ein Sobolevraum der Ordnung m. Insbesondere
gilt W;?(X) = L,(X).

17Vgl. Aufgabe 13.
185t X ein Intervall in R, so kann man zeigen, daf W11 (X) mit dem in Aufgabe 5.6 eingefiihrten
Raum iibereinstimmt.
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7.27 Theorem

(i) WH(X) <= Lp(X), und u € Ly(X) gehért genau dann zu W' (X), wenn u
m-mal schwach differenzierbar ist und alle schwachen Ableitungen der Ord-
nung < m zu L,(X) gehéren.

(ii) W*(X) ist ein Banachraum.

Beweis (i) Diese Aussagen sind klar.

(ii) Es sei (u;) eine Cauchyfolge in W"(X). Dann folgt aus (7.22) sofort,
dafl (0%uj)jen fir jedes v € N" mit |a| < m eine Cauchyfolge in L,(X) ist. Da
L,(X) vollsténdig ist, existieren eindeutig bestimmte uq € Ly(X) mit 0%u; — uq
in L,(X) fiir j — oo und |a] < m. Wir setzen u := ug. Dann folgt aus (7.19)

/(3a<p)ujdx:(—1)la|/(pao‘ujdam eeDX), |ao/<m, (7.23)
X X

fiir j € N. Aus der Holderschen Ungleichung leiten wir
| / ("), do — / (0" o] = / O (u; — u) da| < 07l [y — ull,
ab, was zeigt, daf} gilt
/X(a%)uj dr — /X(aaga)udx , peDX) .

Analog findet man
/cpao‘ujdxﬁ/gouadx7 peDX).
X X

Also folgt aus (7.23)

/ (0%p)udr = (—1)|a|/ Py de peDX).
X X

Somit ist u, die schwache a-te Ableitung von u, und wir sehen, dal u m-mal
schwach differenzierbar ist. Wegen u, € L,(X) fiir [af < m gehort u zu W) (X),
und es ist klar, dafl u; — w in W"(X). Also ist W (X) vollsténdig. m

7.28 Korollar WJ*(X) ist ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(w|v)m = Z (0%u|0%v) , u,v € WiN(X) .

la]<m
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Firm e Nund 1 <p < oo sei
HMX) = ({ulX; ue CP®R") Y, -lmp) -

Offensichtlich ist }AI;”(X ) ein Untervektorraum von W"(X). Falls der Rand 0X
von X hinreichend ,;schén ¢ ist (z.B., wenn X eine n-dimensionale berandete Unter-
mannigfaltigkeit des R" ist!?), kann man zeigen, daf} }AI;” (X) dicht ist in W,*(X).
Insbesondere ist dies der Fall fiir X := R" oder X := H". Unter Verwendung dieses
Resultats kénnen wir nun den folgenden Spursatz fiir Sobolevraume beweisen.

7.29 Theorem (Spursatz) Esseien 1 <p < oo und X =R" oder X = H". Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Spuroperator y € E(WI}(X ), Lp(Rnfl)) mit
yu=u|R" " fiir u € D(R") (genauer: fiir u € ﬁ;(X)) Hierbei wird R"™" mit
R"™! x {0} C R" identifiziert.

Beweis Da }AI; (X) dicht ist in W, (X), folgt die Behauptung aus Satz 6.24, Be-
merkung 6.25 und Theorem VI.2.6. m

Dieses Theorem besagt insbesondere, daf} jedes Element u € Wp1 (H") Rand-
werte yu € L,(OH") besitzt. Da u im allgemeinen auf H" nicht stetig ist, kann yu
nicht einfach durch Restriktion bestimmt werden.

Die Existenz einer ,,Spur® ist die Grundlage fiir die Behandlung von Rand-
wertproblemen bei partiellen Differentialgleichungen mit funktionalanalytischen
Methoden.

Aufgaben

1 Fiir @ > 0 berechne man X[—q,q] * X[—a,a] WA X[—a,a] * X[—a,a] * X[—a,a]-

2 Esseien p,p € (1,00) mit 1/p+1/p = 1. Man zeige:

(a) Fir (f,g) € L, x L, gehort f g zu Co, und es gilt || f * glleo < ||f]lp |9l

(b) Die Faltung ist eine wohldefinierte, bilineare und stetige Abbildung von L, X L,
in Cy.

3 Esseien p,q,7 € [1,00] mit 1/p+1/q =1+ 1/r. Man verifiziere, dafl
*¥: Ly X Lqg— Lr, (f,9)—= fxg
wohldefiniert, bilinear und stetig ist und daf} die verallgemeinerte Youngsche Ungleichung

1f gl < fllpllglla ,  (fr9) € Lp X Lq ,

gilt. (Hinweis: Der Fall » =1 bzw. r = oo ist in Theorem 7.3 bzw. Aufgabe 2 enthalten.
Fiir r € (1,00) betrachte man

1@ =g =@ =" (1f @ =) la@w)) " lg@w)| ™
und wende die Héldersche Ungleichung an.)

19Vgl. Paragraph XI.1.
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4 Esist zu zeigen, da8 f * g fiir (f,g) € CF x L1 10c zu C* gehort.

5 Essei f € L1 10c, und es gelte 0% f € L 1oc fiir ein o € N". Man verifiziere

O (fro)=(0"flxo=[f*x0%, ¢ € BC™ .

6 Man gebe einen Untervektorraum von Abb an, in dem (R, +) nicht darstellbar ist.

7 Esseipé€[l,00), und K C L, sei kompakt. Man beweise, dafl es zu jedem & > 0 ein
6 > 0 gibt mit ||7a f — f||, < € fiir alle f € K und alle a € R" mit |a| < 4. (Hinweis: Man
beachte Theorem II1.3.10 und Theorem 5.1(iv).)

8 Es ist zu zeigen, dafl jedes nichttriviale Ideal von (L1, ) in Ly dicht ist.

9 Esseip € [l,00], und k bezeichne den Gaufischen Kern. Man zeige:
(a) 0%k € L, € N".
(b) k+xu e BUC™, u€ Ly.

10 Essei f € L1, und es gelte 0% f € L1 fiir ein o € N™. Man zeige
/(ao‘f)godm: (—1)'a'/fawdm , @€BC™.

11 Essei V€ {Abb,B,L,; 1 <p<oo}. Man zeige, da die lineare Darstellung von
(R™, +) auf V durch die Translationen ein Gruppenisomorphismus ist.

12 Fir f,g,h € Lo selen f mit g und g mit h faltbar. Sind auch f*g mit A und
f mit g = h faltbar, so gilt (f *g)*h = f* (g *h). Insbesondere ist die Faltung auf L,
assoziativ.

13 Man zeige, daB fiir jedes o € N die Distributionsableitung
0“:D(X)—>D(X), T 0T
eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.
14 Firue W, (X) mit 1 <p <ooundm € Ngilt (f — fu) € L(BCW(X),VVP’"(X)).

15 Esseien (7j) eine Folge in D (X) und T' € D (X). Man sagt, (T;) konvergiert in D (X)
gegen T, falls gilt:
im(Ty, ) = (To9) ;¢ €D(X).

Es sei { - ; € > 0} eine approximative Einheit, und (g;) bezeichne eine Nullfolge. Man
zeige, daf (¢c;) in D (R™) gegen ¢ konvergiert.



8 Der Transformationssatz

Im Rahmen der Theorie des Cauchy-Riemannschen Integrals haben wir gesehen,
daf die Substitutionsregel von Theorem VI.5.1 eines der wesentlichsten Hilfsmittel
zur konkreten Berechnung von Integralen darstellt. Dem , Einfithren neuer Varia-
bler”, d.h. der Wahl geeigneter Koordinaten, kommt auch in der Integrations-
theorie in hoherdimensionalen Rdumen eine herausragende Bedeutung zu. Natur-
geméifl ist der Beweis der ,Substitutionsregel® fiir mehrdimensionale Integrale
schwieriger als im eindimensionalen Fall. Allerdings haben wir mit der Herlei-
tung des speziellen Transformationssatzes von Theorem IX.5.25 schon wichtige
Vorarbeit geleistet, auf der wir hier aufbauen konnen.

Neben dem Beweis des allgemeinen Transformationssatzes fiir n-dimensionale
Lebesguesche Integrale erldutern wir in diesem Paragraphen seine Bedeutung an-
hand von einigen wichtigen Beispielen. Dartiber hinaus stellt dieses Theorem die
Grundlage dar fiir die Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten, die wir im letzten
Kapitel behandeln.

Im folgenden sind

e X und Y offene Teilmengen von R";
FE ein Banachraum.

Inverse Bilder des Lebesgueschen Maf3es

Es seien (X,.A) ein mefSbarer Raum und (Y, B,v) ein Mafiraum. Ist f: X —» Y
eine bijektive Abbildung, die f(A) C B erfiillt, d.h. deren Umkehrabbildung 5B-.4-
mefbar ist, so iiberpriift man leicht, daff durch

ffvi A—[0,00, A z/(f(A))

ein Maf} auf A definiert wird, die Riicktransformation (oder das inverse Bild) des
MaBes v mit f. Im Spezialfall (X, A) = (R", £(n)) und (Y, B,v) = (R", L(n), \,)
beschreibt der spezielle Transformationssatz von Theorem IX.5.25 insbesondere
die Riicktransformation von A, mit Automorphismen des R":

D"\, = |det D| A, , ® € Laut(R"™) .
Ausgehend von diesem Resultat bestimmen wir nun die Riicktransformation des

Lebesgueschen Mafes mit beliebigen C!-Diffeomorphismen. Das niichste Resultat
ist hierfiir das wesentliche technische Hilfsmittel.

8.1 Lemma Es sei ® € Diff'(X,Y). Dann gilt
A (®(])) < / |det 09| dx:
J

fiir jedes Intervall J CC X der Form [a,b) mit a,b € Q™.



X.8 Der Transformationssatz 199

Beweis (i) Zuerst betrachten wir einen Wiirfel J = [z — (r/2)1, 2 + (r/2)1)
mit Mittelpunkt 2y € X und Kantenlénge r > 0. Wir setzen Ry, := (R", |-|s) und
K :=max_; [|0®(z)| sz~ ). Dann folgt aus dem Mittelwertsatz

|D(z) — D(20)]o0 < K |2 — 20|00 xed.
Also ist ®(J) in BY_ (®(xq), Kr/2) enthalten, und wir finden
A (®(J)) < (Kr)" = K"\ (J) . (8.1)

(ii) Es sei nun J CC X ein Intervall der Form [a,b) mit a,b € Q™. Ferner seien
£>0 und M :=max, || [8@(1:)]_1||L(Rn - Die gleichméiBige Stetigkeit von 9@

auf J sichert die Existenz von § > 0 mit
[0®(x) — 0P(Y)|crrn) <e/M (8.2)

fiir x,y € J mit |z — y| < §. Wegen a,b € Q" konnen wir J durch Unterteilen seiner
Kanten in N disjunkte Wiirfel Jj, der Form [a, £)" mit 0 < § — a < § zerlegen.
Dann wéihlen wir zj € Ji mit

|det 0P (2 )| = min |det OP(y)|
yeJk

und setzen Ty := 0P (xy) sowie @y, := Tk_1 o ®. Wegen
0 (y) = T, 0D(y) = L + [0®(a1)] ' [0D(y) — 0P ()]
folgt aus (8.2) und der Definition von M
max [ 0Pk (y)|crn) < 1+e€, ke{l,...,N}. (8.3)

yEJk
Aufgrund des speziellen Transformationssatzes (Theorem 1X.5.25) gilt
An (@(Jk)) =\ (Tlegl@(Jk)) = |det Tk‘ An (q)}g(Jk)) .
Folglich ergeben (8.1) und (8.3)
A (®(Jk)) < (1+e)"™ |det Ti| A (Ji) kEe{l,...,N}.

Beachten wir schliellich die Bijektivitit von ® und die Wahl der zy, so finden wir

N N

A (®()) = An(U cp(Jk)) =3 M (@)
k=1 k=1
N

N
S @4 |det Tl A (Je) < (1+)" Y ’ |det O®| da:
k=1 k=1""7%

(4 5)”/ (det 9P| da
J

Nun liefert der Grenziibergang ¢ — 0 die Behauptung. m
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8.2 Satz Es sei ® € Diff' (X,Y). Dann gilt

B*An(A) = Ao (3(4)) :/A|det6¢>\dx, AeLn)|X .

Beweis (i) Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt leicht, dafl
ho L)X — [0,00], Ao / (det 9P| dz
A

ein vollstandiges MaB ist (vgl. Aufgabe 2.11).

(ii) Es sei U offen und kompakt in X enthalten. Dann gibt es nach Satz IX.5.6
eine Folge (J;) disjunkter Intervalle der Form [a, b) mit a,b € Q", so daB U =, J.
Aus (i) und Lemma 8.1 folgt deshalb

A (D(U)) = A (Ukcb(Jk)) =3 (@) < Zk/} |det O| dz

=, ne(Ji) = po (Uk Jk) = ue(U) = /U |det 00| d .
(iii) Es sei U offen in X. Nach den Bemerkungen 1.16(d) und (e) gibt es eine
Folge (Uy) offener Teilmengen von X mit U CC Uy und U = |, U. Mit (ii)
und der Stetigkeit von unten der Mafle A\, und pe folgt

A (B(U)) = lim A (2(U)) Sliinué(Uk):mp(U):/U\det8<b|dx.

(iv) Es sei A € L(n)|X beschrénkt. Vermoge Korollar IX.5.5 finden wir ei-
ne Folge (Uy) beschrénkter offener Teilmengen von X mit G :=(), Uy D A und
An(G) = A (A). Die Stetigkeit von oben der Mafle A, und pg und (iii) implizieren

k k
A (®(G)) =lim A, (cI> (DO Uj)) < lim pig (DO Uj)
= s (G) = /G et 9| dz .
Beachten wir A C G und An(A) = A (G), so folgt
Ao (B(A)) < Ao (B(G)) < /G (det 90| dz: — /A \det D] d .

(v) Es sei A € L(n)|X beliebig. Wir setzen Ay := ANkB" fir £k € N und
erhalten dann aus (iv) und der Stetigkeit der Mafle von unten
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(vi) Es sei f € EF(Y,R") mit der Normalform f = 25:0 ajxa,- Mit (v) folgt

e

k
/dey =Y aida(A)) =Y aha(2(271(4))))
=0 '
k
< jzoaj/b

7=0
(vii) Es seien X beschrinkt, f € Lo(Y,RT), und (fi) bezeichne eine Folge
in EF(Y,RT) mit fx 1 f (vgl. Theorem 1.12). Dann gehort f, o ® zu EF(X,RT).
Weil die Folge (fr o @), wachsend gegen f o ® konvergiert, liegt (f o @) |det 0P|
in £o(X,R"). Nun implizieren (vi) und der Satz iiber die monotone Konvergenz

|det8<I>\dm:/(fo@)\det@@dm.
H(4;) X

/fdy:lim/ fkdyglim/(fkoq))|det8¢)|dx:/(foq))|det8<l>|dx.
Y k- Jy ko Jx X

(viii) Es seien X beliebig und f € Lo(Y,R"). Wegen der Bemerkungen 1.16(d)
und (e) finden wir eine aufsteigende Folge relativ kompakter offener Teilmengen X},
von X mit X = J;—, Xk. GemaB (vii) gehort gy := xx, f |det ®| zu Lo(X,RT),
und es gilt g, T g := f|det ®|. Also folgt g € Lo(X,RT). Mit Y}, := ®(X},) ergibt
sich aus (vii)

/fdyg/ (f o®)|det 0P| dx .
Vi X

Aus Y = J;2, Y% und dem Satz iiber monotone Konvergenz erhalten wir somit
/fdyg/(foq)) \det 00 dx . (8.4)
Y X
(ix) Essei A € L(n)|X. Wir vertauschen in (viii) die Rollen von X und ¥ und

wenden (8.4) auf den C'-Diffeomorphismus @1 von Y auf X und die Funktion
(Xao(a) © P) |det 9P| € Lo(X,RT) an. Dann folgt

/ (X@(a) 0 @) |det 0P| da < / {(()@(A) o @) |det 0P|) o @71} |det 00| dy
X Y
= / Xa(a) |det[(0® o @710 ]| dy .
Y
Beachten wir ferner

1, =0(dy) =0(®o® 1) = (000 & 1)9d ! (8.5)

und Xxg(4) © P = x4, so erhalten wir

/ |det O | dx S/ Xo(A) dy = /\n((I)(A)) .
A Y

Wegen (v) folgt nun die Behauptung. m
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8.3 Beispiel Es seien X :={ (r,¢) € R x (0,27) ; 0 <r < ¢/27 } und
d: X -»R*, (r,9) — (rcosp,rsing) .

Dann ist Y := ®(X) offen in R?, und ® € Diff**(X,Y) mit

| cosp —rsing
[8‘1’(7", gp)] o [ sinp  rcosy } ’

27 A

o

v

xlel

p/2m 1

Also gilt det 9®(r, ) = r. Ferner ist pry(X) = (0,27), und X% = (0, ¢/27) fiir
© € (0,2m). Somit folgt aus Satz 8.2 und dem Satz von Tonelli

21 /2w
)\Q(Y):/er(r,go):/o /0 rdrdy=m/3.

Der allgemeine Transformationssatz

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht mehr schwer, den allgemeinen Transforma-
tionssatz zu beweisen. Wir betrachten zuerst den skalaren Fall, damit der Beweis
auch von denjenigen Lesern, welche die Ausfiithrungen zum Satz von Fubini fiir
vektorwertige Funktionen iiberschlagen haben, nachvollzogen werden kann. Den
allgemeinen Fall behandeln wir am Ende dieses Paragraphen.

8.4 Theorem (Transformationssatz) Es sei ® € Diff'(X,Y).
(i) Fiir f € Lo(Y,R") gilt

/fdy:/(fo(b) \det 9P| da (8.6)
Y X

(ii) Die Funktion f:Y — K ist genau dann integrierbar, wenn (f o @) |det 0P|
zu L1(X) gehort. In diesem Fall gilt (8.6).
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Beweis (i) Aus Theorem IX.5.12 folgt ®(Lx) C Ly. Somit impliziert Korol-
lar 1.5, dafi f o ® meBbar ist. Da |det 0P| stetig, folglich mefibar, ist, erhalten
wir nun aus Bemerkung 1.2(d), daf auch die Funktion g := (f o ®) |det 0P| mef-
bar ist. Aus (8.5) folgt f = (go®~')|det 9®~!|. Also zeigt (8.4) (mit (X, ®, f)
ersetzt durch (Y, ®71, g)), dal

/(focb)\detatb\dacg/ fdy .
X %

Wegen (8.4) ergibt dies (8.6).  (ii) folgt aus (i) und Korollar 2.12(ii) und (iii)
sowie Theorem 3.14. m

Mit der in Paragraph VIIL.3 definierten Riicktransformation von Funktionen
nimmt die Transformationsformel (8.6) die einprigsame Gestalt

[ron=[  @pnae
Y d-1(Y)
an, wie aus Satz 8.2 und Aufgabe 2.12 folgt.

Fiir manche Anwendungen ist die Voraussetzung, daff ® ein Diffeomorphis-
mus sei, zu restriktiv. Das folgende Korollar stellt eine einfache, aber wichtige
Verallgemeinerung von Theorem 8.4 dar, in welcher diese Voraussetzung abge-
schwiicht ist.!

8.5 Korollar  Es sei ¢ € CY{X,R™), und M sei eine mefbare Teilmenge von X.
Ferner sei M\ M eine \,-Nullmenge, und ®|M sei ein Diffeomorphismus von M
auf ®(M). Dann sind die folgenden Aussagen richtig:

(i) Fiir jedes f € Lo(M,R™) gilt
/ fdy:/ (fo®)|det 0P| dx . (8.7)
&(M) M

(ii) Genau dann gehért f: ®(M) — K zu L1(®(M)), wenn (f o ®) |det 0P| zu
L1(M) gehort. In diesem Fall gilt (8.7).

Beweis Wegen A, (M\M) = 0 ist ®(M)\®(M) C ®(M\ M) ebenfalls eine Null-
menge, wie Korollar IX.5.10 zeigt. Die Behauptungen folgen nun aus Lemma 2.15
und Theorem 8.4. m

Es ist klar, da8 dieses Korollar eine (partielle) Verallgemeinerung der Substi-
tutionsregel von Theorem VI.5.1 darstellt. Allerdings miissen wir uns hier auf den
Fall von Diffeomorphismen beschréinken. Auflerdem steht uns im eindimensionalen
Fall das orientierte Integral zur Verfiigung, weswegen in der eindimensionalen
Substitutionsregel der Betrag der Ableitung (d.h. der Funktionaldeterminante)
nicht auftritt.

IFiir eine weitere Verallgemeinerung verweisen wir auf Aufgabe 7.
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Ebene Polarkoordinaten

Von besonderer Bedeutung in den Anwendungen sind die durch Polarkoordinaten
induzierten Diffeomorphismen, die wir im folgenden vorstellen. Wir beginnen mit
dem zweidimensionalen Fall.

Es seien
fo: RZ = R? . (r,¢) — (z,y) := (rcosp,rsing)

die (ebene) Polarkoordinatenabbildung?® und V3 := (0, 00) x (0, 27).

A
P RN h J
A . N
// ..-\ T,
271' ; f2 I/ \ \\( SO)

! — 1 \I R

B i) :‘ —
: > R?Y (R x {0})

Dann ist fo glatt, und det df2(r, v) = r, wie bereits in Beispiel 8.3 gezeigt wurde.
Offensichtlich ist V5\ V5 eine Ao-Nullmenge, und es gelten

fo(Va) =R?,  fo(Va) =R*\ (RT x {0}) (8.8)

sowie
f2|Va € Diff* (Va, f2(12)) . (8.9)

Also ist Korollar 8.5 mit M := V5 anwendbar:

8.6 Satz (Integration mittels Polarkoordinaten)
(i) Fiir g € Lo(R* RT) gilt

2T )
/ g(x,y)d(w,y) =/ / g(rcos g, rsing)rdrdy
R2 0 0

e (8.10)
:/ r/ g(rcos, rsing)dpdr .
0 0

(ii) Die Funktion g: R? — K ist genau dann integrierbar, wenn dies fiir
(0,00) x (0,2m) = K, (r, ) = g(rcosep,rsing)r

richtig ist. Dann gilt (8.10).

2Vgl. Folgerung I11.6.21(d).
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Beweis Dies folgt aus (8.8), (8.9), Korollar 8.5 und dem Satz von Fubini-Tonelli. m

Besonders einfach wird die Integralberechnung natiirlich dann, wenn f nur
von |z|, d.h. von r, abhingt. Zur Illustration fithren wir eine elegante Berechnung
des Gauflschen Fehlerintegrals vor, fiir welche Kenntnisse iiber die I'-Funktion
nicht benotigt werden (vgl. Anwendung VI.9.7).

8.7 Beispiel [~ e~ dz = /.

Beweis Der Satz von Tonelli impliziert

oo 5 oo oo
(/ e dgc> :/ oo’ da:/ v dy:/(/ e—(z2+y2)dx> dy
:/ e (@) d(z,y) -
R2

Somit zeigt Satz 8.6(i)

©o 27 oo oo
(/_oo e d:r)2 :/0 /0 re”" drdy = 27r/0 dcfn [—e_r2/2] dr=m,

woraus die Behauptung folgt. m

n-dimensionale Polarkoordinaten
Fiir n > 1 definieren wir h, : R™ — R"*! rekursiv durch
hi(z) := (cos z,sin z) , zeR, (8.11)
und
hnt1(2) := (hn(z') sin 241, €08 2n41) z2=(2,2n31) ER" xR . (8.12)
Offensichtlich ist h,, glatt, und durch Induktion verifiziert man
[hn(2)] =1, zeR". (8.13)
Nun erkldren wir f, : R™ — R" fiir n > 2 durch
fo@) = yihna(2) . y=(y1,2) eRxR"T, (8.14)
Dann ist auch f, glatt, und es gelten
hn1(2) = fu(L,2) 5 |fa@)] = |l - (8.15)

Im folgenden verwenden wir in der Regel fiir die y-Koordinaten die iibliche Be-
zeichnung

(7”@77917”-,1%—2) = (y17y2ay3a"'7yn) .
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Durch Induktion verifiziert man leicht, daf

. n n
fo: R =R"  (r,o,V1,...,00-2) — (z1,22,23,...,Zn) (8.16)
durch
1 =rcospsint;sindy---sintd, o ,
To = rsinpsind; sinds - -sind,_o
T3 = rcosty sinds - - -sindd,_o
(8.17)
Tp1 = rcos¥,_3sint,_o ,
Tn = rcosV,_o

gegeben ist. Somit stimmt fo mit der ebenen Polarkoordinatenabbildung iiberein,
und f3 ist die Kugelkoordinatenabbildung von Beispiel VII.9.11(a). Im allgemeinen
Fall ist f,, die n-dimensionale Polarkoordinatenabbildung. Aus (8.12) und (8.14)
folgt fiir n > 3 die rekursive Relation

fay) = (fam1(y) sinyn,yrcosyn) . y= (' ya) ER"TIXR. (8.18)
Fiir n > 2 setzen wir
Wy_1:=(0,27) x (0,7)" "2, V, :=(0,00) x W,,_1 (8.19)
sowie
Va(r) :=(0,7) x W1, r>0. (8.20)
Mit dem abgeschlossenen (n — 1)-dimensionalen Halbraum
H, ;=R x {0} xR"?CR" (8.21)
gelten dann
Pt (Wno1) = S" " "\Hy—1,  fu(Va(r)) = rB"\Hn—1 (8.22)
sowie
hnat(Woo1) = S*1 0 fu(Va(r)) = rB" (8.23)
und
fa(Va) =R™\Hp_y . fo(Vo) =R™ . (8.24)

AuBlerdem sind die Abbildungen h,,_1|W;,,—1 und f,, |V, bijektiv auf ihre Bilder.

‘ﬂ/ rB"

R™ 2
A Va(r)

v -
- b
Wn 1 z

Vn 1(7") ‘§
» R R™ 1

T

Diese Aussagen folgen leicht durch Induktion.
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8.8 Lemma Fiir n > 3 und r > 0 ist f,, ein C*°-Diffeomorphismus von V,(r) auf
rB"\ H,—1 und von V,, auf R"\ H,,_,. Ferner gilt

det dfn(r,p,91,...,0,—2) = (—1)"7’"71 sin ¥y sin® ¥ - - - sin™ 29, _o
fiir (r,0,91,...,90-2) € V,,.

Beweis Aufgrund der vorstehenden Betrachtungen ist nur noch der Wert der
Funktionaldeterminante zu berechnen. Dazu leiten wir eine Rekursionsformel fiir
det Of,,(y) her. Aus (8.12) und (8.14) folgt nidmlich mit y = (r, z) = (v/, z,,) und
z= (2 z,) €R"

hn—1(2z ) sin z, [rOz(hn—1(z )sinzy)]
[0fni1(y)] = :

Durch Entwickeln nach der letzten Zeile finden wir somit

det dfni1(y) = (—1)" cos z, det S — rsin™ ! 2, det O f,. (y) (8.25)
mit S := [rd, (h,_1(2')sinz,)]. Wir kénnen annehmen, da sin z, # 0, da sonst
die Behauptung trivial ist. In der letzten Spalte von S steht rh,, 1 (2’) cos z,,. Dieser
Vektor unterscheidet sich nur durch den Faktor r cot z,, vom ersten Spaltenvektor,
némlich Ay, _1(2') sin 2, der Matrix T := [0 f,(y) sin z,,| . Die ersten n — 1 Spalten
von S stimmen mit den letzten n — 1 Spalten von T (in derselben Reihenfolge)
iiberein. Also gilt

det S = (=1)" " trcot z, det T = (—1)" 17 cos z, sin" ! 2, det 9, f(v/') .
Somit folgt aus (8.25)
det Ofny1(y) = —rsin™ ! 2, det O, (y) .

Wegen det dfa(r, ) = r ergibt sich nun die Behauptung. m

Zur Abkiirzung setzen wir

wy (V) := sindy sin® Py - - -sin" 20, o, 0= (01,...,9, 2) €[0,7]" .
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8.9 Satz (Integration mittels Polarkoordinaten) Es sei n > 3.
(i) Fiir g € Lo(R™,RT) gilt

[Lode= [ @etmptp @ dres) . (520)
(ii) Die Abbildung g: R" — K ist genau dann integrierbar, wenn dies fiir
Voo K, (n00) = (90 )0 ) (9)
der Fall ist. Dann gilt (8.26).

Beweis Wegen A, (V,,\V;,) = 0 erhalten wir die Behauptung aus (8.24), Korol-
lar 8.5 und Lemma 8.8. m

8.10 Beispiele (a) Fiir g € Lo(R* RT) gilt

[ @2 dlay.2)
® (8.27)

00 27 ™
= / / / g(rcos psind, rsin @ sin®, r cos ¥)r? sin v d dy dr .
o Jo Jo

Ferner kann auf der rechten Seite die Integrationsreihenfolge umgestellt werden.

Beweis Dies folgt aus Satz 8.9(i) und dem Satz von Tonelli. m
(b) Die Abbildung g: R?® — K ist genau dann integrierbar, wenn dies fiir
Vs =K, (r,¢,9) — g(rcospsind,rsinpsind, r cos 9)r? sin 9

der Fall ist. In diesem Fall gelten (8.27) und dessen Zusatz.

Beweis Dies ist eine Konsequenz aus Satz 8.9(ii) und dem Satz von Fubini-Tonelli. m
(c) Fiir n > 3 gilt
277/ wy, (9) d¥ = nw,
(0,7]"=2

mit w, = W"/Z/F(l +n/2), dem Volumen von B".
Beweis Aus (8.22), (8.23), Satz 8.9 und dem Satz von Tonelli folgt

wn = / Cde = / de= /V @B O wa0) 0 )

1 27
:/ P! dr/ dga/ wn (9) dY = 2”/ wn (V) dV
0 0 (0,772 n Jjomn—2

also die Behauptung. m
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Integration rotationssymmetrischer Funktionen

Es seien 0 <rg < r; < oo und R(rg,7m1) :={x € R" ; ro < |x| < r1 }. Dann heif}t
g: R(rg,r1) — E rotationssymmetrisch, wenn es eine Abbildung g: (rg,71) — F
gibt mit

g(@) =g(zl) . z€R(ro,m).
Dies ist genau dann der Fall, wenn g auf jeder der Sphiren rS™~! mit ro < r < ry
konstant ist. Dann ist ¢ durch g eindeutig bestimmt (und umgekehrt).

Wie wir bereits in Beispiel 8.7 gesehen haben, vereinfacht sich die Integrati-
onsaufgabe fiir rotationssymmetrische Funktionen erheblich.

8.11 Theorem Essei 0 <71y <r < oo.
(i) Ist g € Lo(R(ro, 1), R") rotationssymmetrisch, so gilt

70

Ty
/ gdx = nwn/ g(ryrmtdr (8.28)
R(ro,r1)

mit wy, = A\, (B") = W"/Q/F(l +n/2).
(ii) Die rotationssymmetrische Funktion g: R(rg,r1) — K ist genau dann inte-
grierbar, wenn dies fiir

(ro,r1) =K, r—g(r)rm!

richtig ist. Dann gilt (8.28).

Beweis Der Fall n =1 ist klar (vgl. Aufgabe 5.12). Fiir n > 2 folgt aus (8.15)
und der Rotationssymmetrie von g

gofn(n(p,ﬂ):g}(r) ) ro <r<ri, (¢779)€an1 .

Nun ergibt sich die Behauptung aus den Sétzen 8.6 und 8.9 (angewendet auf die
triviale Fortsetzung von g) sowie aus Beispiel 8.10(c). m

8.12 Beispiele (a) Es sei f: R"™ — K mefibar, und es gebe ¢ >0, p >0 und
€ > 0 mit N 2
clz|—mte 0<z|<p,

|f(z)] < —n—e
¢l ; [ = p .

Dann ist f integrierbar .
Beweis Wir setzen

g(x) = c(|m|_"+5 X,pn () + 2] 7" 7 X (pmrye (%)) z € R"\{0} = R(0,0) .
Dann ist g rotationssymmetrisch, und es gilt |f(z)| < g(z) fir = € R(0,00). Aufgrund
der Beispiele V1.8.4(a) und (b) gehort r — g(r)r™ " zu L£1(RT). Somit impliziert Theo-

rem 8.11, dafl auch g zu £1(R(O,oo)) = L1(R™) gehort. Nun folgt die Behauptung aus
Theorem 3.14. m
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(b) Es sei p € Loo(R™), und p habe einen kompakten Tréger. Ferner sei
! R™\{0} — R* '

: — — .
r C T el

Dann existiert (1/r)*  p fiir o < m, und es gilt

<1>a*u(x):/R Hy) dy , xeR"™.

r n |z =yl
Beweis Esseien z € R" und K := supp(u) sowie gz (y) := ||it]loo |y| ™ Xo—x (v) fiir y # 0.
Dann gehort g, zu Lo(R™), und es gilt

[w(z =)yl < g2(y) » y#0.

Wegen o < n zeigt (a), dal g, integrierbar ist. Die Behauptung folgt nun aus Theo-
rem 7.8(ii). m

Mit den Bezeichnungen von (b) heifit u, := (1/7)"~2 % u fiir n > 3 Newton-
sches oder Coulombsches Potential der Belegungsdichte .. Aus Aufgabe 3.6 wissen
wir, daB u,, in K¢ glatt und harmonisch ist, und (b) zeigt, daB u,, auf ganz R"
erklart ist.

Der Transformationssatz fiir vektorwertige Funktionen

Wir beweisen nun die Transformationsformel von Theorem 8.4 fiir vektorwertige
Funktionen.

8.13 Lemma FEs seien f € EF.(Y,E) und ® € Diff' (X, Y). Dann gehért die Ab-
bildung (f o ®)|det 9P| zu L£1(X, E), und es gilt

/fdy:/(fo@ﬂdet@(l)\dm.
Y X

Beweis Wegen supp(fo ®) =&~} (supp(f)) ist der Tréager von f o ® kompakt.
Insbesondere gehort f o ® zu EF.(X, E). Hieraus folgt leicht die Integrierbarkeit
von (f o @) |det 9P|. Ferner zeigt Theorem 2.11(iii), dafl fiir e € £ und g € L1 (X, K)
die Funktion eg zu £, (X, E) gehort und daB e [, gdz = [y eg dz gilt. Bezeichnet
Yo €jxa, die Normalform von f, so folgt aus Satz 8.2

fdy = e (A;) = e</ det 09| dx
/ Do) =Yoo [, eton

J

:Z/ ej\det8¢|dac:/(fo<1>) |det 0P| dz
j=0 D-1(Aj) X

also die Behauptung. m
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8.14 Theorem (Transformationssatz) Es seien ® € Diff'(X,Y) und f € EY.
Genau dann gehort f zu L£1(Y, E), wenn (f o ®) |det 0P| zu L1(X, E) gehért. In
diesem Fall gilt

/fdy:/(fo(bﬂdet@‘l’\dx.
Y X

Beweis (i) Es sei f € £41(Y, E). Dann gibt es eine Folge (f;) in EF.(Y, E), die
in £1(Y,E) und f.ii. gegen f konvergiert und lim [, f; = [, f erfiillt (vgl. Lem-
ma 6.18, die Bemerkungen 6.19(a) und (c) und Theorem 2.18). Fiir j € N setzen
wir g; := (fj o @) |det 9®|. Mit Hilfe von Lemma 8.13 erkennen wir, daf (g;) ei-
ne Cauchyfolge in £1(X, E) ist und daB [, f;dy = [y g; dz gilt. Weil £1(X, E)
vollstéindig ist, finden wir ein g € £,(X, E) mit g; — ¢ in £;(X, E). Ferner folgt
aus Theorem 2.18, daB lim [ g;j dz = [, gdz und daB es eine Teilfolge (g;, Jren
von (g;) gibt, die in X f.ii. gegen g konvergiert. Also stimmen g und (f o @) |det 0P|
in X f.ii. iiberein. Nach Lemma 2.15 gehort deshalb (f o @) |det 0P| zu L1 (X, E),
und es gilt [ g = [ (f o ®) |det 9®|. Nun folgt

/fdyzlim/ fjdyzlim/ gjdm:/gdx:/(foq)ﬂdet@(l)\dm.
Y J Y 7 JX X X

(ii) Nun gehore (f o @) |det 0P| zu L1 (X, E). Da aus (8.5)
f=((fo®)|detd®|) o @~ " |det I(P ")
folgt, zeigt (i), daB f zu L£1(Y, E) gehort. Damit ist alles bewiesen. m

Es ist klar, dafl Korollar 8.5 auch fiir F-wertige Abbildungen giiltig ist.
Hieraus folgt, dafl die Sétze 8.6(ii) und 8.9(ii) und Theorem 8.11(ii) auch fiir
E-wertige Funktionen gelten.

Aufgaben

1 Essei G € R™™" symmetrisch und positiv definit. Man beweise:
/ e (Gl gy — W"/Z/\/detG .
JR™

(Hinweis: Hauptachsentransformation.)

2 Man zeige, daB fiir p € C mit Rep > n/2 gilt
/ (14 [2*)™ de = 7"/*T(p — n/2) /T(p) -

(Hinweis: Man beachte Beispiel 6.13(b).)
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3 Esseien D := { (z,y) €ER?; x,y>0, x+y < l}undp,q € (0,00). Fiir f: (0,1) - R
ist die Funktion
D—R, (z,y)—a" 'y flz+y)

genau dann integrierbar, wenn s — s?T97! f(s) zu £1((0,1)) gehort. In diesem Fall gilt

/ YT @+ y) d(e,y) = B(p,g) / I f(s) ds .
D 0

(Hinweis: Man betrachte (s,t) — (s(1 —t),st).)
4 Esseien 0 <a< f<2r, und f: [, 8] — (0,00) sei meBbar. Man zeige, dafl

S(e,B,f):==1{z€C; argy(z) € [, 8], |2] < f(argn(2)) }
Ae-mefbar ist und daf gilt

B
X (88 0) =, [ )] de

5 BEssei g€ £2,,(R") positiv definit. Man berechne das von der Ellipsoidfliche g~ (1)
,eingeschlossene“ Volumen des Ellipsoids ¢~ *([0,1]) (vgl. Bemerkung VII.10.18).

6 (Sardsches Lemma) Es sei ® € C*(X,R"), und C:= {z € X ; 9®(z) ¢ Laut(R") }
sei die Menge der kritischen Punkte von ®. Man zeige, dal ®(C) eine \,-Nullmenge ist.
(Hinweise: Weil C' o-kompakt ist, geniigt es nachzuweisen, da$ ®(C N J) fiir jeden kom-
pakten n-dimensionalen Wiirfel J eine \,,-Nullmenge ist. Dazu seien zo € C und r > 0,
so daB8 Jo := [zo — (r/2)1,z0 + (r/2)1] CC X. Ferner sei

p(r) = max/o 0@ (z0 + t(z — z0))|| dt .

x Jo
Man zeige, daB es ein ¢, > 0 gibt mit A, (®(Jo)) < car™p(r). Wegen lim,. o p(r) = 0 folgt
die Behauptung durch Unterteilen der Kanten von Jo.)

7 Esseien® € C'(X,R")und C :={z € X ; 0®(x) ¢ Laut(R") }. Ferner sei ®|(X\C)
injektiv. Man beweise die folgenden Aussagen:

(i) Fiir f € Lo(X,RT) gilt
/ Fdy = / (f o ®) |det D] dz . (8.29)
B(X) X

(ii) Die Funktion f: ®(X) — E gehért genau dann zu £, (®(X), E), wenn die Abbil-
dung (f o @) |det 9P| in L£1(X, E) liegt. In diesem Fall gilt (8.29).



9 Die Fouriertransformation

Im Finale dieses Kapitels stellen wir die wichtigste Integraltransformation, die
Fouriertransformation, vor.! Das Studium ihrer grundlegenden Eigenschaften ist
eine Reprise der Lebesgueschen Integrationstheorie, bei deren Durchfithrung uns
die Eckpfeiler dieser Theorie, wie die Vollstéandigkeit der Lebesgueschen Rdume,
der Satz iiber die majorisierte Konvergenz und der Satz von Fubini-Tonelli, auf
Schritt und Tritt begegnen.

Besonders reizvoll ist das Zusammenspiel der Fouriertransformation mit der
Faltung und mit der Hilbertraumstruktur von Lo. Ersteres erldutern wir anhand
von Fouriermultiplikationsoperatoren; das zweite durch den Satz von Plancherel
und Anwendungen auf die Impuls- und Ortsoperatoren der Quantenmechanik.

In diesem Paragraphen betrachten wir ausschlieflich Rdume komplexwerti-
ger auf ganz R" definierter Funktionen. Wie in Paragraph 7 lassen wir deshalb
die Spezifikation (R", C) meistens weg und schreiben § fiir §(R", C), also z.B. £;
fiir £1(R", C). AuBerdem bedeutet [ fdz stets [, fdz, und wir identifizieren R"
kanonisch mit seinem Dualraum, so da$ (-, -) formal mit dem euklidischen inneren
Produkt iibereinstimmt.

Definition und elementare Eigenschaften

Es sei f € £1. Dann gehort die Abbildung R” — C, z — e *®& f(z) fiir jedes
£ € R" zu L;. Die durch

76) = (2m) "2 / O f(2)dr,  ECR", (9.1)

erklirte Abbildung f: R"™ — C heifit Fouriertransformierte von f, und die Funk-
tion F := ( f—=1f ) ist die Fouriertransformation.

Statt durch die Formel (9.1) wird in der Literatur die Fouriertransformierte
von f auch durch?

§>_>/ —H@8) f(x)dx  oder 5'—>/ “2mE) f(2) da

definiert. Diese verschiedenen Normierungen sind natiirlich fiir die Theorie unwe-
sentlich, bewirken aber, dafl bei einigen der nachfolgenden Ausdriicke Potenzen
von 27 als Faktoren auftauchen. Hierauf ist beim Vergleich verschiedener Biicher
und Arbeiten zu achten. Die hier gewéhlte Normierung hat den Vorteil, dafl sol-
che Faktoren nur an wenigen Stellen auftauchen und dafl der Satz von Plancherel
besonders einfach formuliert werden kann.

1Vom Inhalt dieses Paragraphen wird im restlichen Teil dieses Buches kein Gebrauch gemacht.
2Vgl. Paragraph VIIL6.



214 X Integrationstheorie

9.1 Bemerkungen (a) Fiir f € Ly setzen wir Ff := f:: ]—"f, wobei f* ein belie-
biger Repriisentant von f ist. Dann ist F f wohldefiniert, und F € £(L,, BC).

Beweis Die erste Aussage ist offensichtlich. Wegen
f@<@m™2(fl, EeRr",
folgt die zweite leicht aus dem Satz iiber die Stetigkeit von Parameterintegralen und aus

Theorem VI.2.5. m

(b) Fiir f € Ly gilt f = f. Die Funktion

R" 5 C, £ f(€) = (27r)_"/2/ei @8 f(z) da

wird auch als Fourierkotransformierte von f bezeichnet, und F := ( f— f) ist die

Fourierkotransformation. Da die Spiegelung f +— f ein stetiger Automorphismus
auf £y, L1 und BC ist, besitzt die Fourierkotransformation dieselben Stetigkeits-
eigenschaften wie die Fouriertransformation.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus dem Transformationssatz. m
(¢) Wir bezeichnen fiir A >0 mit oy: R" = R", 2z — Az die Streckung mit

dem Faktor A. Dann definieren wir eine Operation der Gruppe ((0,00),-) auf
Abb := Abb(R",C),

((0,00),-) x Abb — Abb , (A, f) = oxf (9.2)
durch
oxf = Ffooyn= (o) f.

Ist V' ein Untervektorraum von Abb, der invariant ist unter dieser Aktion, also
ox(V) C V fiir A > 0 erfiillt, so ist die Abbildung

ox: V=V, wv—o\w

linear und erfiillt oxo,, = o, und o1 = idy fiir A, p > 0. Folglich ist oy fiir A >0
ein Vektorraumautomorphismus mit (oy)~! = o} /x- Dies zeigt, dafl

((0, 00), ) —Aut(V), Aoy

eine lineare Darstellung der multiplikativen Gruppe ((0, 00), ) auf V ist. Insbeson-
dereist { oy ; A > 0} eine Untergruppe von Aut(V'), die Dilatationsgruppe von V.
Dementsprechend ist oyv die Dilatation (Streckung) von v mit dem Faktor A\. Wie
im Fall der Translationsgruppe sagt man auch hier, ((0,00),-) sei auf V linear
darstellbar, wenn V unter (9.2) invariant ist.

Es sei 1 < p < oco. Dann ist ((O7 00), ) auf L, linear darstellbar, und es gilt
lloxfllp = AP I £lp -

Beweis Dies folgt aus dem Transformationssatz. m
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(d) Foy= )\nal/)\}— fur A > 0.
Beweis Es seien f € £1 und A > 0. Dann gilt

Forf(€) = (2m)"/? / et E f(a/N) dz = A" (2m) "2 / e YA fz /NN da

~

fiir £ € R™. Nun zeigt der Transformationssatz, daf der letzte Ausdruck mit A" f(A€)
iibereinstimmt. m

(e) Es sei a € R". Dann gilt ('@ )" = Tof fiir f €Ly m

Der Raum der schnell fallenden Funktionen

Wir fithren nun einen Untervektorraum von £; ein, auf dem die Fouriertrans-
formation besonders einfach zu handhaben ist. Durch Dichtheitsschliisse kénnen
wir dann die erhaltenen Resultate auf groflere Funktionenrdume ausdehnen.

Man nennt f € C° schnell fallend, wenn es zu jedem (k, m) € N? ein ¢4, > 0
gibt mit
(14 |z[H*10% f ()| < crom reR", aeN', |a/<m.

Mit anderen Worten: f € C ist schnell fallend, wenn jede Ableitung 0¢f fiir
|x| — oo schneller als jede Potenz von 1/|z| gegen Null geht.

Wir setzen

Guan(f) = max sup (1+[o)*?[0° (@), feC®, kmeN,
a|Sm peR™

und nennen
8:={f€C’°°; arm(f) < o0, k,meN}

Schwartzschen Raum oder Raum der schnell fallenden Funktionen.

9.2 Bemerkungen (a) S ist ein Untervektorraum von BUC. Jedes g, ist eine
Norm auf S.

Beweis Es sei m € N. Dann ist S ein Untervektorraum von BC'™, denn qo,m stimmt
mit der Norm von BC™ iiberein. Es sei &« € N” mit || < m. Dann folgt aus dem Mittel-
wertsatz leicht, dal 0 f gleichmiBig stetig ist. Dies beweist die erste Aussage. Die zweite
ist klar. m

(b) Fiir (f,g) € S xS sei

N g (ktm) Tem(f—9)
d(f,g) == WZ;O? T aem(f—g)

Dann ist (S, d) ein metrischer Raum.
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Beweis (i) Offensichtlich konvergiert die Doppelreihe Y- 2~ ™ g, 0. (£) /(1 + qr.m (f))
fiir jedes f € S. Somit ist d: S x S — R" wohldefiniert. Ferner ist d symmetrisch und
verschwindet genau auf der Diagonalen von § X S.

(i) Weil ¢ +— t/(1 +t) auf R™ wachsend ist, gilt fiir r, s, € Rt mit r < s +t:
T < s+t _ s n t < s n t '
147 1+s+1 1+s+t 14+s+t 1+s 141t
Nun folgt leicht, daf3 d die Dreiecksungleichung erfiillt. m

(c) Es seien (f;) eine Folge in S und f € S. Dann sind #quivalent:
(i) lim f; = f in (S, d).
(ii) im(f — f;) =01in (S,d).
(ili) limj gg,m(f — fj) = 0 fir k,m € N.
Dies bedeutet, dafl die Folge (f;) genau dann in S gegen f konvergiert, wenn
(f; — f) beziiglich jeder Seminorm gy ,, gegen Null strebt.
Beweis ,,(i)=-(ii)“ Diese Implikation ist klar.

,»(i1)=(iii)* Es seien € € (0,1] und k,m € N. Dann gibt es ein N € N, so daB§ fiir
j > N die Ungleichung d(f, f;) < e/28t™*+1 erfiillt ist. Hieraus folgt

P N 1)) . €
L+ qem (f = f5) 2k+m1 7

und somit qg,m (f — fj) < e fiir j > N.
,(1ii)=>(1)“ Es sei £ > 0. Dann gibt es ein N € N mit

ktmeN+1 1+ g, m(f fJ
Nach Voraussetzung finden wir ein M € N mit
e (f—fi)<e/d,  j=M, k+m<N.
Also gilt
N
Mg (= f5) | €
d(f, fi) < o V4 <e
(:f3) poto At aen(f—fi) 2
firj > M. m

(d) D ist ein dichter Untervektorraum von S. Die Funktion R” — R, z s e~ l#I°
gehort zu S, aber nicht zu D.

Beweis Es ist klar, dal D ein Untervektorraum von S ist. Es sei f € S. Wir wéhlen
¢ € D mit ¢|B" =1 und setzen

fi(@) = f(2)p(z/j), w€R", jENT

Dann gehort f; zu D, und es gilt
f@@) = fi(x) = f(&)(1 - @(z/j)) , @ €R",
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also 0*(f — f;)(z) = 0 fiir x € jB™ und o € N". Ferner zeigt die Leibnizsche Regel, daf
es ein ¢ = ¢(p,m) > 0 gibt mit

0°(F = @)l = | () 0° 5 @)a (1 = @) /)] < emax |9 (x)]
p=a
< Cqurnm(F)(1 + o)~
fir zr € R*, j € N*, ke Nund |a| <m. Mit C := cqri1,m(f) ergibt sich

Geom(f = J5) = max sup(1+|$| 210°(f = fi)(@)]

=M z|=

< cquirm(f) sup (L + |z)>)"V2 < C/j,

lz]=j5
und die erste Behauptung folgt fiir j — oo aus (c). Die zweite ist klar. m
(e) Fiir m € N gilt S — BUC™.
Beweis Dies folgt aus (a) und (c). m
(f) S ist ein dichter Untervektorraum von Cjp.

Beweis Es sei f € S. Dann folgt aus (a) und wegen |f(x)| < qi,0(f)(1+ |z[*) "2 fiir
z €R" daBl f zu Cp gehort. Also ist S ein Untervektorraum von Co. Weil D nach
Theorem 7.13 ein dichter Untervektorraum von Cj ist, folgt die Behauptung aus den
Inklusionen D C S C Cp. m

(g) Zu k,m € N gibt es positive Konstanten ¢ und C' mit
(o (@))] £ @um($) < C max sup [1°0°f(&) . S S

le|<m e <m geR®

|ﬂ|§k IﬂISk

Beweis Dies folgt leicht aus der Leibnizschen Regel. m

(h) Es seien f € S und «, 3 € N". Dann gehort x +— 2%9° f(z) zu S.

Beweis Dies ist eine Konsequenz aus (g). m
(i) Die Spiegelung f +— f ist ein stetiger Automorphismus von S.

Beweis Dies ist offensichtlich. m

9.3 Theorem Es seip € [1,00). Dann ist S ein dichter Untervektorraum von L,
und es gibt ein ¢ = ¢(n, p) > 0 mit

1flp < cqnero(f) . fES. (9.3)
Beweis Fir f € S gilt
/ PP de = / F@)P (14 |2 ) D21 g |2y~ 00972 g

(9.4)
< (Qn+1,0(f))p /( + |z]?)” (n+1)p/2 go.
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Ferner gilt aufgrund von Theorem 8.11(i) und wegen (n+ 1)p > n

/ 2|~ (VP d = nw, /00 P ((FDP=AD) g oo
[lz|>1] 1

Also ist auch [(1 + |z|?)~("+VP/2 4z endlich, und (9.3) folgt aus (9.4). Insbeson-
dere gehort f zu Ly, und wir erkennen, da S ein Untervektorraum von L, ist.
Weil D nach Theorem 7.13 ein dichter Untervektorraum von L, und nach Bemer-
kung 9.2(d) in S enthalten ist, folgt die Behauptung. m

Die Faltungsalgebra S

Nach Bemerkung 9.2(a) und Theorem 9.3 ist S x S in BUC® x L; enthalten.
Folglich ist die Faltung auf & x S erklirt, und aufgrund von Korollar 7.9 gilt

x: S xS — BUC™ . (9.5)
Der néchste Satz zeigt, dal f * g fiir (f,g) € S x S sogar schnell fallend ist.

9.4 Satz Die Faltung bildet § x S stetig und bilinear in S ab.

Beweis (i) Wir verifizieren zunichst, dafi die Faltung S x S in § abbildet. Dazu
seien (f,g) € S xS und k,m € N. Aufgrund von (9.5) geniigt es nachzuweisen,
daB gg,m (f * g) endlich ist. Wegen

k
k o N
ol < (=gl +lo)* =S (") le =l 7, wmyer”,
=0/
gibt es ein ¢; > 0 mit
kg , ,
ol If s a@l < [ S2(5) o=t 7@ =l 7 atw)ldy
=0

< aaas) [ (L+ 172 9l dy
Beachten wir, daB &, := [(1 + |y[>)~(**1/2 dy endlich ist, so folgt

" | g(2)] < ertn aro(f)arsnt10(9) -
Somit gibt es nach Bemerkung 9.2(g) ein ¢ = ¢(k,n) > 1 mit
ar,0(f % 9) < ¢ qre,0o(f)qrn+1,0(9) - (9.6)
SchlieBlich gilt nach Theorem 7.8(iv)

Qe (f % g) = max aro(0%(f *9)) = max aro((0°f) *g) ,
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und (9.6) impliziert

Qem ([ *g) < ¢ max @00 )@k 1n11,0(9) = ¢ @re.m ()@ ns1,0(9) - (9.7)

(ii) Es ist klar, dal die Faltung bilinear ist. Es seien (f,g) € S x S und
((fj’gj))jeN eine Folge in & x & mit (fj,g9;) — (f,9) in S x S fiir j — oco. Fer-
ner sei

o = c(qrm (f) + Gent1.0(9) + 1)

mit der Konstanten ¢ von (9.7), und ¢ € (0, 1]. Nach Bemerkung 9.2(c) gibt es ein
N € N mit

Gk (f = fj) <€/, Qrint10(g —g;) <e/a,  j=N.
Wegen
frg="Ffixgi=(—fi)xg+(f; = f)*(g—95)+ f*(9—95)
folgt aus (9.7)
Qe (f % 9 = f5 % 95) < c(qem(f = F)aern+1,009) + @hm (f = f3)ah+nr1,0(9 — 95)
+ Qe (F)@rrnir0(g — g5)) <e

fiir j > N. Damit ist alles bewiesen. m

9.5 Korollar (S, +, ) ist eine Unteralgebra der kommutativen Algebra (Ly,+, ).

Beweis Dies folgt aus Satz 9.4 und Theorem 9.3. m

Rechenregeln

Wir leiten nun Rechenregeln fiir die Fouriertransformation von Ableitungen und
die Differentiation von Fouriertransformierten her. Um diese Formeln einfach dar-
stellen zu konnen, setzen wir A(z) := (1 + |z[?)!/? fiir € R" und

Dj = —i0; je{l,...,n}, DY : =D ---Dpm, aeN",
mit der imagindren Einheit i. Auflerdem bezeichnen wir, wie iiblich, die polyno-
miale Funktion, die von dem Polynom p € C[X1,..., X,] induziert wird, wieder

mit p.

9.6 Satz FEssei f € L;.
(i) Fiir « € N" existiere D f und gehére zu L1. Dann gilt XO‘J?: 507
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(ii) Fiir m € N gehére A™ f zu L£q. Dann gehort ]?zu BC™, und es gilt

Df = (—l)lo‘l)@ ) aeN'" ) Jaf<m.

Beweis (i) Es sei { - ; € > 0} ein glédttender Kern. Durch partielle Integration
(siche Aufgabe 7.10) folgt

[ere @0 pw)de = (-1 [ DE(E O (f w0 (0) do

(9.8)
_ /e—m, V(D2 f) * ) (x) d .

Theorem 7.11 und Theorem 2.18(ii) implizieren, dafl

hm 27) "/2/§a _lmg (f x@e)(x)de = £ f(€)

und

—

lim (27) "2 / B9 (D f) % 02) () de = DAF(£)

e—0

fiir £ € R™. Mit (9.8) folgt hieraus die Behauptung.

(ii) Wir setzen h(z, ) := e~ * (€ f(z) fiir (x,€) € R™ x R™. Dann gehort h(-, €)
fiir jedes ¢ € R" zu Ly, und h(z, ) fiir jedes € R" zu C*°. Ferner gilt

Dgh(z,&) = (—1)*a®h(z,&) ,  (2,§) eR*™, aeN",
und somit

IDgR(z, &) < (1+ |a) 2 |h(z, )] = Al () | f(2)] - (9-9)

Also folgt aus dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen, dafl ]?
zu C" gehort und dafl

DoJ(e) = (277)—"/2/Dgh(x,g)dx= (27r)_"/2(—1)|a|/mah(x,g)dx
= (DX ()

fir £ € R" und o € N" mit |« < m. Schliefllich zeigt (9.9)
(@) < (2m)? [ |Dgh(e. )l do < ) ATl <0, g R

Folglich gehort fzu BC™. m
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9.7 Satz Die Fouriertransformation bildet S stetig und linear in sich ab.

Beweis (i) Es seien f € S und m € N. Dann gilt

[Aam@ @l = [ om0 1 @) 1+ )2 do

< Gmtnt1,0(f) /(1 + |2]?)~ D2 4 < 00 |

und wir finden mit Satz 9.6(ii), daB f zu BC™, und somit zu BC*, gehért.

(ii) Es seien k,m € N und «,8 € N* mit |a] <m und |8| < k. Ferner sei
f € S. Dann folgt aus Bemerkung 9.2(h) und Theorem 9.3, da8 A™ f und D? (X< f)
zu L1 gehoren. Somit impliziert Satz 9.6

Do (€)= (-1 XaF(e) = (-1 I(DP(Xf)7(€),  E€R™. (9.10)

Vermoge Bemerkung 9.2(g) finden wir ein ¢ > 0, so daf

€D F©O] < m) " [IDPX D@1+ o)A+ o) o
< CQernJrl,k(f)

fir |o| < m und |B] < k gilt. Somit gibt es ein C' > 0 mit

dk,m (J/C\) S CQm+n+1,k(f) . (911)

Also gehort fzu S. Die Stetigkeit der Fouriertransformation folgt nun leicht aus
(9.11) und Bemerkung 9.2(c). Damit ist alles bewiesen. m

9.8 Korollar Fiir f € S und o € N" gelten

— o~ o~

Dof=Xf und Xof = (-1)l*Df .

Beweis Dies sind Spezialfille von (9.10). m

Satz 9.6 und Korollar 9.8 zeigen, dafl die Fouriertransformation Ableitungen
in Multiplikationen mit Funktionen iiberfiihrt, und umgekehrt. Diese Tatsache ist
eine der wesentlichsten Grundlagen fiir ihre grofie praktische Bedeutung.

Es ist nun leicht, die Aussage von Bemerkung 9.1(a) zu verbessern, némlich
zu zeigen, dafl das Bild von L; unter F bereits in Cj liegt.
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9.9 Satz® (Riemann-Lebesgue) F € L(L1,Cp).

Beweis Satz 9.7 und S C Cp implizieren F(S) C Cy. Aus Theorem 9.3 wissen wir,

da8 S ein dichter Untervektorraum von Ly ist, und Bemerkung 9.1(a) garantiert,
da3 F den Raum L; stetig nach BC' abbildet. Nun folgt die Behauptung, da Cj
ein abgeschlossener Untervektorraum von BC' ist. m

9.10 Beispiele (a) Fiir g :=g,: R" >R, z e 12 /2 gilt = g.
Beweis (i) Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion impliziert
gn(:r):g1(:r1)~ ~~--g1(.’L‘n), x:(ml,...,xn)ERn.

Bezeichnen wir, der Deutlichkeit halber, die Fouriertransformation auf R™ mit F,, so
folgt aus dem Satz von Fubini-Tonelli

n
_ 12 _ imat, —p2
et mE Tl /2dz:(27r) n/2/ e % e /2 4y
n ,an:l

Fulgn)(€) = (2m) ™2 /

. — —izi&; —x2 .
- [[e 1/2/ e % e day = [ Fa(91)(&) -
=1 E

=1
Dies zeigt, daf} es geniigt, den eindimensionalen Fall zu behandeln.
(ii) Es sei also n = 1. Fiir f := g gilt
f0)=g0) = | / T gy 21
\/271' —oo ’
wie aus Beispiel 8.7 folgt. Wegen ze™ /2 = —8(6_’”2/2), d.h. wegen Xg = —9g = —i Dy,
impliziert Korollar 9.8
Of =0§=iDj=—iXg=-Dg=—-Xg=—-Xf.

Also 16st f das lineare Anfangswertproblem y (t) = —ty(t), y(0) =1, auf R, dessen
eindeutig bestimmte Losung g ist. m

(b) Mit den Notationen von (a) und (7.11) gilt

gle-)(§) =9:(&), EeR", >0.

Beweis Wegen g(e - ) = 01,9 folgt dies aus (a) und Bemerkung 9.1(d). m

(c) Es seien
p(x) = (277)_"/2e_|””|2 , reR™,

und € > 0. Dann gilt <p/(€\) = k. mit dem Gauflschen Kern k; = k.

3 Auch Riemann-Lebesguesches Lemma genannt.
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Beweis Aus ¢ = (27?)_“/201/‘/2 g und Bemerkung 9.1(c) folgt

ple-) =010 = (27r)_n/201/\/259 = (2%)_"/29(\/25 ).
Somit erhalten wir aus (b)

o(e )(z) = (2m) " 2gY, (z) = e " (4m) 2T/ = (a)

firzeR". m

Der Fouriersche Integralsatz

Um die Fouriertransformation auf L; eingehender untersuchen zu kénnen, stellen
wir das folgende Resultat bereit.

9.11 Satz Es seien f,g € Ly. Dann gehéren fg und fg zu Ly, und es gilt
/fgda@:/f@\dx.

Beweis Aus Satz 9.9 folgt leicht, daf3 fg und fg zu Ly gehoren. Es sei f* bzw. §
ein Repriisentant von f bzw. ¢g. Dann zeigt Lemma 7.2, daf3

hiR™M = C, (2,9) — e @Y f(2)i(y) (9.12)

mefbar ist. Wegen
/ / e,y dedy = (111 lglh (9.13)

koénnen wir den Satz von Fubini-Tonelli auf h anwenden und finden

[Fwitdy = [eny e [t fode gy dy
= [en e [y fe) in = [§e)feds .

Beachten wir f: f und g = 3\, so erhalten wir die Behauptung. m

Wir beweisen nun unter verschiedenen Voraussetzungen an die zu transfor-
mierende Funktion und ihre Transformierte Umkehrsitze fiir die Fouriertrans-
formation.
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9.12 Theorem Fiir f € Ly sind die folgenden Aussagen richtig:
(i) lim (2) ~"/2 / i COFee I dg =f  inLy.
E—

(ii) (Fourierscher Integralsatz fiir L) Gehort fzu Ly, sogilt f = _7-'(]?) mit der
Fourierkotransformation JF.

Beweis (i) Wir verwenden die Bezeichnungen der Beispiele 9.10 und setzen

05 (&, y) =€ 6P p(eg) = (2m) T2t ) e e

fiir £,y € R™ und € > 0. Ferner bezeichne ;E@y) die Fouriertransformierte von
& (&, y) fir y € R™. Aus Beispiel 9.10(c) und Bemerkung 9.1(e) folgt

&E(may):ka(y_x)a x,yeRn.

Also impliziert Satz 9.11

(27) "/2/f .8 =< € g = /f ) d¢

/ f(x m y)dx = ke x f(y)
fiir y € R™. Die Behauptung folgt nun aus Theorem 7.11 und Beispiel 7.12(a).
(ii) Gehort fzu L1, so zeigt der Satz von Lebesgue, daf3

lim [ ¢ @€ f(¢)e=" 16 de = / e = 20)"2F () ()

e—0

fir y € R™. Somit implizieren (i), Bemerkung 9.1(b) und Theorem 2.18(i) die
Behauptung. m

9.13 Korollar

(i) (Fourierscher Integralsatz fiir S§) Die Fouriertransformation ist ein stetiger
Automorphismus von S. Ihre Inverse ist die Fourierkotransformation.

(ii) Die Fouriertransformation bildet Ly stetig und injektiv in Cy ab und hat ein
dichtes Bild.

(ili) Fiir f € L1 N BUC gilt*

o) = lim(2m) /2 [ eie0 fle)e P ag

e—0

gleichméBig beziiglich x € R".

4Man kann zeigen, daf8 (iii) und (iv) fiir f € L1 N C richtig bleiben.
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(iv) Fiir f € L1 N BUC gehdre ]?zu Ly. Dann gilt

~

f(2) = (@m) /2 / F@Ofe)de . zeR".

Beweis (i) Wie im Fall von normierten Vektorrdumen bezeichnen wir mit £(S)
bzw. Laut(S) den Vektorraum aller stetigen Endo- bzw. Automorphismen von S.
Dann folgt aus Bemerkung 9.2(i) und Satz 9.7, dafi F und F zu L(S) gehoren.
Wegen S C Ly zeigt somit Theorem 9.12(ii), dal F eine Linksinverse von F in £(S)

ist. Hieraus folgt wegen 4 = u, da FFf = F(Ff) = FFf =FFf=ffir f€S
gilt. Also ist F auch eine Rechtsinverse von F in £(S), was F € Laut(S) beweist.

(i) Gilt f =0 fiir f€ Ly, so folgt f =0 aus Theorem 9.12(ii). Also ist F
auf Ly injektiv, und aus dem Lemma von Riemann und Lebesgue wissen wir, dafl
F zu L(L1, Cy) gehort. Wegen (i) und S C Ly gilt S = F(S) C F(Ly). Also folgt
aus Bemerkung 9.2(f), dafl F(L1) in Cy dicht ist.

(iil) folgt aus dem Beweis von Theorem 9.12(i) und Theorem 7.11.

(iv) ist nun klar. m

9.14 Bemerkungen (a) Fiir f € S gilt f= f

(b) Man kann zeigen, daf§ das Bild von L; unter der Fouriertransformation in Cj
nicht abgeschlossen ist (vgl. [Rud83]). Folglich ist F € £(L1, Cy) nicht surjektiv. m

Faltungen und Fouriertransformationen

Wir studieren nun das Verhalten von Faltungen bei Fouriertransformationen. Dazu
fithren wir zuerst einen weiteren Raum von glatten Funktionen ein, der insbeson-
dere auch im néchsten Unterabschnitt von Bedeutung sein wird.

Es sei ¢ € C. Gibt es zu jedem « € N" Konstanten ¢, > 0 und k, € N mit
10%p(z)] < ca(l+|z>)r, 2 eR™,

so heifit  langsam wachsend. Die Menge aller Funktionen mit dieser Eigenschaft,
den Raum der langsam wachsenden Funktionen, bezeichnen wir mit O, .

9.15 Bemerkungen (a) Im Sinne von Untervektorrdumen gelten die Inklusionen
S C Oy CC™®und (C[X177Xn} c Oyp.
(b) (Onr,+,-) ist eine kommutative Algebra mit Eins.

(c) Es sei (¢, f) € Op x S. Dann gehort ¢f zu S, und zu jedem m € N gibt es
c=c(p,m)>0und ¥ = k' (o,m) € N mit gxm(of) < cquir m(f) fiir k € N.
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Beweis Es sei m € N. Dann gibt es ¢ = ¢(¢,m) > 0und k =k (¢, m) € N mit
0%p(@)| < e +1al)*/? . 2R, a€N", |o|<m.

Nun folgt aus der Leibnizschen Regel

@em(pf) = max sup (1+ Jaf’ W\Z( )0 p(@)0" " f(z)

lal=m gz rnr

(k+k")/2 |6a (I)

gclmax sup (1 + |z|?) | = cqrrr m(f)

al=m , rn

fir feSund ke N. m
(d) Esseip € Ops. Dann bildet f — ¢f den Raum S linear und stetig in sich ab.
Beweis Dies folgt aus (c) und Bemerkung 9.2(c). m

(e) Fiir jedes s € R gehort A® zu Opy. m

Nach diesen Voriiberlegungen beweisen wir eine weitere wichtige Rechenregel
fiir die Fouriertransformation.

9.16 Theorem (Faltungssatz)
(i) (f*9)" = (2m)"/2fg fiir (f.9) € L1 X L1,
(il) @+ f = (2m)"/2pf fiir (¢, f) €S x L.

Beweis (i) Mit (9.12) und (9.13) sehen wir, daf§ der Satz von Fubini-Tonelli an-
wendbar ist. Also folgt aus Korollar 7.9

(F29)(€) = 2m) ™2 [ @9 [ fa = pg(w) dy e
=0 [ o) [0 -y dedy
Wegen
[ —yyde =09 [0 fz) az = 00 2m 2 (e
erhalten wir somit

(f *9)" (&) = (2m) /2 / (2m)2F(€)e™ WS g(y) dy = (2m)"2F(€)G(€) -

(i) Es sei (¢, f) € S x £1. Wegen Theorem 9.3 finden wir eine Folge (f;)
in § mit f; — f in £;. Die Sétze 9.4 und 9.7 implizieren, dal @ * f; zu S gehort.
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Da ¢f; wegen Bemerkung 9.15(c) ebenfalls zu S gehort, folgt aus (i) und Bemer-
kung 9.14(a)

B+ 1;)" = @0)"23]; = @0)"*(pf;)",  jEN.

Aufgrund von Theorem 9.12(ii) erhalten wir deshalb
g fy=0@m)"of;,  jEN. (9.14)

Wegen f; — f in Ly folgt aus Bemerkung 9.1(a) J/C; — f in BC. Also impliziert
Korollar 7.9, wegen ¢ € S C Ly, daB die Folge (@ f;) in BC gegen § * f kon-
vergiert. Da offensichtlich ¢f; — ¢f in L; gilt, leiten wir aus Satz 9.9 ab, da

die Folge (@) in BC gegen ¢f konvergiert. Somit folgt die Behauptung aus
Bemerkung 9.1(a). m

Als eine erste Anwendung des Faltungssatzes beweisen wir einen Hilfssatz,
der die Grundlage der Lo-Theorie der Fouriertransformation darstellt.

9.17 Lemma Fiir f € £1 N Ls gehort f zu Co N Lo, und es gilt || f||2 = HfAH2

Beweis Es sei f e L1 N Ly Weil fA nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue

zu Cy gehort, geniigt es, ||f|l2 = ||]?H2 nachzuweisen. Dazu setzen wir g := f * f.
Aufgrund von Theorem 7.3(ii) und Aufgabe 7.2 gehort g zu £1 N Cp, und es gilt

0= [swio-vd= [ 17=1f13.

Aus Korollar 9.13(iii) folgt deshalb

17113 = 9(0) = lim(2m)~"/> / (&)= 1 dg . (9.15)

Nun beachten wir

o~

F=my [t f(oaydo = (2m) /2 [ eton9 f(-a)do = T
wie wiederum aus der Bewegungsinvarianz des Integrals folgt. Dann zeigt Theo-
rem 9.16(i)

~ T\ n/2 ¢ n 712

g=(f*f)" =@0"2ff=@n)"?|f]
Insbesondere ist g nicht negativ. Somit implizieren (9.15) und der Satz iiber die
monotone Konvergenz || f|lz = || f |,
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Fouriermultiplikationsoperatoren

Um die Bedeutung der Abbildungseigenschaften der Fouriertransformation zu il-
lustrieren, betrachten wir nun lineare Differentialoperatoren mit konstanten Koef-
fizienten und stellen sie ,,im Fourierbild“ durch Multiplikationsoperatoren dar.

Fiir m € N bezeichnen wir mit C,,[X71,...,X,] den Untervektorraum von
C[X3,...,X,] aller Polynome vom Grad < m. Fiir

p= Z aaXa G(Cm[Xl,...,Xn]

laf<m

ist dann

p(D) := Z ao D

o] <m
ein linearer Differentialoperator der Ordnung < m mit konstanten Koeffizienten,
und p ist das Symbol von p(D). Im folgenden setzen wir
Diffop” := {p(D) ; p € C[X1,.... X, } ,

und ’Diffop?n ist die Teilmenge aller linearen Differentialoperatoren der Ordnung
nicht hoher als m mit konstanten Koeffizienten.

9.18 Bemerkungen (a) p(D) € Diffop° bildet den Raum S linear und stetig in
sich ab, d.h., p(D) € L(S).

Beweis Dies folgt aus den Bemerkungen 9.2(c) und (h). m
(b) Die Abbildung

ClXy,.. o, Xn] = L(S), prp(D) (9.16)

ist linear und injektiv.

Beweis Die Linearitét ist offensichtlich. Es sei p = ZlalSm aa X € C[X1,...,Xyn], und
es gelte p(D)f = 0 fiir alle f € S. Wir withlen ein ¢ € D mit ¢|B™ = 1. Fiir 8 € N" folgt
aus der Leibnizschen Regel

D (pX") = oD X" + % (O‘>Da‘wmxﬁ .
<o
Wegen ¢(x) =1 fiir |z| < 1 leiten wir hieraus

g, a=8,

D‘*(szB)(m—DaXﬁ(m—{ A,

fiir & € N ab. Wegen pX” € D C S finden wir somit 0 = p(D)(¢X?) = B! ap fiir § € N"
mit |3] < m, also p = 0. Dies beweist die behauptete Injektivitit. m
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(c) p(D) ist genau dann formal selbstadjungiert, wenn p reelle Koeffizienten hat.

Beweis Fiir

A@©@) :=p(D) = Y aa(-i)!*10"

lal=m
folgt aus Satz 7.24
A@) = Y (—D)aa(=i)el 0" = 3 (=i)an 0%,
laj=m lal=m

also die Behauptung. m

Aufgrund von Bemerkung 9.18(b) koénnen wir Diffop” bzw. Diffop?, mit dem
Bild von C[X7y, ..., X,] bzw. C,,,[ X1, ..., X,] unter der Abbildung (9.16) identifi-
zieren. Mit anderen Worten: Im Sinne von Untervektorrdumen gilt

Diffop?, C Diffop” C L(S) , meN .

Fiir a € Oy und f € S folgt aus Korollar 9.13(i) und Bemerkung 9.15(d),
daB (f — af) € L(S) gilt. Also folgt, wiederum wegen Korollar 9.13(i), daf$§

a(D):=F YaF:85—-S, f>—>]:71(af)

ein wohldefiniertes Element von £(S) ist, ein Fouriermultiplikationsoperator mit
Symbol a. Wir setzen

Op:={a(D) € L(S); acOn} .

9.19 Satz Op ist ein kommutative Unteralgebra mit Eins von L(S), und die
Abbildung
ev: (Op,+,-) —Op, a—a(D)

ist ein Algebrenisomorphismus.
Beweis Es ist klar, dafl Oy := (O, +, ) eine kommutative Unteralgebra mit

Eins der Algebra C®") ist. Es ist auch leicht zu verifizieren, daf ev den Vektor-
raum Oy linear in £(S) abbildet.

Fiir a,b € Op; und f € S gilt
(ab)(D)f = F Y (abf) = F~ (aFF ' (bf)) = F(ab(D)f) = a(D) o b(D)f .

Folglich ist ev ein surjektiver Algebrenhomomorphismus.

SchlieBlich seien a,b € Oy mit a(D) = b(D). Ferner sei £ € R", und ¢ € D
bezeichne eine Abschneidefunktion fiir B" (¢, 1). Dann gehort f := F 1 zu S mit
f(&) = 1. Also folgt aus Korollar 9.13(i)

a(é) = (af ) (&) = F(a(D)f) (&) = F(b(D)f) (&) = (bf ) () =b(e) .
Da dies fiir jedes £ € R™ richtig ist, gilt a = b. Somit ist ev injektiv. m
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9.20 Korollar
(i) Fiir a,b € Oy gilt ab(D) = a(D)b(D) = b(D)a(D).
(i) 1(D) = 1z(s)-
(iit) Diffop® ist das Bild von C[X1, ..., X,] unter ev. Insbesondere ist Diffop” eine
kommutative Unteralgebra mit Eins von Op.
Beweis (i) und (ii) sind Spezialfiille von Satz 9.19.

(ili) Fiir p € C[Xy,...,Xp] C Oy mit p=37, ., @ X erhalten wir aus
Satz 9.6(i)

cvp)f =F pFf=F (pf) = 3 auF ' (XF)

laj<m
= Z aa}'*l(fa\f): Z ag D f
la<m la<m

fir f € S. Also gilt ev(p) = Z|Q|Sm ao D%, woraus die Behauptung folgt. m

Dieses Korollar impliziert insbesondere, dafl mittels der Fouriertransformati-
on die Bestimmung von Losungen linearer Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten auf algebraische Berechnungen zuriickgefithrt werden kann. Hierauf
ist ein Teil der fundamentalen Bedeutung der Fouriertransformation gegriindet.
Die folgenden Beispiele geben einen ersten Einblick in diese Methode.

9.21 Beispiele (a) Das Polynom p € C[X7,..., X,,] besitze keine reellen Nullstel-
len. Dann ist p(D) € £(S) ein Automorphismus von S, und [p(D)] = (1/p)(D).
Beweis Man sieht leicht, dal 1/p zu Onr gehort. Nun leiten wir aus Korollar 9.20

lis) =1(D) = (p-1/p)(D) = p(D)(1/p)(D) = (1/p)(D)p(D)
ab. Wegen a(D) € L(S) fiir a € On beweist dies die Behauptung. m
(b) 1 — A € Laut(S), und (1 — A)~t = A=2(D).
Beweis Wegen 1 — A = A%(D) folgt dies aus (a). m

Beispiel 9.21(b) besagt, daf die partielle Differentialgleichung
—Au+u=f (9.17)

fiir jedes f € S eine eindeutig bestimmte Losung u € S besitzt und dafl u in der
Topologie von § stetig von f abhéngt. Aulerdem erhélt man die Losung u € S
von (9.17), indem man diese Gleichung ,,fouriertransformiert®, was gemif} Satz 9.6

die Gleichung (|¢|2 + 1)a(¢) = A2(€)au(€) = f(£) fiir £ € R ergibt, diese Gleichung

N

nach 7 auflost: 4 = A=2f, und anschlieBend die Fouriertransformation ,wieder
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riickgéingig macht“: u = F~! (A’2]?) = A"2(D)f. Diese ,Methode der Fourier-
transformation® spielt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ei-
ne herausragende Rolle. Man beachte, da A=2(D), allgemeiner: (1/p)(D), kein
Differentialoperator ist.

Der Satz von Plancherel

Zum Abschlufl zeigen wir die wichtige Tatsache, dafl die Fouriertransformation
auch auf Lo definiert werden kann und erldutern einige Konsequenzen.

Es sei H ein Hilbertraum. Man nennt 7' : H — H unitér, falls T ein isome-
trischer Isomorphismus ist.

9.22 Bemerkungen Es sei H ein (reeller oder komplexer) Hilbertraum, und
T: H — H sei linear.

(a) Ist T unitér, so gehort T zu Laut(H), und es gilt
(Tz|Ty) = (zly) ,  wycH.

Beweis Die erste Aussage ist klar. Weil T eine Isometrie ist, gilt
ARe(Tz|Ty) = |IT(z +y)|* = |T(@ = y)lI* = |z + y|* — llz = yl|* = 4Re(z|y) ,

also Re(Tz|Ty) = Re(z|y), fiir x,y € H. Ersetzen wir in dieser Identitét y durch iy, so
erhalten wir
m(Tz|Ty) = Re(Tz|Tiy) = Re(x|iy) = Im(z|y) ,

und folglich (Tz|Ty) = (z|y) fiir z,y € H. m

(b) Ist H endlichdimensional, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) T ist unitér.
(ii) (Tz|Ty) = (z|y) fir x,y € H.
(iil) T*T = idy.
Beweis ,,(i)=-(ii)“ ist eine Konsequenz aus (a).
»(il)=-(iii)* Es bezeichne {b1,...,bmn} eine Orthonormalbasis von H. Dann gilt

y =372, (y[b;)b; fiir jedes y € H (vgl. Aufgabe I1.3.12 und Theorem VI.7.14). Aus Auf-
gabe VII.1.5 und (ii) folgt daher

m m

T Tz =Y (T Tx|b)b iTa:|Tb Z (z]bj)b; =z

Jj=1

fiir jedes x € H.

,(1i1)=-(1)“ Wegen T' T =idg ist T injektiv und aufgrund der Rangformel der
Linearen Algebra somit auch surjektiv. Fiir x € H gilt ferner

ITz||* = (T2 |Tz) = (T Tx|z) = (z|z) = ||

Also ist T eine Isometrie. m
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9.23 Theorem (Plancherel) Die Fouriertransformation besitzt eine eindeutig
bestimmte Fortsetzung von L1 N Lo zu einem unitidren Operator auf Ls.

Beweis Es bezeichne X5 den Untervektorraum Lq N Lo des Hilbertraumes Lo.
Dann folgt aus Lemma 9.17, dafl F zu £(X3, L) gehort und eine Isometrie ist.
Weil Xo den Raum S enthilt, implizieren die Theorem 9.3 und VI1.2.6 die Existenz
einer eindeutig bestimmten isometrischen Erweiterung § € £(Lg). Als Isometrie
besitzt § ein abgeschlossenes Bild, das wegen Korollar 9.13(i) den Raum S enthilt.
Also impliziert Satz V.4.4, dal § surjektiv, und folglich unitér, ist. m

Wie iiblich bezeichnen wir die eindeutig bestimmte stetige Erweiterung §
wieder mit F und nennen sie ebenfalls Fouriertransformation.®

Der nichste Satz beschreibt die Fouriertransformierte Ff fiir ein beliebi-
ges f € La.

9.24 Satz Fiir f € Ly gilt

Ff= lim F(xpg-f)= lim (277)—"/2/ e @) f(x)de  in Ly .
R0 [lz|<R]

=1
R—oo

Beweis Fiir R > 0 gehort fr := Xpgnf 2u L1 N La, und der Satz von Lebesgue
impliziert

/|f—fR|2dx=/|f\2<1—xR@n>2dmeo (R — o) .

Also gilt limp—, fr = f in Ly. Nach dem Satz von Plancherel konvergiert deshalb
Ffrin Lo gegen Ff. Wegen

F(fr)(€) = (2m) /2 /[ O

folgt die Behauptung. m

9.25 Beispiel Esseienn =1 und a > 0. Ferner sei f := X[_q,q] € £1(R). Dann gilt
~ 1o -1, ., : \/2 sin(af)
o ix€ o ifa ifa\ __
= e dr = e —e = a
7&) Ver [a Ver i§( ) T ag
fiir £ € R. Wegen [ |f|?dz = 2a folgt somit
[ I 2
/ [sm(am)} dr T ’ 0>0.
ool azx a

aus dem Satz von Plancherel. Man beachte, da = — sin(z)/x nicht zu £;(R)
gehort. m

5Die Fouriertransformation auf Lo wird manchmal auch Fourier-Plancherel- oder Plancherel-
transformation genannt.
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Symmetrische Operatoren

Es sei E ein Banachraum iiber K. Unter einem linearen Operator A in F versteht
man eine Abbildung A: dom(A) C E — E, so dafl dom(A) ein Untervektorraum
von E und A linear sind. Fiir lineare Operatoren A;: dom(A4;) C E — E und
A € K* erklart man Ag + AA; durch

dom(Ag + AA;) := dom(Ap) Ndom(Ay) , (Ag+ A1)z := Agz + Nz .
Das Produkt AgA; wird durch
dom(AgA;) := {z € dom(4,) ; A1z € dom(Ag) } , (AoA1)z:= Ag(Arx)
definiert. Schlieflich heifit der durch
dom([Ag, A1]) := dom(AgAs — A1 Ag) ,  [Ao, Ar]w := (AgA1 — A1 Ag)x

erkliarte Operator Kommutator von Ay und A;. Offensichtlich sind Ag + \Aq,
ApA; und [Ap, A1) lineare Operatoren in FE, fiir die gilt

Ag+ XA = DNA1+ Ay, Ny = Ao(/\ldE) s [Ao,Al] = —[Al,Ao] .

Es sei nun H ein Hilbertraum, und A: dom(A) C H — H sei ein linearer
Operator in H. Gilt

(Au|v) = (u|Av) , u,v € dom(A) ,
so heiffit A symmetrisch.

9.26 Bemerkungen (a) Essei H ein komplexer Hilbertraum, und A sei ein linearer
Operator in H. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist symmetrisch.
(ii) (Aulu) € R fiir u € dom(A).
Beweis ,,(i)=>(ii)* Aus der Symmetrie von A folgt
(Au|u) = (u] Au) = (Au|u) , u € dom(A) ,

also Im(Au|u) = 0.
,(i1)=(1)“ Fiir u,v € dom(A) gilt

(A(u+v) |u+v) = (Au|u) + (Av|u) + (Au|v) + (Av|v) . (9.18)
Wegen (ii) folgt Im(Au|v) = —Im(Av|u), und deshalb
Im(Au|v) = —Im(Av|u) = —Im (u| Av) = Im(u|Av) .
Ersetzt man in (9.18) w durch iu, so ergibt sich
Re(Au|v) = Im(A(iu) |v) = Im(iu| Av) = Re(u| Av) .
Somit gilt (Au|v) = (v|Au). m
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(b) Esseip € C[X7,...,X,], und P sei der lineare Operator in Ly mit dom(P) = S
und Pu := p(D)u fiir u € S. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) P ist symmetrisch.
(ii) p(D) ist formal selbstadjungiert.
(iii) p hat reelle Koeflizienten.
Beweis ,,(i)=-(ii)“ Aus der Symmetrie von P folgt

(p(D)u|v) = (Pulv) = (u|Pv) = (u|p(D)v) ,  w,veD,

also (ii), aufgrund der Eindeutigkeit des formal adjungierten Operators.
,(i1)=>(iii)* Bemerkung 9.18(c).

»(il)=(1)“ Es sei p =}, ,|<m @ X“. Dann ergibt sich aus Korollar 9.20(iii) und
dem Satz von Plancherel

(Pu|u) = (p(D)u } u (pulu

Zaa/g OFde, wues.

lal=m

Also ist (Pu|u) reell, und die Behauptung folgt aus (a). m

(c) Mit S als Definitionsbereich sind der Laplace-, der Wellen- und der Schrédin-
geroperator symmetrisch in Lo.

Beweis Dies folgt aus (b) und den Beispielen 7.25(a) und (e). m

Die Heisenbergsche Unschirferelation

Als eine weitere Anwendung des Satzes von Plancherel besprechen wir am Schlufl
dieses Paragraphen einige fundamentale Eigenschaften der Impuls- und Ortsopera-
toren der Quantenmechanik. Dazu fixieren wir j € {1,...,n} und setzen

dom(Aj):={ueLy; X;u€ Ly}, dom(Bj):={uecLs; Xju€Ly}.

Dann definieren wir lineare Operatoren in L, den Impulsoperator A; und den
Ortsoperator B; (der j-ten Koordinate), durch

Aju:=F YX;4) und Bjv:=X,v, u € dom(4;), vedom(By).

9.27 Bemerkungen (a) Es gilt S C dom(4,;), und

Aju=X;(D)u= Dju=—idju, ues.

Beweis Dies folgt aus Satz 9.7 und Korollar 9.8. m
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s gilt om(A,;)) = dom(B;), und das Diagramm
(b)Egl]—'(d (Aj)) dom(By) d das Diag

Aj
dom(A4;) > Lo
F F
\ -B‘7 \
dom(By) > Lo
ist kommutativ. Insbesondere folgt
Aju=F'B;Fu, wué&dom(4;), Bju=FA;F 'u, wué&dom(By).

Beweis Dies ergibt sich aus dem Satz von Plancherel. m

(c) Die Impuls- und Ortsoperatoren der Quantenmechanik sind symmetrisch.

Beweis Es sei u € dom(A;). Dann implizieren (b) und der Satz von Plancherel
(Ajulu) = (F ' B;Fulu) = (B;u|a) = /fj [a(e)” de

Nun folgt die Behauptung aus Bemerkung 9.26(a). m
(d) Fiir u € dom([A;, Bj]) gilt ([A;, Bjlu|u) = 2i Im(A; Bju|u).
Beweis Mit (b), (c) und dem Satz von Plancherel erhalten wir
([4;, Bjlu|u) = (A;Bju — BjAju|u)
= (F 'B;FBju— B;F 'B;Fu|u)
= (.7:Bju|Bj.7:u) - (Bj]:u|]:Bju)
= 2i Im(FBju| Bj Fu) = 2i Im(F " B; FBju|u)
=2 Im(A;Bju|u)
fiir u € dom([A;, B;]). m
(e) Der Operator i[A;, B;] ist symmetrisch in Lo.
Beweis Dies folgt aus (d). m
(f) Es gilt S € dom([4;, B)]), und [A4;, Bj]lu = —iu fiir u € S.
Beweis Die erste Aussage folgt leicht aus Satz 9.7 und Bemerkung 9.2(h). Ferner zeigt (a)
[Aj; Bjlu = D;(X;u) = X; Dju = (D; X;)u = —iu
firueS. m

(g) (Heisenbergsche Unschérferelation fir §) Fiir j € {1,...,n} gilt

lull3 < 2[05ullz [ Xjull2 . uweS.
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Beweis Es sei u € S. Aufgrund von (d) und (f) gilt
—i |Jull} = —i(u|u) = ([4;, Bjlu|u) = 2i Im(A; Bju|u) .
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert somit
lull3 = 2 [Tm(A; Bju|u)| < 2[(A;Bjulu)| = 2|(Bju| Aju)| < 2||Ajullz || Byul2 ,

also wegen (a) die Behauptung. m

Wir beschlieflen diesen Paragraphen, indem wir die Giiltigkeit der Heisen-
bergschen Unschérferelation von S auf dom(A;) N dom(B;) ausdehnen. Dazu be-
notigen wir das folgende Hilfsresultat.

9.28 Lemma Zu jedem u € dom(A;) N dom(B;) gibt es eine Folge (uy,) in S mit

Im (wm, Ajum, Bjum) = (u, Aju, Bju) in Ly .

m—00

Beweis (i) Es sei u € dom(A;) Ndom(B;), und { k. ; € > 0} bezeichne die zum
Gauflschen Kern k gehorende approximative Einheit. Wir setzen u® := k. * u. Nach
Aufgabe 8(iv) gehort u zu S, und Theorem 7.11 zeigt lim._o u® = w in Lo.

(ii) Wegen k = k folgt aus Beispiel 9.10(c), daB
ke(€) 1= Re(€) = Fhe(§) = 9(e€) = 2m) e e R,

gilt. Geméf Theorem 9.3 finden wir eine Folge (vy;,) in & mit lim,, v, = u in Lo.
Der Faltungssatz zeigt somit

(ke % 0) " (€) = @)™ 2 e (€)0m(6) = = ¥FT(6) ,  €€R™.

Der Grenziibergang m — oo liefert deshalb w=e<1"g (vgl. Korollar 7.9 und
Theorem 9.23). Wegen

e ~ 2 _ -~ —e? g2y 2
| Aju — Ajuf|3 = || X, — X;uf|3 —/Iﬁju(€)|2(1—6 I€17)" ag

folgt aus dem Satz von Lebesgue lim._.g Aju® = Aju in Lo.

(iii) Es bezeichne 1 einen Reprisentanten von u. Wir setzen
d5($7 Z) =T (ﬁ(m) - ’ZZ($ - 62)) ) g€($7 Z) = ds(ma Z)k(z)

fir e > 0 und (x, 2) € R™ x R™. Dann folgt, wie in (7.7) (oder aus der Minkowski-
schen Ungleichung fiir Integrale),

Xpu— Xl < ([[[loete2as] ) " < [lacolreas . ©19)
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wobei wir die letzte Ungleichung wegen g. = (dE\/ k)\/ kund [kdz =1 aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten. Beachten wir ferner
d5(~7 Z) = X]'ikb - TEZ(XJ"&) — EZjTEZ'ZkL s

so folgt aus der starken Stetigkeit der Translationsgruppe auf Lo und der Trans-
lationsinvarianz des Integrals

lim [[de (-, 2)[l2 k(2) =0, z€R",
und
lde(-, 2) |2 k(2) < 2max{[| Xjull, [ull2} (1 + |2z)k(2) ,  €€(0,2], zeR".

Weil z — (1 + |z;|)k(2) zu £y gehort, ergibt sich die Behauptung aus (9.19) und
dem Satz von Lebesgue. m

9.29 Korollar (Heisenbergsche Unschérferelation) Fiir 1 < j < n gilt
lull3 < 2[[Ajull2 | Bjull,  u € dom(A;) Ndom(B;) .

Beweis Dies folgt aus den Bemerkungen 9.27(a) und (g) und Lemma 9.28. m

Aus Bemerkung 9.27(a) und Lemma 9.28 folgt, wie im Beweis von Theo-
rem 7.27, leicht, daf fir u € dom(A4;) die Distributionsableitung d;u zu Lo gehort,
also eine schwache Ljp-Ableitung ist, und dal Aju = —id;u gilt. Folglich kann
man die Heisenbergsche Unschérferelation auch fir u € dom(4;) N dom(B;) in

der Form ) 5
(2/|u\2dm> §/|8ju|2dx/\Xju|2dx

schreiben, falls man 0;u im schwachen Sinne interpretiert. Die Bedeutung die-
ser erweiterten Interpretation, d.h. der Operatoren A; und B;, wird im Rah-
men der Theorie der unbeschrinkten selbstadjungierten linearen Operatoren in
Hilbertrdaumen, wie sie in der Funktionalanalysis entwickelt wird, klarwerden.
Selbstadjungierte Operatoren, neben den Impuls- und Ortsoperatoren insbeson-
dere Schrodingeroperatoren, bilden die mathematische Grundlage der Quanten-
mechanik (z.B. [RS72]). Fiir eine Interpretation der Heisenbergschen Unschérfe-
relation verweisen wir auf Biicher und Vorlesungen der Physik.

Aufgaben
1 Essei a > 0. Man bestimme die Fouriertransformierten von
(i) sin(az)/z (i) 1/(a® + 2?) , (iii) e~ 1=l
(iv) (1= [al/a)X (o (@) . (v) (sin(az)/z)" .
(Hinweis: Vgl. Paragraph VIIL6.)
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2 Es seien f(x) := (sm /m) und g(z) := e ® f(z) fiir € R™. Dann gilt f*g = 0.
(Hinweis: Man verwende Aufgabe 1 und Theorem 9.16.)

3 Man zeige: Erfillt f € £1 entweder fx f = f oder f* f =0, so gilt f =0.
4 Es bezeichne {¢. ; € > 0} eine approximative Einheit, und (g;) sei eine Nullfolge.
Man zeige, daB (F(p:,)) in D (R™) gegen (27)""™/?1 konvergiert.
5 Fira,feSgilta(D)f=axf.
6 Fiir s > 0seien H° :={u € Ly ; A°u € Lo } und (u|v)mgs := (A°u|0)r,, u,v € H®.
Man zeige:

(i) H®:= (H®; (-|")us) ist ein Hilbertraum mit H° = L, und

SLE L, s>t>0.

(i) H™ = W3" fur m € N.
7 Fiir s > n/2 gilt:
(i) F(H®) C Lu;
(i) H? 4, Co (Sobolevscher Einbettungssatz).
(Hinweise: (i) Man wende auf A® [u| A™° die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung an.
(ii) Satz von Riemann-Lebesgue.)
8 Esseio >0,und {k: ; € >0} bezeichne die zum Gaufischen Kern gehérende appro-
ximative Einheit. Man beweise die folgenden Aussagen:
(i) T(t) := [f — kY, = f] gehort fiir jedes t > 0 zu L(H7).
) T(t+s)=T(t)T(s), s,t>0.
) limy o T(t)f = f fir f € H°.
(iv) T(t)(L2) C S, t>0.
) Fiir f € LaNC seiu(t,z) := (T(t)f(x), (t,x) € [0,00) x R". Dann ist u eine Lésung
des Anfangswertproblems der Wiarmeleitungsgleichung in R™
Ou—Au=01in (0,00) x R" | u(0,) = f auf R" | (9.20)
in dem Sinne, daf gilt: v € C*°((0,00) x R") N C(RT x R™), und wu erfiillt (9.20)
punktweise.

Bemerkung Es sei T'(0) := idgo. Dann heiBt { T'(t) ; t > 0 } GauB3-Weierstraf3sche Halb-
gruppe (auf H?).

(Hinweis: (v) Man wende auf (9.20) die Fouriertransformation beziiglich x € R™ an, um
ein Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung zu erhalten.)

9 Esseien n = 1 und py(z) := /2/7y/(2® + y?) fiir (z,y) € H?. Ferner sei ¢ > 0. Man
beweise die folgenden Aussagen
(i) P(y) :=[f + py * f] gehort fiir jedes t > 0 zu L(H).
(ii)) P(y+z) = P(y)P(2), y,z> 0.
(iii) lim, .o P(y)f = f fiir f € HC.
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(iv) P(y)(L2) C S.
(v) Fir f € LoNC sei

u(@,y) = (PW)f) (), (zy) eH.

Dann gehort u zu C2(H?) N C(H?) und 16st das Dirichletsche Randwertproblem fiir
die Halbebene:
Au=0inH®, wu(,0)=faufR.

Bemerkung Mit P(0) := idgo heifit {P(y) sy > 0} Poissonsche Halbgruppe (auf H7).
(Hinweise: (ii) Aufgabe 1. (v) Beispiel 9.21(b).)

10 Es sei X offen in R™, und (X}) bezeichne eine aufsteigende Folge relativ kompak-
ter offener Teilmengen von X mit X = J, X (vgl. die Bemerkungen 1.16(d) und (e)).
Ferner seien

ax(f) = max 10%flloox, » FECT(X), keN,
und -
gk alf ~9) , ,g € CT(X) .
2) L+ a(f—9) 1.9 (%)

Man zeige, dafl (C (X)), d) ein vollstandiger metrischer Raum ist. (Hinweis: Zum Beweis
der Vollsténdigkeit verwende man das Diagonalfolgenprinzip (Bemerkung II1.3.11(a)).)

11 Es ist zu zeigen: D L c* und § <& ¢ -
(Hinweis: Man betrachte ¢(e-) mit einer Abschneidefunktion ¢ fiir B™).
12 Fir f € D sei .

F(z) ::/e_i(zlz>c"f(m)dm, ze€C.

Dann gehort F zu C¥(C,C).
(Hinweis: Unter Beachtung von Bemerkung V.3.4(c) verwende man Korollar 3.19.)

13 Es ist zu zeigen, da8 f fiir f € D\{0} nicht zu D gehort. (Hinweis: Man beachte
Aufgabe 12 und den Identitétssatz fiir analytische Funktionen (Theorem V.3.13).)



Kapitel XI

Mannigfaltigkeiten und
Differentialformen

In Kapitel VIIT haben wir Pfaffsche Formen kennengelernt und gesehen, daf diese
Differentialformen ersten Grades eng mit der Theorie der Kurvenintegrale verbun-
den sind. Im n#chsten Kapitel werden wir hoherdimensionale Analoga von Kur-
venintegralen behandeln, wobei Differentialformen hoheren Grades iiber geeignete
Untermannigfaltigkeiten des R™ integriert werden. Aus diesem Grund befassen wir
uns im vorliegenden Kapitel mit der Theorie der Differentialformen.

Im ersten Paragraphen erweitern wir unsere Kenntnisse iiber Mannigfaltig-
keiten. Insbesondere untersuchen wir den Begriff der Untermannigfaltigkeit einer
gegebenen Mannigfaltigkeit und fithren berandete Mannigfaltigkeiten ein.

Im néchsten Paragraphen stellen wir die benotigten Resultate der Multili-
nearen Algebra zusammen. Sie bilden die algebraische Grundlage fiir die Theorie
der Differentialformen, die in den Paragraphen 3 und 4 entwickelt wird. Im ersten
dieser Paragraphen behandeln wir Differentialformen auf offenen Teilmengen von
Zahlenrdumen. Dann globalisieren wir diese Theorie und diskutieren ausfiihrlich
die Orientierbarkeit von Mannigfaltigkeiten.

Da wir stets Untermannigfaltigkeiten euklidischer Réume betrachten, sind
sie in natiirlicher Weise mit einer Riemannschen Metrik versehen. In Paragraph 5
gehen wir ndher auf diese zusétzliche Struktur ein und erldutern einige Grund-
tatsachen der Riemannschen Geometrie. Um den Bediirfnissen der Physik Rech-
nung zu tragen, behandeln wir auch semi-Riemannsche Metriken, wobei wir uns
in den Beispielen stets auf den Minkowskiraum beschrianken.

Im letzten Paragraphen dieses Kapitels stellen wir die Beziehung zwischen
der Theorie der Differentialformen und der klassischen Vektoranalysis her. Insbe-
sondere studieren wir die Operatoren Gradient, Divergenz und Rotation und leiten
die wichtigsten Rechenregeln her. Wir geben lokale Koordinatendarstellungen an
und rechnen einige wichtige Beispiele explizit vor.
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In dem Paragraphen iiber die Multilineare Algebra fiihren wir auch den
Hodgeschen Sternoperator ein, den wir in den spéteren Paragraphen brauchen,
um die Koableitung zu definieren. Damit sind wir in der Lage, die Operatoren der
Vektoranalysis auch im Hodgekalkiil darzustellen und zu verwenden. Diese Uber-
legungen konnen bei einer ersten Lektiire iibergangen werden. Die entsprechenden
Betrachtungen befinden sich stets am Ende der Paragraphen. Alle wichtigen For-
meln und Tatsachen werden im vorderen Teil der entsprechenden Abschnitte ohne
diese Theorie entwickelt.

Im ganzen Buch beschrinken wir uns auf Untermannigfaltigkeiten des R".
Abgesehen von der Definition des Tangentialraumes fithren wir jedoch alle Beweise
so, daf} sie auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten giiltig sind oder leicht angepaf}t
werden konnen. Dieses und das folgende Kapitel stellen somit eine erste Einfithrung
in die Differentialtopologie und die Differentialgeometrie dar, wobei, manchmal
auf Kosten der Eleganz, viel Wert auf Beispiele und eine solide und ausfiihrliche
Fundierung gelegt wird.



1 Untermannigfaltigkeiten

In diesem Paragraphen bezeichnen
e M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Genauer bedeutet diesi M bzw.ﬁ N ist eine m- bzw. n-dimensionale C'°°-Unter-
mannigfaltigkeit des R™ bzw. R" fiir ein m > m bzw. . > n.

Der Einfachheit halber und um die wesentlichen Aspekte herauszuarbeiten,
beschrinken wir uns auf das Studium glatter Abbildungen. Insbesondere verste-
hen wir unter einem Diffeomorphismus immer einen C'*°-Diffeomorphismus, und
wir setzen

Diff (M, N) := Diff>* (M, N) .

Alles, was im folgenden bewiesen wird, gilt sinngemi8 fiir C*-Mannigfaltigkeiten
und C*-Abbildungen, wobei gegebenenfalls k € N* geeigneten Einschrinkungen
unterworfen werden mufl. Wir stellen die entsprechenden Aussagen in der Regel in
Bemerkungen' zusammen und iiberlassen dem Leser die Verifikation der entspre-
chenden Feststellungen.

Definitionen und elementare Eigenschaften

Es sei 0 < ¢ < m. Eine Teilmenge L von M heifit (/-dimensionale) Untermannig-
faltigkeit von M, wenn es zu jedem p € L eine Karte (o, U) von M um p gibt mit?

e(UNL)=pU)N (R x {0}) .

Jede solche Karte ist eine Untermannigfaltigkeitenkarte von M fiir L. Die Zahl
m — ¢ heifit Kodimension von L in M.

Offensichtlich stellt diese Definition die direkte Verallgemeinerung des Begriffes
der Untermannigfaltigkeit eines R™ dar.

n Kleindruck und mit (Regularitiit) bezeichnet.
2Um lastige Fallunterscheidungen zu vermeiden, interpretieren wir die leere Menge als Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension £ fiir jedes ¢ € {0, ..., m} (vgl. Paragraph VIL9).
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Im Zusammenhang mit Untermannigfaltigkeiten spielen Immersionen eine
wichtige Rolle. Sie werden in Analogie zu der in Paragraph VII.9 gegebenen Defi-
nition eingefiihrt.

Es sei k € N* U{oo}. Dann ist f € C¥(M,N) eine C*-Immersion, wenn
Tpf: TyM — Ty N fiir jedes p € M injektiv ist. Eine CF-Immersion f nennt
man C*-Einbettung von M in N, wenn f ein Homdomorphismus von M auf f (M)
ist (wobei f(M) natiirlich mit der Relativtopologie von N versehen ist). Statt
C*-Immersion bzw. C'°°-Einbettung sagen wir kurz Immersion bzw. Einbettung.

1.1 Bemerkungen (a) Sind L eine ¢-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M
und M eine Untermannigfaltigkeit von N, so ist L eine ¢-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von N.

Beweis Es seien p € L und (¢, U) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von M fiir L um p.
Ferner sei (¢,V) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von N fiir M um p. Wir kénnen
auch U =V N M annehmen. Mit X := ¢(U) C R™ und Y :=pro¢(V) C R™, wobei
pr: R™ x R"™™ — R™ die kanonische Projektion bezeichnet, gilt

x:=protoy ' eDiff(X,Y) .
Nun definieren wir ® € Diff (Y x R"™™, X x R"™™) durch
D(y,z) == (x"'(v),2), (y,2) €Y xR,
und setzen ¥ := ® o 4. Dann ist U(V) offen in R", und ¥ € Diff (V, ¥(V)) mit

T(VNL) = (eUNL)x{0})n (R x {0}) = T(V)N (R x {0}) C R",

wie man leicht verifiziert. Also ist (¥, V') eine Untermannigfaltigkeitenkarte von N fiir L
um p.

(b) Da fiir n >m die Menge R”™ = R™ x {0} C R" eine Untermannigfaltigkeit
von R" ist, folgt aus (a), dal M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"
fiir jedes n > m ist. Dies zeigt, daB der ,,umgebende Raum“ R™ von M keine we-
sentliche Rolle spielt, solange wir nur an ,inneren Eigenschaften“ von M interes-
siert sind, d.h. an Eigenschaften, die allein mit Hilfe von Karten und Tangential-
rdumen von M beschrieben werden und nicht die ,,Lage* von M im umgebenden
Raum beriicksichtigen.® Die Lage von M in R™ kommt z.B. immer dann ins Spiel,
wenn das Normalenbiindel T+M verwendet wird.

(c) Es sei L eine Untermannigfaltigkeit von M. Fiir die Untermannigfaltigkeiten-
karte (o, U) von M fiir L setzen wir

(o, UL) :=(p|lUNL,UNL) .

Dann ist (pr,Ur) eine Karte fiir L, wobei ¢(Uy) als offene Teilmenge von R
interpretiert, d.h. R® x {0} ¢ R™ mit R* identifiziert wird.

3In Paragraph 4 wird klar werden, dafl auch Tangentialriume eine , innere“ Charakterisierung
besitzen.
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Ist A:= { (ox,Ux) 3 A€EA } eine Menge von Untermannigfaltigkeitenkarten
von M fiir L, derart dafl L von den Kartengebieten { Uy ; A € A } iiberdeckt wird,
S0 ist { (exrn,Unp); A€ A} ein Atlas fiir L, ein von A induzierter Atlas.

Beweis Die einfachen Verifikationen bleiben dem Leser iiberlassen. m

(d) Es sei L bzw. K eine ¢- bzw. k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M
bzw. N. Dann ist L x K eine (¢ 4 k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Man-
nigfaltigkeit M x N, welche (m + n)-dimensional ist.

Beweis Dies ist eine einfache Folgerung aus den Definitionen. Den Beweis iiberlassen

wir wieder dem Leser.* m

(e) Es sei L eine Untermannigfaltigkeit von M. Dann ist
i:L—-M, p—op

eine Einbettung, die natiirliche Einbettung von L in M, wofiir wir i: L — M
schreiben. Wir identifizieren T),L fiir p € L mit seinem Bild in 7, M unter der
Injektion T2, d.h., wir fassen T}, L als Untervektorraum von 1), M auf: T,,L C T,,M.

Beweis Es sei (¢, U) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von M fiir L. Dann besitzt 7 die
lokale Darstellung

poioprtoL(UL) = o(U), x+ (x,0).

Nun ist die Behauptung klar. m
(f) Ist f: M — N eine Immersion, so gilt m < n.

(g) Es sei L eine Untermannigfaltigkeit von M der Dimension £, und f gehére zu
Diff (M, N). Dann ist f(L) eine ¢-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N.

Beweis Der einfache Nachweis bleibt dem Leser iiberlassen. m

(h) Jede offene Teilmenge von M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M.

(i) Ist (p,U) eine Karte von M, soist p: U — R™ eine Einbettung, und ¢ ist ein
Diffeomorphismus von U auf ¢(U).

(j) Es sei L bzw. K eine Untermannigfaltigkeit von M bzw. N, und iy, : L — M
bzw. ig: K — N sei die natiirliche Einbettung. Ferner seien k € NU {oo} und
f € C*(M,N) mit f(L) C K. Dann gilt fiir die Restriktion von f auf L

fIL = foi, e CHL,K),

4Vgl. Aufgabe VIL.9.4.
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und die Diagramme

ir TpiL
L - M T,L - T,M
fIL ! Tp(fIL) T, f
Y K Y Y Ty(pyis Y
K ¢ - N Ty K > TypN

sind kommutativ. Identifizieren wir 7}, L mit seinem Bild in T}, M unter T}ir, d.h.,
fassen wir 7},L in kanonischer Weise als Untervektorraum von 1, M auf, so gilt
insbesondere T,(f|L) = (T, f) |1, L.

Beweis Offensichtliches Modifizieren des Beweises von Beispiel VII.10.10(b), welches
durch diese Aussagen verallgemeinert wird, ergibt die Behauptung. m

(k) (Regularitét) Die obigen Definitionen und Aussagen bleiben sinngemé8 richtig, falls
M eine C*-Mannigfaltigkeit fiir ein k& € N ist. In diesem Fall ist auch L eine C*-Mannig-
faltigkeit, und die natiirliche Inklusion i: L < M gehért zur Klasse C*. m

Das né#chste Theorem, eine Verallgemeinerung von Satz VII.9.10, zeigt, dafl
wir Untermannigfaltigkeiten mittels Einbettungen erzeugen koénnen.

1.2 Theorem

(i) Essei f: M — N eine Immersion. Dann ist f lokal eine Einbettung, d.h., zu
jedem p in M gibt es eine Umgebung U, so daB f|U eine Einbettung ist.

(ii) Ist f: M — N eine Einbettung, so ist f(M) eine m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von N, und f ist ein Diffeomorphismus von M auf f(M).

Beweis (i) Es seien p € M und (¢, Uy) bzw. (1, V') eine Karte von M um p bzw.
von N um f(p) mit f(Up) C V. Dann ist

fow =00 fop i o(Ug) — (V)

wegen Bemerkung 1.1(i) eine Immersion. Somit gibt es nach dem Immersions-
satz VIL.9.7 eine offene Umgebung X von ¢(p) in ¢(Uy), so daBl f, (X)) eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist. Wegen ¢ € Diff (V,¢(V)) und
Bemerkung 1.1(g) ist f(U) mit U := ¢~ 1(X) eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von N.

Nach geeignetem Verkleinern von X zeigt Bemerkung VIL.9.9(d), da8 f, . ein
Diffeomorphismus von X = ¢(U) auf f, ,(X) = o f(U) ist. Also ist f ein Diffeo-
morphismus von U auf f(U), wobei f(U) mit der von N induzierten Topologie
versehen ist. Folglich ist f|U eine Einbettung.

(ii) Es sei f eine Einbettung. Fiir ¢ € f(M) seien (¢, V) eine Karte von N
um ¢ und (@, U) eine Karte von M um p := f~*(¢) mit f(U) C V. Da f topologisch
ist von M auf f(M), ist f(U) offen in f(M). Somit konnen wir annehmen, daf
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fU)=f(M)NV gilt. Nun folgt aus dem Beweis von (i), dafi f(M)NV eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N ist. Da dies fiir jedes g € f(M) gilt,
ist f(M) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N.

Geméf (i) ist f ein lokaler Diffeomorphismus von M in f(M). Da f topolo-
gisch ist, folgt f € Diff (M, f(M)). m

Aus Bemerkung VII.9.9(c) wissen wir, dafl Bilder injektiver Immersionen
i. allg. keine Untermannigfaltigkeiten sind. Das folgende Theorem gibt eine einfache
hinreichende Bedingung dafiir, dafl aus der Injektivitdt einer Immersion bereits
folgt, dafl es sich um eine Einbettung handelt.

1.3 Theorem Es seien M kompakt und f: M — N eine injektive Immersion.
Dann ist f eine Einbettung, f(M) ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von N, und f € Diff (M, f(M)).

Beweis Da M kompakt und f(M) ein metrischer Raum ist, ist die bijektive
stetige Abbildung f: M — f(M) topologisch (vgl. Aufgabe II1.3.3). Nun folgt die
Behauptung aus Theorem 1.2. m

1.4 Bemerkung (Regularitit) Es sei k € N™. Dann bleiben die Theoreme 1.2 und 1.3
sinngemiB richtig, wenn M und N C*-Mannigfaltigkeiten sind und f zur Klasse C*
gehort. m

1.5 Beispiele (a) Es sei 1 </ < m, und
(z,y) bezeichne den allgemeinen Punkt
von R x R™™% = R™*!. Dann ist

Ly =1~y 8" x {y}

fiir jedes y € B™* eine (-dimensionale
Untermannigfaltigkeit der m-Sphére S™.
Sie ist diffeomorph zu S*. Fiir den Tangentialraum im Punkt p € L, gilt

T,L, =T,S™ N (p, R x {0}) C T,R™ " . (1.1)

Beweis Fiir y € B™ ¢ ist die Abbildung

F,: RV S R™ s (V1-=lylz,y) (1.2)

eine glatte Immersion. Da S* bzw. S™ eine Untermannigfaltigkeit von R*™! bzw. R™+!
ist und da F,(S*) C S™ gilt, folgt mit i, : S* — R*"" aus Bemerkung 1.1(j)

fy:=F,|S" = Fyoi, e C=(5",5™) . (1.3)
Offensichtlich ist f, injektiv, und die Kettenregel von Bemerkung VII.10.9(b) impliziert

Ty fy = TpFy o Tyis | pesSt.
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Also ist T}, f,, injektiv (vgl. Aufgabe 1.3.3), d.h., f, ist eine Immersion. Da S* kompakt ist,
zeigt Theorem 1.3, dal L, = fy(Sé) eine /-dimensionale Untermannigfaltigkeit von S™

ist, welche zu S¢ diffeomorph ist. Die Aussage (1.1) ist eine einfache Konsequenz von
(1.2) und (1.3). m

(b) (Rotationshyperflichen vom Torustyp) Es sei
78 = (0,00) xR, £ (pl0),0(1)

eine injektive Immersion, also wegen Theorem 1.3 eine Einbettung. Ferner seien
i 8™ — R™M und

fr8mxSTSRMIXR, (q,1) = (p()ila),0(1)) -
Dann ist f eine Einbettung, und
T = f(S™ x 1)

ist eine Hyperfliche in R™"2, die diffeomorph zu S™ x S* ist.
Im Fall m =0 besteht T I y

aus zwei Kopien der geschlosse-
nen glatten, doppelpunktfreien <\/>

Kurve® v(S1), die symmetrisch
zur y-Achse liegen.

Fiir m =1 ist 7?2 eine Rotationsfliche in R3, die durch Drehung der Meri-
diankurve
.= { (p(t),O,o'(t)) cte St }

um die z-Achse entsteht (vgl. Beispiel
VIL.9.11(e)). T? ,ist ein 2-Torus“, d.h.

»

(70,
N

diffeomorph zu T2 := S x S, Insbeson- { "— \\\
dereist T ., die Torusfliiche von Beispiel \ -
VIL9.11(f), zu T? diffeomorph. \\\

Im allgemeinen Fall nennen wir 77! \

Rotationshyperfliche vom Torustyp.

Beweis Gemifl Beispiel VIT.9.5(b) ist S™ bzw. S' eine m- bzw. 1-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Also ist S™ x S* eine (m + 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Es sei (¢ x b, U x V) eine Produktkarte® von S™ x S*. Da y eine Immersion ist, gilt
fiir ihre lokale Darstellung beziiglich ¢ (und der trivialen Karte idgz von R?) v, = (r,s)
mit 7 :=poy ' und s := g 0~ * die Bezichung

(*(¥),$() # (0,0),  yep(V). (1.4)

5Hier und im folgenden bedeutet ,Kurve“ eindimensionale Mannigfaltigkeit (vgl. Bemer-
kung 1.19(a)).
5D.h., (¢,U) bzw. (1, V) ist eine Karte von S™ bzw. St, und ¢ x 9(q,t) := (v(q), ¥ (1)).
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Ferner hat die lokale Darstellung von f beziiglich ¢ x ¥ die Gestalt

foxw(@,y) = (r(w)g(x),5(y)) »  (2,9) € p(U) x (V) ,

wobei g :=1io0 ¢t die zu ¢ gehdrige Parametrisierung von S™ ist. Hieraus folgt

: ) )< (.
Otz =| e € ROmH<me)

Wegen r(y) > 0 und da dg(x) injektiv ist, sind die ersten m Spalten dieser Matrix linear
unabhéngig. Ist $(y) # 0, so hat die Matrix den Rang m + 1. Ist $(y) = 0, so gilt 7(y) # 0
wegen (1.4). Aus |g(z)]> = (g(z)|g(x)) =1 fiir x € (U) folgt (g(z)|d;g(x)) =0 fiir
1<j<mundz € p(U). Dies zeigt, dal auch in diesem Fall der Rang der Matrix m + 1
ist. Folglich ist f eine Immersion.

Wir betrachten nun die Gleichung f(g,t) = (y,s) fiir ein (y,s) € T™". Aus den
Beziehungen p(t)i(q) = y und |i(q)| = 1 folgt p(t) = |y|. Da ~ injektiv ist, gibt es genau
ein t € 5" mit (p(t),o(t)) = (|yl,s). Ebenso gibt es genau ein ¢ € S™ mit i(q) = y/y|.
Also ist die Gleichung (p(t)i(q),o(t)) = (y,s) fir (y,s) € T™"" wegen y = |y (y/|y)
eindeutig lésbar. Folglich ist f eine injektive Immersion von S™ x St in R™2. Nun
folgen alle Behauptungen aus Theorem 1.3, da 8™ x S! kompakt ist. m

(c) Es seien L und M Untermannigfaltigkeiten von N mit L C M. Dann ist L
eine Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis Wegen idy € Diff (N, N) ist ¢ := id v | L eine Immersion von L in N mit ¢(L) C M.
Also folgt aus Bemerkung 1.1(j), daf3 ¢ eine bijektive Immersion von L in M ist. Da
L und M die von N induzierte Topologie tragen und da M dieselbe Topologie auf L
induziert, ist i als Einschridnkung eines Diffeomorphismus topologisch. Also ist ¢ eine
Einbettung, und die Behauptung folgt aus Theorem 1.2. m

(d) Es seien die Voraussetzungen von (b) mit m =1
erfiillt. Dann sind fiir jedes (qo,to) € S* x S* die Bil-
der von
f(to): ST —R3 (
und ‘
f(qo,): s' - R® \
eindimensionale Untermannigfaltigkeiten von 72, die
diffeomorph zu S*, also , Kreise“, sind.

Beweis Da f(-,t0) und f(qo,-) als Restriktionen einer Einbettung selbst Einbettungen
sind, sind f(S*,to) und f(go,S") zu S* diffeomorphe Untermannigfaltigkeiten von R?
die in T? liegen. Nun folgt die Behauptung aus (c). m
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Submersionen

Es sei f € C'(M, N). Dann heifit p € M regulérer Punkt von f, wenn 7}, f surjek-
tiv ist. Anderenfalls ist p ein singuldrer Punkt. Der Punkt ¢ € N heiflt regulérer
Wert von f, wenn jedes p € f~1(q) ein regulirer Punkt ist. Ist jeder Punkt von M
regulér, so heiflt f regulire Abbildung oder Submersion.

Diese Definitionen sind Verallgemeinerungen der entsprechenden Begriffe, die
in Paragraph VIL.8 eingefiihrt wurden.

1.6 Bemerkungen (a) Ist p ein reguldrer Punkt von f, so gilt m > n. Jedes
q € N\ f(M) ist ein regulidrer Wert von f.

(b) Der Punkt p € M ist genau dann regulir fiir f = (f*,..., f") € CY(M,R"),
wenn die Kotangentialvektoren”

dfj(p)tz pfj:pr2oTpfj€T;M7 1<j<n,
linear unabhéngig sind.

(¢) Ein singulirer Punkt von f € C*(M,R) heifit auch kritischer Punkt. Also ist
p € M genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn df (p) = 0 gilt.5 m

Das folgende Theorem verallgemeinert den Satz vom regulédren Wert auf den
Fall von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten.

1.7 Theorem (vom reguliren Wert) Es sei ¢ € N ein regulidrer Wert der Abbil-
dung f € C*°(M, N). Dann ist L := f~'(q) eine Untermannigfaltigkeit von M der
Kodimension n. Fiir p € L ist T,L der Kern von T}, f.

Beweis Es seien pg € f~1(q) und (¢,U) bzw. (1,V) eine Karte von M um pg
bzw. von N um ¢ mit f(U) C V. Dann folgt aus der Kettenregel, dal o(p) fiir
jedes p € UN f~1(q) ein regulirer Punkt der lokalen Darstellung

fow =10 fop € C®(p(U),R")

ist. Mit anderen Worten: y := 1(q) ist ein reguldrer Wert von f, ;. Folglich ga-
rantiert Theorem VIL.9.3, daB (f,.4) ' (y) eine (m — n)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R ist. Somit gibt es offene Mengen X und Y von R und
ein ® € Diff (X, Y) mit ®(X N (f,.p) ' (y)) =Y N (R™™" x {0}). Indem wir (U)
und X durch ihren Durchschnitt ersetzen, kénnen wir annehmen, da§ p(U) = X
gilt. Dann ist aber ¢; := ® o ¢ eine Karte von M um p mit

e1(f N NU)=dop(f oy (y)NU)
=0((fou) ') NX) =Y N (R " x{0}),

"Vgl. Paragraph VIIL3.
8Siehe Bemerkung VII.3.14(a).
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also eine Untermannigfaltigkeitenkarte von M fiir f~!(g). Die zweite Behaup-
tung ergibt sich durch eine offensichtliche Modifikation des Beweises von Theo-
rem VII.10.7. m

1.8 Bemerkungen (a) Theorem 1.7 besitzt eine Umkehrung, die besagt, dafl jede
Untermannigfaltigkeit von M lokal als Faser einer reguléiren Abbildung dargestellt
werden kann. Genauer besagt sie: Ist L eine /-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M, so gibt es zu jedem p € L eine Umgebung U in M und ein f € C* (U, Rmfz)
mit f~1(0) = U N L, und 0 ist regulirer Wert von f.

Beweis Es sei (p, U) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von M um p fiir L. Dann gehért
die durch f(q) == (¢""'(q),...,¢™(q)) fiir ¢ € U definierte Funktion zu C*(U,R™™")
und erfiillt f7'(0) =UNL. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist 0 ein regulirer Wert
von f. m

(b) (Regularitiit) Ist ¢ ein regulirer Wert von f € C*(M, N) fiir ein k € N*, soist f~*(q)
eine C*-Untermannigfaltigkeit von M. In diesem Fall geniigt es vorauszusetzen, da$ M
selbst eine C*-Mannigfaltigkeit ist. m

1.9 Beispiele (a) Es sei X offen in R™ x R", und ¢ € R" sei ein regulidrer Wert
von f € C°(X,R") mit M := f~1(q) # 0. Dann ist M eine m-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von X. Fiir

m:=pr|M: M —R"
mit
pr: R xR" - R™ | (z,y) —x
gilt 7 € C°°(M,R™). Schlieflich sei p € M, und Dy f(p) € L(R™,R") sei surjek-
tiv.? Dann ist p genau dann ein regulirer Punkt von 7, wenn Ds f(p) bijektiv ist.

Beweis Der Satz vom reguldren Wert garantiert, dall M eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von X ist mit T, M = ker(7T,f) fiir p € M. Da 7 die Restriktion einer
linearen, also glatten, Abbildung ist, folgt aus Bemerkung 1.1(j), daBl = € C*°(M,R™)
und Tpm = T, pr |Tp M gelten.

Wegen T), pr = (p, 8pr(p)) und 9 pr(p)(h, k) = hfir (h, k) € R™ x R" ist T, genau
dann surjektiv, wenn es zu jedem y € R™ ein (h, k) € R™ x R"™ gibt mit

of(p)(h,k) = D1 f(p)h+ D2 f(p)k =0

und h = y. Dies ist wegen der Surjektivitdt von D1 f(p) genau dann der Fall, wenn es zu
jedem z € R™ ein k € R™ gibt mit D2 f(p)k = z, wenn also Ds f(p) surjektiv ist. Wegen
Dy f(p) € L(R™) impliziert dies die Behauptung. m

(b) (,Spitzenkatastrophe®) Fiir

fRExR—R, ((u7v)7m)»—>u+vx+x3

9Wir verwenden die Bezeichnungen von Paragraph VIIL.8.
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gilt
[D1f(w,z)] = [1,2] € R"*? w = (u,v) .

Also ist 0 ein regulirer Wert von f, und M := f~1(0) ist eine Fliche in R?. Wegen
Do f(w,z) = v + 32% ist gemif (a)

K:={((uwv),z) EM; v+32>=0}
die Menge der singuliren Punkte der Projektion 7: M — R?. Hierfiir gilt
K=~[R) mit v:R—-R*, tws (263 -3t%1). (1.5)

Insbesondere ist K eine 1-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von M, eine glatte ein-
gebettete Kurve. Thre Projektion

B :=n(K)
ist das Bild von
c:R-R?, te (2%, =317,

eine Neilsche Parabel.’? Sie ist die Vereini-
gung der O-dimensionalen Mannigfaltigkeit
P .= {(0,0)} € R?, der ,Spitze“, und der 1 2 A
beiden eindimensionalen Mannigfaltigkeiten
By :=0((—00,0)) und B, := 5((0,0)).

Beweis Der Punkt (u,v,z) € R? gehort genau dann zu K, wenn er den Gleichungen
utvr+2°=0, v+3z°=0 (1.6)
geniigt. Durch Elimination von v aus der ersten Gleichung sehen wir, da8 (1.6) zu
2x3:u, 32% = —v
dquivalent ist. Dies beweist (1.5). Fiir die Ableitung der Abbildung
g:R*=R?, (u,v,2)— (u—2z> v+ 327
finden wir )
[Bg(u,v,x)] = [ (1) (1) _gz } e R¥? .

Diese Matrix hat den Rang 2, was zeigt, dafl 0 ein regulidrer Wert von g ist. Folglich ist
K = ¢g7*(0) aufgrund des Satzes vom reguliren Wert eine 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R®. Wegen K C M folgt aus Bemerkung 1.5(c), da K eine Untermannig-
faltigkeit von M ist. Der Rest ist klar. m

10Vgl. Bemerkung VI1.9.9(a).
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1.10 Bemerkung (Katastrophentheorie) Wir betrachten auf der reellen Achse die Bewe-
gung eines Massenpunktes der Masse 1 mit der potentiellen Energie U und der Gesamt-

energie
.2

E(i,z) = “;

Gemif Beispiel VII1.6.14(a) gilt das Newtonsche Bewegungsgesetz
i=-U(z).

Aus den Beispielen VII.8.17(b) und (c¢) wissen wir, daf} die kritischen Punkte der Ener-
gie E genau die Punkte (0,z0) mit U (o) = 0 sind. Da die Hessesche Matrix von E

in (0,z¢) die Form
1 0
0 U (o)

hat, ist sie genau dann positiv definit, wenn U (zo) > 0 gilt. Somit folgt aus Theo-
rem VII.5.14, dafl (0, z0) genau dann ein isoliertes Minimum der Gesamtenergie ist, wenn
xo ein isoliertes Minimum der potentiellen Energie ist.'' Es ist anschaulich klar, daff ein
isoliertes Minimum der Gesamtenergie ,stabil“ ist in dem Sinne, dafi die Bewegung so
verlduft, daB8 (&(t),z(t)) fiir alle t € RT in ,der Ndhe“ von (0,zo) bleibt, wenn dies zu
Beginn der Bewegung, d.h. fiir t = 0, richtig ist.

+U(z), rcR.

Die Bewegung von z auf der ,,Achse“ R kann
man sich dadurch veranschaulichen, dafl man sich
vorstellt, eine kleine Kugel rolle reibungsfrei auf
dem Graphen von U unter dem Einflufl der Schwer-
kraft. Liegt sie auf dem ,,Boden eines Potential-
topfes®, d.h. in einem lokalen Minimum, so bewegt NS
sie sich nicht: @(t) = U (zo) = 0. Hat sie zur Zeit
t = 0 eine Lage in der Nihe einer lokalen Minimal- —
stelle, so wird sie iiber die Minimalstelle hinaus auf
der anderen ,Seite des Tals den Hang hinaufrollen“, bis sie ihre urspriingliche Hohe
wieder erreicht hat und dann zuriickrollen. Sie wird also auf der Achse eine periodische
»Schwingung® um die Ruhelage ausfithren.'?

Nun nehmen wir an, U hénge stetig von zusétzlichen ,, Kontrollparametern® u, v, . ..
ab. Bei Anderung dieser Parameter wird sich der Graph von U stetig dndern. Dabei
kann es vorkommen, daf} ein lokales Minimum zuerst in einen Sattelpunkt iibergeht und
dann die Eigenschaft, kritischer Punkt zu sein, verliert. Eine Kugel, die anfénglich kleine
Schwingungen um eine Ruhelage ausfiihrt oder bewegungslos in einem Punkt liegt, wird
dann die Umgebung dieser Lage verlassen und Schwingungen um eine andere Ruhelage
ausfithren.

=

Y

H'Wir betrachten nur den ,, generischen® Fall, in dem U (z0) # 0 erfiillt ist, falls U (z0) = 0 gilt.
12Djiese anschaulich plausiblen Aussagen kénnen mittels der Theorie der Gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen bewiesen werden, was z.B. in [Ama95] durchgefiihrt ist.



254 XI Mannigfaltigkeiten und Differentialformen

Ein Beobachter, der nur die Bewegung der Kugel auf der Achse wahrnehmen kann und den
Mechanismus, der hinter dem Vorgang steht, nicht kennt oder versteht, wird sehen, daf3
die Kugel, die immer ruhig an derselben Stelle lag, plétzlich ,,ohne ersichtlichen Grund“
wegrollt und periodische Schwingungen um ein anderes (fiktives) Zentrum ausfiihrt. Es
tritt also eine plotzliche drastische Verdnderung der Situation, eine ,, Katastrophe®, ein.

Um derartige Katastrophen zu verstehen (und gegebenenfalls zu vermeiden), muf3
man den Mechanismus verstehen, der sie auslost. In der oben beschriebenen Situation
lduft dies darauf hinaus zu verstehen, wie sich die kritischen Punkte des Potentials (also
insbesondere die relativen Minima) in Abh#ngigkeit von den Kontrollparametern verhal-
ten. Zur Illustration betrachten wir das Potential

Uuwwy: R=R, =z — ux + vz’ /2 + zt /4

fiir (u,v) € R?. Die kritischen Punkte von Uy, . sind gerade die Nullstellen der Funkti-
on f von Beispiel 1.9(b). Also beschreibt die Mannigfaltigkeit M, die Katastrophenman-
nigfaltigkeit, alle kritischen Punkte der zweiparametrigen Schar {U(um ;5 (u,v) € R? }
von Potentialen. Von besonderem Interesse ist diejenige Teilmenge von M, die Katastro-
phenmenge K, welche aus allen singuldren Punkten der Projektion 7 von M in den
Parameterraum besteht. In unserem Beispiel ist K eine glatte in M eingebettete Kur-
ve, die Faltungskurve, da lings K die Katastrophenmannigfaltigkeit , gefaltet” ist. Das
Bild von K unter m, d.h. die Projektion der Faltungskurve in die Parameterebene, ist
die Bifurkationsmenge B. Jeder Punkt von RZ\B ist ein regulérer Punkt von 7. Die Fa-
ser 7~ '(u,v) besteht aus genau einem Punkt fiir (u,v) € AU P, aus genau zwei Punkten
fiir (u,v) € B1 U Bz, und aus genau drei Punkten fiir (u,v) € I, wobei A und I in der
obigen Abbildung angegeben sind. In der folgenden Abbildung ist die qualitative Gestalt
des Potentials Uy,,.) gezeigt, wenn (u,v) diesen Mengen angehort.

N

links von B; auf B; auf B> rechts von Bs

N\

v positiv

Bewegt man sich auf einer Kurve C' im Parameterraum stetig von A nach I (oder
umgekehrt), indem man durch B; U By lduft, &ndert sich die Anzahl der Urbildpunkte
von 7 plétzlich von 1 auf 3 (oder von 3 auf 1). Eine solche Kurve C' erhélt man durch die
Projektion einer Kurve T auf der Katastrophenmannigfaltigkeit M, die beim Uberqueren
der Faltungskurve ,,springt“. Mit anderen Worten: Die durch x beschriebene Gréfie erlebt
eine ,,Katastrophe“.
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Dieser Sachverhalt hat zu mannig-
fachen Interpretationen Anlafl gegeben,
welche der ,,Katastrophentheorie“ — nicht
zuletzt auch wegen ihres Namens — zu
grofler Popularitat verholfen und, vor al-
lem in der populdrwissenschaftlichen Li-
teratur, iibertriebene Hoffnungen geweckt
haben. Wir verweisen auf [Arn84] fiir eine
kritische nichttechnische Einfiihrung in die
Katastrophentheorie und auf [PS78] fiir ei-
ne ausfiihrliche Darstellung der mathema-
tischen Theorie der Singularitdten, um die
es sich bei der Katastrophentheorie han-
delt, sowie einiger Anwendungen. m

Berandete Untermannigfaltigkeiten

Wir wissen, dafl der offene Einheitsball B™ eine m-dimensionale, und sein Rand,
die (m — 1)-Sphére S™~!, eine (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"
ist. Der abgeschlossene Ball B = B™ U S™~! ist jedoch keine Mannigfaltigkeit,
da ein Punkt p € OB™ = S™~! keine Umgebung U in B" besitzt, die topologisch
auf eine offene Menge V' von R™ abgebildet wird, denn eine solche Umgebung U
miifite ja als homéomorphes Bild der offenen Menge V' ebenfalls in R™ offen sein,
was nicht richtig ist. In der Ndhe von p, d.h. ,mit einem sehr starken Mikro-
skop betrachtet, siecht B™ nicht wie R™ aus, sondern wie ein Halbraum“. Um
solche Situationen ebenfalls zu erfassen, miissen wir den Begriff der Mannigfaltig-
keit erweitern und auch offene Teilmengen von Halbrdumen als Parameterbereich
zulassen.

Im folgenden ist m € N*, und A
m m—1 H™
H™:=R x (0, 00) int(U)
O O
bezeichnet den offenen oberen Halb-
raum von R™. Wir identifizieren seinen e » OH™
Rand OH™ = R™ ! x {0} mit R™ !, oU

falls keine Mifiversténdnisse zu befiirch-

ten sind. Ist U eine offene Teilmenge von H™ := H™ = R™ ! x R", so heifien
int(U) := UNH™ Inneres und oU := U N JH™ Berandung von U. Man beachte,
daB die Berandung OU mit dem topologischen Rand® von U weder in H” noch
in R™ iibereinstimmt (es sei denn, U = H™ im letzten Fall).

Es seien X offen in H™ und E ein Banachraum. Dann heifit f: X — F
im Berandungspunkt zy € 0X differenzierbar, wenn es eine Umgebung U von xg
13Von dieser Stelle an verwenden wir das Symbol OM ausschlieflich fiir Berandungen. Fiir

den topologischen Rand einer Teilmenge M eines topologischen Raumes schreiben wir von nun
an RA(M), um MiBverstindnisse zu vermeiden, d.h. RA(M) := M\ M.
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in R™ und eine differenzierbare Funktion fy: U — E gibt, die in UN X mit f
iibereinstimmt. Dann folgt aus Satz VII.2.5
05 fv(wo) = lim (fu(zo +te;) = fu(xo)) /1

Jm (f(zo +tej) — f(z0)) /¢

fir 1 <j < m mit der Standardbasis (eq,...,e;) von R™. Dies und Satz VII.2.8
zeigen, dafl 0fy(xg) bereits durch f bestimmt ist. Deshalb ist die Ableitung

df (o) == 0fu(xo) € LIR™, E)

von f in xy wohlbestimmt, unabhéngig von der speziellen lokalen Fortsetzung fyr
von f.

Die Abbildung f : X — FE heifit stetig differenzierbar, wenn f in jedem Punkt
von X differenzierbar und die Abbildung

of : X - LR™,E), z~ 0f(x)

stetig ist.'

Analog werden die hoheren Ableitungen von f definiert. Auch sie sind un-
abhéngig von den speziellen lokalen Fortsetzungen. Fiir k € N* U {oo} bilden die
C*-Abbildungen von X nach F einen Vektorraum, den wir, wie im Fall offener
Teilmengen von R™, mit C*(X, E) bezeichnen.

Es sei Y offen in H”. Dann heifit f: X — Y wieder C*-Diffeomorphismus,
und wir schreiben f € Diff* (X,Y), wenn f bijektiv ist und f sowie f~! zur Klas-
se C* gehoren. Insbesondere ist Diff (X, Y) := Diff**(X,Y) die Menge aller glatten,
d.h. C*°-Diffeomorphismen, von X auf Y.

1.11 Bemerkungen Es seien X und Y offen in H™, und f: X — Y sei ein
C*-Diffeomorphismus fiir ein k € N* U {oo}.

(a) Ist OX nicht leer, so gilt Y # 0, und f|0X ist ein C*-Diffeomorphismus
von AX auf Y. AuBerdem gehort f|int(X) zu Diff* (int(X), int(Y)).

Beweis Essei p € 90X, und g := f(p) gehére zu int(Y). Dann folgt aus Theorem VII.7.3
itber die Umkehrabbildung (angewendet auf eine lokale Erweiterung von f), dal 9f!(q)
ein Automorphismus von R™ ist. Also folgt, wieder aus Theorem VII.7.3, dal f~! eine
geeignete Umgebung V' von ¢ in int(Y") auf eine offene Umgebung U von p in R™ abbildet.
Wegen f~H(V)C X C H™ und p = f~*(¢q) € X ist dies aber unmdoglich. Folglich gilt
F(0X) C 9Y. Analog finden wir f~'(9Y) C 9X. Dies zeigt f(0X) = 9Y.

Da X und Y in H™ offen sind, sind 9X und 9Y offen in 0H™ = R™™ ! und f|0X
ist eine Bijektion von X auf Y. Da f|0X und f~'|dY offensichtlich zur Klasse ck
gehoren, ist f|0X ein C*-Diffeomorphismus von X auf Y. Die letzte Behauptung ist
nun klar. m

M Natiirlich heifit f in x¢ € int(X) differenzierbar, wenn f|int(X) in zo differenzierbar ist.
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(b) Fiir p € 0X gelten df (p)(OH™) C OH™ und 9 f (p)(£H™) C £H™.

Beweis Aus f(0X) = 9Y folgt f™|9X = 0 fir die m-te Koordinatenfunktion f™ von f.
Hieraus erhalten wir 9; f™(p) = 0 fiir 1 < j < m — 1. Folglich hat die Jacobimatrix von f
in p die Gestalt

amfl(p)

rp) =|  OVIHD®E) B f i) | - (1.7)

0 . 0 ° Omf™(p)
Wegen f(X) CY c H™ gilt die Ungleichung f™(q) > 0 fiir ¢ € X. Somit finden wir
m _ . —1 m _sm —_ . —1 pm
O™ (p) = lim 7 (f" (p+tem) — f7(p)) = Jim ¢ f"(p+tem) 2 0.

Aufgrund von 0f(p) € Laut(R™) (vgl. Bemerkung VIL.7.4(d)) und 0, f™(p) > 0 sehen
wir, daBl 9, f™ (p) > 0 gilt. Aus (1.7) lesen wir

(0f(P)2)" =0mf"P)t,  @:=(y,t) ER"T xR,

ab. Also stimmt das Vorzeichen der m-ten Koordinate von df(p)z mit sign(¢) tiberein,
was alles beweist. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Begriff der berandeten Unter-
mannigfaltigkeit definieren. Eine Teilmenge B der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit N heiflt b-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von N, wenn es zu
jedem p € B eine Karte (¢, V) von N um p gibt, eine Untermannigfaltigkeiten-
karte von N um p fiir B, mit

Y(VNB)=¢((V)n (H® x {0}) cR". (1.8)

Hierbei heit p Berandungspunkt von B, wenn t(p) in OH® := 9H® x {0} liegt.

0B

v

Die Gesamtheit aller Berandungspunkte bildet die Berandung (oder den Rand!®)
OB von B. Die Menge int(B) := B\ dB heift Inneres der berandeten Untermannig-
faltigkeit B. SchliefSlich ist B eine berandete Hyperfliche in N, wenn b = n — 1 gilt.

15Man beachte, da der Rand 9B und das Innere int(B) i.allg. verschieden sind von dem
topologischen Rand Rd(B) und dem topologischen Inneren B von B. Im folgenden verstehen wir
im Zusammenhang mit Aussagen iiber Mannigfaltigkeiten unter dem Rand bzw. Inneren immer
die Berandung bzw. das Innere im Sinne der obigen Definition.
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1.12 Bemerkungen

(a) Jede Untermannigfaltigkeit M von N im Sinne der zu Beginn dieses Para-
graphen gegebenen Definition ist eine berandete Untermannigfaltigkeit mit leerem
Rand, eine unberandete (Unter-)Mannigfaltigkeit.

(b) Die Berandung 0B und das Innere int(B) sind wohldefiniert, d.h. karten-
unabhéngig.

Beweis Es sei (x,W) eine weitere Untermannigfaltigkeitenkarte von N um p fiir B.
Ferner sei f die Restriktion des Kartenwechsels x o™ auf %(V NW)N (Hb X {O}),
aufgefaft als offene Teilmenge von H’. Dann folgt aus Bemerkung 1.11(a), da8 x(p)
genau dann zu OH® gehért, wenn dies fiir ¢ (p) gilt. m

(c) Es sei p € int(B). Dann folgt aus (1.8)
¥(V Nint(B)) = (V) N (H* x {0}) .

Da H® diffeomorph zu R ist, zeigt dies, dafl int(B) eine unberandete Unterman-
nigfaltigkeit von N der Dimension b ist.

(d) Im Fall p € OB impliziert (1.8)
Y(VNaB)=¢(V)n (R x {0}) .

Also ist OB eine (b — 1)-dimensionale unberandete Untermannigfaltigkeit von N.

(e) Jede b-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von N ist eine berandete
Untermannigfaltigkeit von R" der Dimension b.

Beweis Dies folgt analog zum Beweis von Bemerkung 1.1(a). m

(f) (Regularitit) Es ist klar, wie berandete C*-Untermannigfaltigkeiten fiir k € N™ zu
definieren sind, und da dann (a)—(c) sinngem&$ richtig bleiben. m

Lokale Karten

Es sei B eine b-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von N. Die Abbil-
dung ¢ heiit (b-dimensionale lokale) Karte von (oder fiir) B um p, wenn gilt

e U :=dom(yp) ist offen in B, wobei B die von N (also von R"™) induzierte
Topologie trigt.

e ¢ ist ein Homdomorphismus von U auf eine offene Teilmenge X von H.

e ipow ': X — N ist eine Immersion, wobeiig : B — N, p — p die Injektion

bezeichnet.
Man beachte, da8 diese Definition bis auf die Tatsache, da8 o(U) offen in HP ist

und R"™ durch N ersetzt wird, wortlich mit der Definition einer C*°-Karte einer
Untermannigfaltigkeit von R" iibereinstimmt (vgl. Paragraph VIL.9).
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A
@1(Ur)
S\ H®
SN )
— ¢2(U2)
> oH®
\ a(tpg(Ug))

1.13 Bemerkungen (a) Ist (¢, V) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von N fiir B,
so ist (¢, U) := (¥ |V N B,V N B) eine b-dimensionale Karte fiir B.

(b) Sind (¢1,U1) und (p2,Us) Karten von B um p € B, so ist ¢;(U; NUs) offen
in HY fiir 7 =1,2, und fiir den Kartenwechsel ¢ o <p1_1 gilt

(2 0 (p{l S Diﬁ(@l(Ul n Uz),(pQ(Ul N Uz)) .

(c) Es sei (¢,U) eine Karte fiir B um p € 9B. Dann ist
((,0337U33) = ((,0|U ﬂaB7UﬂaB)

eine Karte fiir die unberandete (b — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit 0B
von N.

(d) Alle Begriffe und Definitionen wie z.B. Differenzierbarkeit von Abbildungen,
lokale Darstellungen etc., die mittels Karten von Mannigfaltigkeiten beschrieben
werden konnen, lassen sich sinngeméf auf den Fall berandeter Untermannigfaltig-
keiten iibertragen. Insbesondere ist ip: B <— N, d.h. die natiirliche Einbettung
p+— pvon B in N, eine glatte Abbildung.

(e) Sind C eine berandete Untermannigfaltigkeit von M und f € Diff (B, C), so
gilt f(OB) = 9C, und f|0B ist ein Diffeomorphismus von 9B auf 9C.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 1.11(a). m

(f) Es sei B eine b-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von N, und
f € C>®(B, M) sei eine Einbettung, d.h., f sei eine bijektive Immersion und ein
Homdomorphismus von B auf f(B). Dann ist f(B) eine b-dimensionale berandete
Untermannigfaltigkeit von M mit 9 f(B) = f(90B), und f ist ein Diffeomorphismus
von B auf f(B).

Beweis Der Beweis von Theorem 1.2(ii) gilt auch hier. m
(g) (Regularitit) Alle vorstehenden Aussagen gelten sinngemés fiir berandete C*-Unter-

mannigfaltigkeiten. m

Eine Familie { (¢a,Us) ; @ € A} von Karten von B mit B =], Us heifit
natiirlich wieder Atlas von B.
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Tangenten und Normalen

Es seien B eine berandete Untermannigfaltigkeit von N und p € 9B. Auflerdem
sei (¢, U) eine Karte von B um p. Dann wird der Tangentialraum T,,B von B im
Punkt p durch

TpB = Ty (ip ‘Pil)(Tsa(p)Rb)

mit b := dim(B) definiert. Also ist T,B ein (,voller*) ‘

Untervektorraum des Tangentialraumes 7, N von N

in p der Dimension b (und nicht etwa ein Halbraum).

Eine offensichtliche Modifikation des Beweises von Be-

merkung VII.10.3(a) zeigt, dal T, B wohldefiniert ist, :

d.h. unabhéngig von der verwendeten Karte. Natiirlich definieren wir das Tangen-
tialbiindel 7'B von B wieder durch TB :=J .5 T}, B.

1.14 Bemerkungen (a) Fiir p € 9B ist T,0B ein (b — 1)-dimensionaler Unter-
vektorraum von 7T, B.

Beweis Dies ist eine einfache Konsequenz aus den Bemerkungen 1.12(d) und 1.13(c). m

(b) Es seien p € 9B und (p,U) eine Karte von B um p. Mit
T B =Ty (in oo ") (p(p), £H’)

gelten T,B =T, BUT, B und T, BNT, B = T,(0B). Der Vektor v ist genau
dann ein nach innen bzw. aulen weisender Tangentialvektor, wenn v zur Menge
T,F B\T,(0B) bzw. T, B\T,(0B) gehort. Dies ist genau dann der Fall, wenn die

b-te Komponente von (T,¢)v positiv bzw. negativ ist.

Beweis Aus Bemerkung 1.11(b) und Bemerkung 1.13(b) folgt leicht, dafl T},°B koordi-
natenunabhéngig definiert sind. m

(¢) Es sei C eine berandete oder unberandete Untermannigfaltigkeit von M. Fiir
f € CY(C,N) wird das Tangential 7}, f von f in p € C wie im Falle unberandeter
Mannigfaltigkeiten definiert. Dann bleiben die Bemerkungen VII.10.9 sinngemé&f
richtig. m

Es sei p € 9B. Dann ist T,(0B) ein (b—1)-
dimensionaler Untervektorraum des b-dimensionalen
Vektorraumes 7}, B. Als Untervektorraum von 7, N
(und somit von T,R™) ist 7}, B ein Innenproduktraum
mit dem vom euklidischen Skalarprodukt des R™ in-
duzierten inneren Produkt (-|-),. Also gibt es genau
einen Einheitsvektor v(p) in 7,7 B, der auf T,(0B)
senkrecht steht, den #dufleren (Einheits-)Normalen-
vektor von 9B in p. Offensichtlich ist —v(p) € T, B T,(0B)
der eindeutig bestimmte nach innen weisende Vektor von T,B, der auf T,(0B)
senkrecht steht, der innere (Einheits-)Normalenvektor von 9B in p.




XI.1 Untermannigfaltigkeiten 261

Der Satz vom reguliren Wert

Wir haben bereits gesehen, daf§ unberandete Untermannigfaltigkeiten in vielen
Fillen (lokal sogar immer) als Fasern regulirer Abbildungen dargestellt werden
konnen. Wir wollen nun dieses wichtige und einfache Kriterium auf den Fall be-
randeter Untermannigfaltigkeiten ausdehnen.

1.15 Theorem (vom reguliren Wert) Es sei ¢ ein regulérer Wert von f € C*°(N,R).
Dann ist

Bi=f"!((-o0,d) ={peN; f(p) <c}

eine berandete Untermannigfaltigkeit von N der Dimension n mit OB = f~(c)
und int(B) = f~!((—o0,¢)). Fiir p € 0B gilt T,(0B) = ker(d, f), und die &ufere
Einheitsnormale v(p) an 0B ist durch V,,f(p)/|Vyf|p, gegeben.

Beweis Da f~!((—00,c)) offen in NN, also eine n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von N ist, geniigt es, p € f~!(c) zu betrachten.

Folglich sei p € f~1(c), und (¢, V) sei eine Karte von N um p mit ¢ (p) = 0.
Dann gehért g := ¢ — f oyp~! zu C*°((V),R) und erfiillt g(0) = 0 sowie g(x) >0
genau dann, wenn z in ¥(V N B) liegt. AuBlerdem ist 0 ein regulérer Punkt von g.
Durch Umbenennen der Koordinaten (d.h. durch Komposition von ¢ mit einer
Permutation) kénnen wir annehmen, daf 9,,¢(0) # 0, also 9,9(0) > 0, gilt.

Nun betrachten wir die durch ¢(z) := (2',...,2"*, g(z)) definierte Abbil-
dung ¢ € C>(4(V),R"). Sie erfiillt ©(0) = 0 sowie

0

01g -+ On—1g ‘ Ong

Folglich ist 9p(0) ein Automorphismus von R". Also garantiert Theorem VII.7.3
itber die Umkehrabbildung die Existenz offener Umgebungen U und W von 0
in ¥(V), so daB ¢|U ein Diffeomorphismus von U auf W ist.

Mit Vo := ¢~ 1(U) und x := ¢ o 9| Vp sehen wir, daB (x, Vo) eine Karte von N
um p ist mit x(p) = 0 und x(B N Vy) = x(Vo) N H". Dies zeigt, dal B eine berande-
te Untermannigfaltigkeit von N ist mit 0B = f~!(c) und int(B) = f~*((—o0, c)).
Somit erhalten wir aus Theorem 1.7

T,(0B) = ker(T, f) = ker(d, f) , p € OB . (1.9)

Wegen (d, f,v), = (V,f|v), fiir v € T,N folgt aus (1.9), daBl V,f senkrecht auf
T,(0B) steht.
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SchlieBlich sei A : (—¢,&) — N ein C'-Weg in N mit A(0) = p und A\(0) = V, f
(vgl. Theorem VII.10.6). Dann gilt

(foA)(0)= <dpf7 vpf> = ‘vpf‘?p >0.
Also leiten wir aus der Taylorschen Formel von Korollar 1V.3.3
FOM®) = c+t|Vufl5 +ot) (t—0)

ab. Folglich gilt f(A(t)) > ¢, d.h. f(A(t)) ¢ B, fiir geniigend kleine positive ¢. Dies
impliziert, da§ V, f ein nach auflen weisender Tangentialvektor von B in p ist.
Nun ist auch die letzte Behauptung klar. m

1.16 Bemerkungen (a) So wie wir Untermannigfaltigkeiten lokal als Fasern re-
guliirer Abbildungen darstellen kénnen (vgl. Bemerkung 1.8(a)), kénnen wir auch
durch Hyperflichen berandete Untermannigfaltigkeiten lokal als Urbilder halbof-
fener Intervalle darstellen. Genauer gilt: Es sei B eine n-dimensionale berandete
Untermannigfaltigkeit von N. Dann gibt es zu jedem Punkt p € B eine Umge-
bung U in N und eine Funktion f € C*°(U,R) mit BNU = f~! ((—oo7 1))7 falls
p € int(B), bzw. f(p) =0 und BNU = f~!((—o0,0]), falls p € OB, derart dafi 0
ein reguldrer Wert von f ist.

Beweis Es sei (p, U) eine Untermannigfaltigkeitenkarte von N um p fiir B mit ¢(p) = 0.
Wir kénnen annehmen, da8 ¢(U) in BS, enthalten sei. Ist p ein innerer Punkt von B, so
setzen wir f(q) := ¢"(q) fiir ¢ € U. Dann gehért f zu C°°(U,R), und f_l((—oo, 1)) =U.
Gehort p zu 0B, so setzen wir f(q):= —¢"(q) fir ¢ € U. Dann gilt f(p) =0, und
7' ((=00,0]) = U N B. Wegen ¢ € Diff (U, o(U)) ist f eine Submersion. Also ist 0 ein
reguldrer Wert von f. m

(b) (Regularitit) Es sei c ein regulirer Wert von f € C*(N,R) fiir ein k¥ € N*. Dann
ist f71 ((—oo, c]) eine berandete Untermannigfaltigkeit in N der Dimension n. In diesem
Fall braucht man nur vorauszusetzen, da§ N eine C*-Mannigfaltigkeit sei. m

1.17 Beispiele (a) Fiir jedes r > 0 ist B :=7B" = {x € R" ; |z| < r} eine be-
randete n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R". Thre Berandung stimmt
mit dem topologischen Rand, also der (n — 1)-Sphére mit Radius r, iiberein, d.h.,
es gilt OB = rS"~1. Die #ufere Normale v(p) in p € 9B wird durch (p,p/|p|)
gegeben.

Im Fall n =1 ist somit B! das abgeschlossene Intervall [—r,r] in R, und
die 0-Sphiire mit Radius r wird durch S? = {—r} U {r} gegeben. Fiir die duBere
Normale gilt: v(—r) = (—r,—1), v(r) = (r,1).

v( ) B; v(r)

& L
bl L T J

r 0

v

Beweis Dies folgt aus Theorem 1.15 mit N := R" und f(z) := |z|* fir z € R™. m
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(b) Es seien A4 € RFVX(+D ynd ¢ € R*. Ferner sei

Sym
Voi={2zeR"; (Az|z) <c}

nicht leer. Sind A positiv definit und ¢ > 0, so ist V. ein (n + 1)-dimensionales
Vollellipsoid, und seine Berandung ist das n-dimensionale Ellipsoid

K.:={zeR""; (Az|z) =c} .

Sind A negativ definit und ¢ < 0, so ist V., das Komplement des Inneren des
Vollellipsoids V_., und die Berandung von V_. ist das m-dimensionale Ellipso-
id K_.. Ist A indefinit, aber invertierbar, so ist V. das ,Innere“ oder ,AuBere®
eines geeigneten n-dimensionalen Hyperboloids K., welches V. berandet. In jedem
Fall ist Az/|Az| die duBere Normale an V. in K.. (Man vergleiche dazu Bemer-
kung VII.10.18 und interpretiere die dortigen Abbildungen entsprechend.)

(c) Es scien A € ROHDXHD gommetrisch und ¢ € R* mit K, # (). Ferner seien
v € R"™M\ {0} und o, B € R mit o < 8. Dann ist

B:={zeK.; a<(vlz) <3}
der Teil von K., der zwischen den beiden parallelen Hyperebenen

Hy={zeR"; (v]z)=~}, ~e{ap},

S

T

liegt.

Sind H, und Hg in keinem Punkt Tangentialhyperebenen an K., so ist B eine
n-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von K. mit

OB={zeK.; (v|lz) e {a,8}} .

Beweis Da die Abbildung g := (v|-)| K. : K. — R wegen Bemerkung 1.1(j) glatt ist, ist
9 " ((a, f)) offen in K.. Folglich ist g_l((a, )) eine n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit von K.. Also geniigt es zu zeigen, dafl jedes p € g_l({a, ﬁ}) ein Berandungspunkt
von B ist. Dazu sei V eine in K. offene Umgebung von p € g~ *(3) mit g~ ' (a) NV = 0.
Die Voraussetzung, da Hg keine Tangentialhyperebene sei, impliziert, dal 3 ein re-
guldrer Wert von f := g|V ist (Beweis!). Nun liefert Theorem 1.15, angewendet auf die
Mannigfaltigkeit V' und die Funktion f, die gewiinschte Aussage. Ein analoger Schlufl
zeigt, daB jedes p € g~ '(a) ein Berandungspunkt von B ist. m
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(d) (Rotationshyperflichen vom Zylindertyp) Es sei
7:[0,1] = (0,00) xR, t+ (p(t),0(t))
eine glatte Einbettung. Ferner seien i: ™ < R™"! und
Fi8mx 0,1 SRR, (g,8) o (p(b)ia), (1)) -

Dann ist f eine glatte Einbettung, und

Zm = (8™ x [0,1])
ist eine berandete Hyperfliche in R™"2, die diffeomorph zum ,sphérischen Zylin-
der® S™ x [0, 1] ist.

Im Fall m = 0 besteht Z! aus zwei Kopien der glatten, doppelpunktfreien
kompakten Kurve'¢ ’y([O, 1]), die symmetrisch zur y-Achse liegen.

A

v

Fiir m = 1 ist Z?2 eine Rotationsfliche in R?, die durch Drehung der Meridiankurve

I:={(p(t),0,0(t)); t0,1]}

um die z-Achse entsteht.

Im allgemeinen Fall nennen wir Z™*! berandete Rotationshyperfliiche vom
Zylindertyp. Fiir ihre Berandung gilt

0z = F(S™ x {0}) U f(S™ x {1}) ,
und fiir ihr Inneres
int(Z™*) = f(S™ x (0,1)) .

Insbesondere ist int(Z™*!) eine unberandete Rotationshyperfliiche vom Zylinder-
typ. Im Fall m = 1 entsteht sie durch Drehung der Meridiankurve

int(T) := { (p(£),0,0(t)) ; 0<t <1}
um die z-Achse.

Beweis Es ist leicht zu sehen,’” da8 S™ x [0,1] eine berandete Untermannigfaltigkeit
von R™*? ist mit der Berandung (5™ x {0}) U (S™ x {1}). Eine offensichtliche Modifi-
kation des Beweises von Beispiel 1.5(b) zeigt, dafl f eine Einbettung ist. Nun folgen die
Behauptungen aus Bemerkung 1.13(f). m

16D h. eindimensionalen berandeten Mannigfaltigkeit.
17Vgl. Aufgabe 4.
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Eindimensionale Mannigfaltigkeiten

Offensichtlich ist jedes perfekte Intervall J in R eine eindimensionale unberandete
oder berandete Untermannigfaltigkeit von R™, je nachdem, ob J offen ist oder
nicht. AuBerdem wissen wir bereits, daf die 1-Sphére S! eine eindimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R™ mit n > 2 ist. Es ist leicht zu sehen,'® da8 ein nicht-
leeres perfektes Intervall diffeomorph ist zu (0, 1), wenn es offen ist, zu [0, 1), wenn
es einseitig abgeschlossen ist, und zu [0, 1], wenn es kompakt ist. Das folgende wich-
tige Klassifikationstheorem zeigt, daf diese Intervalle und S* bis auf Diffeomorphie
die einzigen eindimensionalen zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten sind.

1.18 Theorem Es sei C' eine zusammenhingende eindimensionale berandete
bzw. unberandete Untermannigfaltigkeit von N. Dann ist C' diffeomorph zu [0, 1]
oder [0,1) bzw. zu (0,1) oder S*.

Beweis Fiir einen Beweis verweisen wir auf Paragraph 3.4 von [BGS88], wo un-
berandete Mannigfaltigkeiten behandelt werden. Eine offensichtliche Modifikation
jener Argumentation deckt auch den Fall berandeter Mannigfaltigkeiten ab (vgl.
den Appendix in [Mil65]). m

1.19 Bemerkungen (a) Unter einer in N eingebetteten (glatten) Kurve C verste-
hen wir das Bild eines perfekten Intervalls oder von S unter einer (glatten) Einbet-
tung. Im letzten Fall nennen wir C' auch in N eingebettete 1-Sphére. Dann besagt
Theorem 1.18, daf3 jede zusammenhéngende eindimensionale berandete oder unbe-
randete Untermannigfaltigkeit von N eine eingebettete Kurve ist, und umgekehrt.

(b) (Regularitit) Theorem 1.18 bleibt fiir C*-Mannigfaltigkeiten richtig. m

Zerlegungen der Eins

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit dem Beweis eines technischen Resultates,
das sich als ein wichtiges Hilfsmittel beim Ubergang vom Lokalen zum Globalen
(und umgekehrt) erweisen wird.

Es sei X eine n-dimensionale berandete oder unberandete Untermannig-
faltigkeit von R™ fiir ein 7 € N*. Ferner sei {U, ; a € A} eine offene Uber-
deckung von X. Dann sagt man, die Familie {7, ; a € A} sei eine dieser Uber-
deckung untergeordnete glatte Zerlegung der Eins, wenn die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillt sind:

(i) 7o € C*(X,[0,1]) mit supp(ra) CC U, fiir a € A;
(ii) Die Familie { 7, ; o € A} ist lokal endlich, d.h., zu jedem p € X gibt es eine

offene Umgebung V mit supp(m,) NV = 0 fiir alle bis auf endlich viele o € A;
(iii) Fiir jedes p € X gilt: ) 2 7Ta(p) = 1.

18Siche Aufgabe 7.
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1.20 Satz  Zu jeder offenen Uberdeckung von X gibt es eine ihr untergeordnete
glatte Zerlegung der Eins.

Beweis (i) Es sei (¢,U) eine Karte um p € X. Dann ist ¢(U) offen in H". Also
gibt es eine kompakte Umgebung K’ von o(p) in H” mit K’ C ¢(U). Da ¢ topo-
logisch ist, ist K := @ 1(K'") eine kompakte Umgebung von p in X mit K C U,
und (p| K, K) ist eine Karte um p. Insbesondere ist X lokal kompakt.

Aus Satz X.7.14 folgt die Existenz von x’ € C*(¢(U),[0,1]) mit x'|K’' =1
und supp(x’) CC p(U). Wir setzen x(q) := ¢*x(q) fiir ¢ € U, und x(q) := 0, falls
g zu X \U gehort. Dann liegt x in C*° (X, [0, 1]) und hat einen kompakten Tréiger,
der in U enthalten ist.

(ii) Aufgrund von Korollar IX.1.9(ii) und Bemerkung X.1.16(e) gibt es ei-
ne abzihlbare Uberdeckung {V;; 7€ N} von X aus relativ kompakten offenen
Mengen. Wir setzen K := V. Dann gibt es g, ..., i, € N, derart dal Ky durch
{Vigs -+, Vi, } tiberdeckt wird. AuBerdem setzen wir ji :=max{ig,...,%m} + 1
und Ky := Zl:o‘/;. Die Menge K; ist kompakt und erfiillt Ky CC K;. Induk-
tiv erhalten wir so eine Folge (K;) kompakter Mengen mit K; CC Kjq, und
U;ion :U;iov}' =X.

(iii) Wir nehmen zuerst an, K; # K;4 fiir j € N und setzen W; := j\lo(j_l
fir j € N mit K_; := (). Dann ist W; kompakt, und W; N Wy, = 0 fiir [j — k| > 2.
AuBerdem gilt U2, W; = X.

Es sei Y :={U, ; o € A} eine of-
fene Uberdeckung von X. Aus (i) und
der Kompaktheit von W; folgt, daf es zu
jedem j € N eine endliche Uberdeckung
{U;i e ; 0<i<m(j)} von W; gibt.
Wir setzen

Uj,i = ﬁjﬂ' N (VOVj_l U Wj U Vi/]q_l)

und wihlen Funktionen x;; € C*°(U;;,[0,1]), derart daf gilt

supp(xjvi) CcC Uj,i C Wj_l @] Wj @] Wj+1 s 0<1< m(j) s
mit W_q := (), und
m(j)
U [Xji > 0] D W;
=0

fiir j € N. Dann ist {Xj,i ; 0<i<m(y), je N} eine lokal endliche Familie. Folg-
lich ist
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definiert, gehort zu C*° (X, [0,1]) und erfiillt x(p) > 0 fiir p € X. Nun setzen wir

Wa::Zan,i/Xa aeAv

wobei )~ bedeutet, daB iiber alle Indizespaare (j,7) summiert wird, fiir die U} ;
in U, enthalten ist. Dann ist { 7, ; a € A} eine glatte Zerlegung der Eins, die der
Uberdeckung { U, ; o € A} untergeordnet ist.

(iv) Gibt es ein j € N mit K; = K1, so gilt X = K. Also ist X kompakt.
In diesem Fall folgt die Behauptung durch eine einfache Modifikation von (iii) (da
nur eine einzige kompakte Menge, néimlich X, betrachtet werden muf). m

Die nachfolgende Bemerkung (a) zeigt, daff Satz 1.20 eine weitreichende Ver-
allgemeinerung von Theorem X.7.16 darstellt.

1.21 Bemerkungen (a) Essei K eine kompakte Teilmenge der Mannigfaltigkeit X,
und {U; ; 1 < j < m} sei eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es Funktio-
nen 7; € C*°(X,[0,1]) mit supp(r;) CC U; fiir 1 < j <m, und S mi(p) =1
fir p € K.

Beweis Essei Up := X\ K. Dannist {U; ; 0 < j < m} eine offene Uberdeckung von X.
Nun folgt die Behauptung sofort aus Satz 1.20. m

(b) Der Beweis von Satz 1.20 zeigt, dal jede berandete oder unberandete Un-
termannigfaltigkeit von R™ lokal kompakt ist, eine abzéihlbare Basis besitzt und
o-kompakt ist.

(c) (Regularitéit) Es sei k € N™. Ersetzt man m, € C*°(X,[0,1]) in (i) der obigen Defi-
nition durch 7o € C*(X, [0, 1]), so erhlt man eine C*-Zerlegung der Eins, die der Uber-
deckung { U, ; a € A } untergeordnet ist. Dann bleibt Satz 1.20 richtig, wenn man ,, glatte
Zerlegung® durch ,C*-Zerlegung® ersetzt. In diesem Fall geniigt es anzunehmen, dafi X
zur Klasse C* gehort. m

Vereinbarung Im restlichen Teil dieses Buches verstehen wir unter einer Man-
nigfaltigkeit stets eine glatte berandete Untermannigfaltigkeit eines geeigne-
ten ,,Umgebungsraumes* R™.

Aufgaben

1 Es sei f: M — N eine Submersion. Man zeige, dafl f ,lokal wie eine Projektion
aussieht®, d.h., zu jedem p € M gibt es Karten (¢,U) von M um p und (¢,V) von N
um f(p) mit f(U) C V, derart daB gilt

fow : R"XR™" = R" | (z,y)—x.

2 Es sei f: M — N eine Immersion. Man beweise, da3 f ,lokal wie die kanonische
Injektion R™ — R™ x R"™™, z > (z,0) aussieht“.
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3 Jeder Diffeomorphismus von M auf N ,sieht lokal wie die Identitdt in R™ aus®.

4 Es sei B eine berandete Untermannigfaltigkeit von N. Man zeige, dafl M X B eine
berandete Untermannigfaltigkeit von M x N ist mit (M x B) = M x dB.

5 Man zeige, dafl der Zylinder [0,1] x M mit ,Querschnitt“ M sowie der Volltorus
S x B? berandete Mannigfaltigkeiten sind. Ferner bestimme man ihre Dimension und
Berandung.

6 Man zeige, daB der abgeschlossene r-Ball 7B" in R" diffeomorph zum abgeschlossenen
Einheitsball B™ ist.

7 Es ist zu zeigen, dafl ein perfektes Intervall in R zu (0,1), [0,1) oder [0,1] diffeo-
morph ist.

8 Es sei B eine nichtleere (berandete oder unberandete) k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von M. Man zeige, dafl die Hausdorffdimension von B gleich k ist.
(Hinweise: Aufgaben 4-6 von I1X.3 und Bemerkung 1.21(b).)

9 Es seien B eine berandete Untermannigfaltigkeit von M und f € C*(B, N).
Man zeige, dal graph(f) eine berandete Untermannigfaltigkeit von M x N ist und be-
stimme ihre Berandung.

10 Es sei X eine n-dimensionale berandete oder unberandete Untermannigfaltigkeit
von R”, und U :={ U, ; o € A} sowie V:={Vj ; 8 € B} bezeichnen offene Uberdeckun-
gen von X. Man nennt V Verfeinerung von U, falls es ein j: B — A gibt mit V3 C Uj ()
fur 0 € B. Man zeige, daf jede glatte Zerlegung der Eins, die V untergeordnet ist, eine
glatte Zerlegung der Eins induziert, die U untergeordnet ist.



2 Multilineare Algebra

Zum Aufbau und Verstidndnis eines Kalkiils von Differentialformen hoheren Grades
benétigen wir einige Resultate aus der Linearen (genauer: Multilinearen) Algebra,
die wir in diesem Paragraphen bereitstellen.

2.1 Bemerkungen FEs sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum.
(a) V kann mit einem inneren Produkt (-|-)y versehen werden, so da$ (V, (-|-)v)
ein Hilbertraum ist. Alle Normen auf V' sind dquivalent.

Beweis Geméfl Bemerkung 1.12.5 gibt es einen Vektorraumisomorphismus 7' : K™ — V
mit m := dim(V'). Dann wird durch

(w|w)y == (T | T w) , v,weV,

ein Skalarprodukt auf V' definiert, wobei (-|-) das euklidische innere Produkt in K™
bezeichnet. Also ist (V, (-] )v) ein endlichdimensionaler Innenproduktraum, somit ein
Hilbertraum, wie wir aus Bemerkung VII.1.7(b) wissen. Die zweite Behauptung folgt aus
Korollar VII.1.5. m

(b) Wie (in der Funktionalanalysis) iiblich, bezeichnen wir mit V* den Raum aller
(stetigen) konjugiert linearen Abbildungen von V nach C, wihrend V’ der Dual-
raum von V ist, der Raum aller (stetigen) Linearformen auf V. Dann folgt aus (a)
und dem Rieszschen Darstellungssatz (Theorem VII.2.14), dafl die Abbildung

V-V ve (v])y (2.1)
ein isometrischer Isomorphismus,
V=V v (|v)y (2.2)

aber konjugiert linear ist. Ist K = R, so gilt V* =V’ und die Abbildungen (2.1)
und (2.2) stimmen iiberein, da jedes reelle Skalarprodukt symmetrisch ist. Deswe-
gen und aus historischen Griinden werden wir im reellen Fall, den wir im folgenden
ausschliellich behandeln, ebenfalls V* statt V'’ schreiben. m

In diesem Paragraphen bezeichnen

e VV und W endlichdimensionale reelle Vektorraume.

AuBere Produkte

Wir bezeichnen fiir r € N mit £"(V,R) den Vektorraum aller r-linearen Abbildun-
gen V" — R. Aufgrund der Bemerkung 2.1(b) und wegen Theorem VII.4.2(iii) ist
diese Notation konsistent mit der in Paragraph VII.4 eingefiihrten. Insbesondere
gelten:

LOV,R)y=R, LYV,R)=V".
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Eine r-lineare Abbildung «: V" — W heif3t alternierend, falls gilt: » > 2 und
a(Vg(1)s -+ Vo(ry) = sign(o) avy, ..., v, Vl,...,0. €V,
fiir jede Permutation o € S, (vgl. Aufgabe 1.9.6). Wir setzen
ANV =L%V,R) =R, AV :=LYV,R)=V*
und
NV*:={ae L (V,R); «aist alternierend } , r>2.

Dabei heifit \"V* r-faches dufleres Produkt von V* fiir r € N, und o € \"V* ist
eine alternierende r-Form auf V' (kurz: eine r-Form).

2.2 Bemerkungen (a) A\"V* ist ein Untervektorraum von £"(V,R), der Vektor-
raum der alternierenden 7-Formen auf V.
(b) Esseien r > 2 und o € L7 (V,R). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) ae N'V*.

(i) afvi,...,v) =0, falls v; = vy, fur ein Paar (j, k) mit j # k gilt.
(iil) a(...,v5,. ., g, ...) = —al..., vk, ..., 05,...), j#k, dh., werden zwei Ein-

triige in a(v1, ..., v,) miteinander vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen.

(iv) Sind vi,...,v, € V linear abhéngig, so gilt a(vy,...,v,) = 0.
Beweis Die Implikationen ,,(i)=>(iii)=>(ii)“ sind offensichtlich.

,(11)=>(iv)“ Es seien v1, ..., v, € V linear abhingig. Dann gibt es ein k € {1,...,7}
und A1, ..., A\ € Rmit \x =0 und vy = 22:1 A;jv;. Nun folgt aus der Linearitét beziig-
lich der k-ten Variablen und aus (ii)

a(viy ..., vp) :Z)\ja(vl,...7vj,...7vr) =0.
Jj=1 (k)

,»(iv)=>(iii)“ Aus (iv) und der Multilinearitét erhalten wir

O=a(..,v; + k..., v + Vk,...)
=al..,05,...,05,...)Fal..,V5,...,Vk,...)
+oloo Vv, ) F ol Uk, Uky )
=af. 05,0y Uy ) (o Uy, 05, )

und somit die Behauptung.

,(1ii)=>(1)“ Dies folgt aus der Tatsache, daf} sich jede Permutation als Produkt von
Transpositionen schreiben 148t (vgl. Aufgabe 1.9.6). m

() AN"V* = {0} fiir r > dim(V).

Beweis Dies folgt aus (iv) von (b). m
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Fiir r € N* und ¢!,...,¢" € V* wird das #uflere Produkt'
1 T
durch
<9017”1> e <<,01, UT>
O A AN (v, ) = det[(@?, up)] = det ; : (2.3)
<¢T7U1> <<10T’U7“>
fiir v1,...,v, € V definiert. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dafl die Deter-
minante einer (r x r)-Matrix eine alternierende r-Form der Spaltenvektoren ist.
Hieraus und aus der Linearitéit der ¢!, ..., ¢" folgt unmittelbar, dal @' A--- A @"

zu \"V* gehort: Das duBere Produkt ¢! A -+ A" ist eine alternierende r-Form
auf V.

2.3 Satz

(i) Esseim := dim(V) > 0. Sind (e1, ..., en) eine Basis? von V und (g!,...,&e™)
die zugehdérige Dualbasis von V*, so ist

{e A ANl 1< <ja<---<j<m}
fir 1 < r < m eine Basis von \"V*.
(ii) dim(A"V*) = ("") firr € N.
Beweis Zur Abkiirzung setzen wir
J, =" ={() =01, vdr) EN ;1 <j1 <jo< -+ <jr<m}.
Fiir einen geordneten Multiindex (j) € J,. sei auerdem

e .= gdt A A

(i) Es sei « eine alternierende r-Form. Weil jeder Vektor v € V' die Basisdar-
stellung v = Y"1, (¥, v)ey, besitzt, folgt mit Bemerkung 2.2(b)

m m
a(vi,...,vp) = Z Z b v aler,, e,

ki1=1 kr=1

= a ]) Slgn ) U1> e <€U(j7‘)’ UT>

(5)€eT,. o€S,
IStatt duBeres Produkt sagt man auch Dach- oder Keilprodukt.

2Ist {e1,...,em} eine geordnete Basis, d.h., kommt es auf die Reihenfolge an, so schreiben
wir (e1,...,em).
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mit
agy = alej,...,€j.) . (2.4)
Gemif Bemerkung VII.1.19(a), und da sich der Wert der Determinante einer qua-

dratischen Matrix beim Transponieren dieser Matrix nicht d&ndert, erhalten wir fiir
die innere Summe des letzten Ausdrucks

det( jou’ 1}”>] 1<p l/<7") = 5(j)(1}1’ e Ur) .
Also gilt
Oé(U17...,?]7~) = Z a(j)g(j)(vl,...,vr) s Viyeooy Up = V s
(9)ET,
und somit

o = Z a(j)e(j) . (2.5)

(4)€l.,

Dies zeigt, daB die Menge {eV) ; (j) € J,.} den Vektorraum A\"V* aufspannt.

Es sei nun ‘
a= Y bye?
(9)€T,

mit b(;) € R eine zweite Darstellung von a. Dann gilt insbesondere
o€k -sCh) = Z b(j)a(j)(ekl, ces€k) (k) el, .
(5)€d.,
Wegen

L fir () = (k) ,

eD(en,, ... ex,) = det([0] hr<per) = { 0 sonst

folgt b(j) = a(y fiir (j) € J,. Also ist die Darstellung (2.5) eindeutig.

(ii) Diese Aussage ist nun klar, da eine m-elementige Menge genau (T) Teil-
mengen mit 7 Elementen enthilt (vgl. Aufgabe 1.6.3). m

Im folgenden bezeichnet
' A AQI A AT

fir 1<j < 7 stets die (r — 1)-Form, die aus a' A--- A a” durch Weglassen der
Linearform o’ entsteht. Entsprechendes gilt fiir

—

AAA AN A AN AQT

und dhnliche Fille.
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2.4 Beispiele (a) Fiir die eindimensionalen Vektorrdume A’V* = R bzw. A" V*

sind 1 bzw. el A --- A e™ Basen.

(b) A'V* = V* besitzt die Basis {e!,...,™}.

(c) {51/\---/\a€Aj/\---/\5m; lgjgm}isteineBasisvon/\m_lv*_

(d) Fiir die Basisdarstellungen
aj:ZaiakEV*, 1<j<r,
k=1

und .
a' AN = Z age? e NV
(J)€l,

gelten a}c = <ai,ek> firl<i<rund1l <k <m sowie

agj) = det([al, Ji<ik<r) (4) = G1,---,dr) €T, .

Beweis Dies folgt aus (2.3) und (2.4). m

(e) Fiir r > 1 gilt

/\TV*:span{@l/\---/\go’”; eV, 1<j<r}.

(f) Fiir r > 2 gilt o' A--- A" = 0 genau dann, wenn @', ..., ¢" linear abhingig

sind.

Beweis Dies folgt aus (2.3). m

Wie der néchste Satz zeigt, konnen wir mittels der Basisdarstellung eine

bilineare Abbildung von A"V* x A*V* nach \""*V* definieren.

2.5 Satz FEs seien r,s € N*.
(i) Es gibt genau eine Abbildung

A NVEXNVES NV (@,8)—aAf,

das duflere Produkt, mit den Eigenschaften:
(a) A ist bilinear.
(B) Fiir o', ... " Y, ... % € V* gilt:

@A AGYVAI A AP ) = A AT AP A A

(ii) Fiir die Basisdarstellungen

o = Z a(j)s(j), 8= Z b(lc)5(k)
(

(9)€L. k)el,

(2.6)
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gilt
alNfp= Z a(j)b(k)e(j) Ae®) (2.9)
(4)€l,
(k)€l,
(iii) Das duBere Produkt ist assoziativ und graduiert antikommutativ, d.h.

aANB=(-1)"BANa, ae N'V*, BeN\V*.

Beweis Ist A irgendeine bilineare Abbildung von A"V* x A*V* nach \""°V*,
die (2.7) erfiillt, so folgt aus (2.8) unmittelbar, daf} (2.9) richtig ist. Folglich kénnen
wir durch (2.9) (d.h. durch bilineare Fortsetzung von den Basiselementen auf
den ganzen Raum) bei gegebener Basis in eindeutiger Weise die bilineare Ab-
bildung (2.6) mit den Eigenschaften («) und (3) definieren. Wegen (2.3), (2.7)
und Beispiel 2.4(e) ist A auch unabhiingig von der gewihlten Basis. (iii) ist nun
eine unmittelbare Konsequenz der Determinanteneigenschaften. m

2.6 Bemerkungen Es seien Ej, k € N, Vektorrdume iiber demselben Kérper K.

(a) Die direkte Summe

E:= @Ek =: @Ek
k=0

k>0
wird wie folgt erklért:

E ist die Menge aller Folgen (zy) in UZO:O By mit xp, € Ey fiir k € N, wobei fiir
fast alle k € N gilt: 2, = 0. Auf E werden die Addition + und eine Multiplikation
mit Skalaren definiert durch

() + Myk) == (zr + Ayk) (xg), (yr) € E, XeK.
Dann ist F ein K-Vektorraum.? Auflerdem wird Ej, mittels der linearen Abbildung
E'k—>f§7 ka(O,...,O,xk,O,...),

wobei z an die k-te Stelle der rechts stehenden Folge gesetzt wird, mit einem
Untervektorraum identifiziert. Offensichtlich gelten

E =span{ Ey ; ke N}, ExnE;={0}, k#j,
was die Bezeichnung , direkte Summe® rechtfertigt (vgl. Beispiel 1.12.3(1)).
(b) Auf E:= D> L sei eine Multiplikation

EXE—E, (vyw)—vQuw

3E ist der Vektorraum aller Abbildungen f: N — UZ°:O FEj mit kompakten Tréagern und
f(k) € Ey fir k € N, versehen mit den punktweisen Verkniipfungen (vgl. Beispiel 1.12.3(e)).
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erklirt, derart dafl (F, 4, ®) eine Algebra ist (vgl. Paragraph 1.12). Man nennt E
graduierte Algebra (iiber K') und die Multiplikation graduiert, wenn gilt

Ek@EgCEk+z, k‘,EEN.
Sind auflerdem die Relationen
UkG)WZ(—l)MW@Uk , k.l eN |

erfiillt, so heiflen die Multiplikation sowie die Algebra graduiert antikommutativ. m

Wir setzen
AV =N V"

r>0

und erweitern die Definition des dufleren Produktes durch
aANfB:=FBANa:=af, ae NVF =R, BeAV*. (2.10)
AuBerdem sei J, := {0}.

2.7 Theorem

(i) Es gibt genau eine bilineare, assoziative und graduiert antikommutative Ab-
bildung
AV X AVF = AV* |

welche das duBere Produkt (2.6) bzw. (2.10) auf ganz A\V* x AV* erweitert.
Sie wird wieder mit A bezeichnet und heifit &uflere Multiplikation (oder
duBBeres Produkt) auf AV*.

(ii) dim(AV*) = 24m(V),
Beweis (i) Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.5 und der Definition (2.10) durch

natiirliche bilineare Erweiterung.

(i) Wegen \"V* = {0} fiir r > dim(V) und da AV* eine direkte Summe der
Untervektorriume A" V* ist, folgt aus Satz 2.3(ii) und dem binomischen Satz

m
m
dim(AV) =3 (") = 2"
v =3("
r=0
mit m = dim(V). m
Dieses Theorem zeigt, dal AV™*, versehen mit der natiirlichen Vektorraum-
struktur und der dufleren Multiplikation, eine assoziative, graduiert antikommuta-

tive reelle Algebra der Dimension 29™(V) ist, die GraBmannalgebra (oder #ulere
Algebra) von V*.
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2.8 Bemerkung Da V endlichdimensional ist, kann V mittels des kanonischen
Isomorphismus

K: V= V™= (V)"
definiert durch
(R(v),v*) . = (v*,0) veV, v eV,

mit V** identifiziert werden. Folglich ist auch die Grafimannalgebra

AV :=EPNV

r>0
von V' wohldefiniert.
Beweis Offensichtlich ist x: V — V** linear. Es seien {ey,...,en} eine Basis
von V und {e1,...,e,} die zugehorige Dualbasis von V*. Fiir v € ker(x) gilt
(ej,0) = (K(v),€5),,. =0, j=1,...,m.

Ausv = ZT:1<6]', vye; folgt somit v = 0. Also ist x injektiv. Wegen dim(V**) = m
(vgl. Theorem VII.2.14) sehen wir nun, da§ £ ein Isomorphismus ist. m

Riicktransformationen

Fir A€ L(V,W) und o € \"W* definieren wir A*a durch
A*a(vi, ..., vp) = a(Av, ..., Av,) Vi,...,00 EV |
fiir > 1, und durch
A'a:=a, ae NW* =R,

fiir = 0. Dann heifit A*« mit A auf V' zuriickgeholte Form oder pull back von «
mit A.

2.9 Bemerkungen (a) Fiir @ € \"W* gehort A*a zu A\"V*, und die Abbildung A*
ist linear:

A" € LAWS AV mit ANW*C ANV, reN.

Man nennt A* Riicktransformation (oder pull back) mit A.

Im Fall » = 1 ist A* die zu A duale lineare Abbildung (die in Paragraph VIII.3
mit AT bezeichnet wurde). Man beachte auch, da A den Vektorraum V nach W
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abbildet, wihrend A* den Raum AW™* nach AV* abbildet, also ,die Richtung
umkehrt“:
V24w
AV* A AW*
(b) Sind X ein weiterer endlichdimensionaler reeller Vektorraum und B € L(W, X),

so gilt
(BA)" = A*B* | (idy)* =idpy- .

Mit anderen Worten: Die Abbildung A — A* ist kontravariant.

(c) Es gilt
A*(anNB)=A"aNAS, a,fe N\W™.
Also ist A* ein Algebrahomomorphismus von AW™* nach AV*.

Beweis Diese Aussagen sind offensichtliche Folgerungen aus den Definitionen der Riick-
transformation und des dufleren Produktes. m

Es seien m := dim(V) und W := V. Gemé$ Satz 2.3(ii) ist A" V* eindimen-
sional. Also mufi A*« fiir € A" V* ein Vielfaches von « sein. Der folgende Satz
prézisiert diese Feststellung.

2.10 Satz Fiir m := dim(V) und A € L(V) gilt

Ao =det(A)a , ae N"V*.

Beweis Es sei {ei,...,e,} eine Basis von V, und [a]] € R™*™ sei die Matrix-
darstellung von A beziiglich dieser Basis (vgl. Paragraph VII.1). Dann gilt

Hieraus und aus den Eigenschaften von v € A" V* folgt

A*aler, ... em) = a(Aeq, ..., Aey)

m m .

:Z.....Zajll-----a%"()&(ejl,-uaejm)
J1=1 Jm=1

=S s e
€S,

=det(A) aler,...,em) ,

wobei wir im letzten Schritt die Signaturformel von Bemerkung VII.1.19 sowie die
Tatsache, daf det(AT) = det(A) gilt, verwendet haben. Nun folgt die Behauptung
aus der Multilinearitéit von . m
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Das Volumenelement

Es sei nun Or eine Orientierung fiir V', d.h. V' := (V, Or) sei ein orientierter Vektor-
raum. Eine positiv orientierte geordnete Basis von V', also ein Element von Or, nen-
nen wir kurz positive Basis (vgl. Bemerkungen VIII.2.4). Ferner sei m := dim(V).

Jedes o € A""V*\{0} heiBt Volumenform auf V. Zwei Volumenformen o
und [ sind dquivalent, wenn ein A > 0 existiert mit o = A\3. Man priift leicht
nach, daf durch diese Definition eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge aller
Volumenformen auf V' induziert wird. Wegen dim(/A\™V*) = 1 gibt es genau zwei
Aquivalenzklassen.

2.11 Bemerkungen (a) Es seien (ei,...,e,) eine positive Basis von V und
(et,...,e™) die zugehorige Dualbasis. Sind (€y,...,€,) eine Basis von V und
a e AN"V\{0} mit o~ et A---Ae™, soist (€1,...,6y) genau dann positiv ori-
entiert, wenn «(€y,...,6y,) > 0 gilt. Dies bedeutet, da die beiden Aquivalenz-
klassen von A" V*\{0} mit den beiden Orientierungen von V identifiziert werden
koénnen. Mit anderen Worten: Die Volumenform a bestimmt die Orientierung Or
von V durch die Festsetzung

aler,...,em) >0<= (e1,...,em) € Or.

Beweis Es sei B € £(V) die Ubergangsabbildung von der Basis (er, ..., em) zur Basis
(€1,...,6m), d.h., € = Be; fiir 1 < j < m. Dann folgt aus Satz 2.10

a(el,...,em) =det(B)aler,...,em) = det(B)A
mit @ = Xe' A---Ae™und A > 0. m

(b) Der Automorphismus A von V heiit orientierungserhaltend [-umkehrend],
wenn det(A) > 0 [det(A) < 0] gilt. Wir setzen

Laut™ (V) :=GLT(V):= { A€ Laut(V) ; det(A) >0} .

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent fir A € Laut(V):
(a) A€ Laut™ (V).
(6) Fiir jede Basis (b1,...,by) gilt: (b1,...,by) und (Abq,..., Ab,,) sind
gleich orientiert.

(v) Fiir jedes a € A"V *\{0} bestimmen o und A*« dieselbe Orientierung
von V.

(ii) Laut™ (V) ist eine Untergruppe von Laut(V) =: GL(V).
Beweis (i) folgt aus A a = det(A)a und der Definition der Orientierung.
(ii) Die Abbildung
Laut(V) — (R™,:), A+ det(4)

ist ein Homomorphismus. Gem#8 Aufgabe 1.7.5 ist Laut™t (V) als Urbild der Untergruppe
((0,00),-) von (R*™,-) eine Untergruppe von Laut(V). m
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Es sei nun (V7(~|~)7(’)r) ein orientierter Innenproduktraum. Ferner seien
(€1,...,em) eine positive Orthonormalbasis (ONB) und (¢!,...,e™) die zugehori-
ge Dualbasis von V*. Dann heif3t

wi=wy =gl A AE™

Volumenelement von V.

2.12 Bemerkungen (a) Fiir jede positive ONB (€1, ...,¢éy,) von V gilt
w(gl,...,gm) =1.

Beweis Es sei B die durch e; = Bej, 1 < j < m, bestimmte Ubergangsabbildung. Dann
gehort B zu Laut™ (V) N O(m), also gilt det(B) = 1 (vgl. Aufgabe VII.9.2). Somit folgt
aus Satz 2.10

w(E,...,em) =B wlel,...,em) =det(B)e' A---Ae™(e1,...,em) =1,
also die Behauptung. m

(b) Das Volumenelement von V ist die eindeutig bestimmte Volumenform, welche
einer — und damit jeder — positiven ONB den Wert 1 zuordnet.

Beweis Dies folgt aus (a). m
(c) Fiir vg,..., v € R™ sei
Por, .. yvm) = { Xt 5 0<#/ <1},
d.h., P(vy,...,vy) ist das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelepiped. Dann gilt

lwrm (V1. o) = volm(P(vl,...mm)) = )\m(P(vl,...mm)) )

Mit anderen Worten: Das Volumenelement ordnet jedem m-tupel von Vektoren
das orientierte Volumen* des von ihm aufgespannten Parallelepipeds zu.

Beweis Wir definieren B € £L(R™) durch v; = Bej, 1 < j < m. Dann gilt
P(v1,...,vm) = B([0,1]™) .
Somit folgt aus Satz 2.10 und (a)
wrm (V1,...,Vm) = B wem(e1,...,em) = det(B) .
Aus Theorem IX.5.25 wissen wir, daB A (B([0,1]™)) = |det(B)] gilt, was die Behaup-

tung beweist. m

Im folgenden Satz stellen wir das Volumenelement w mittels einer beliebigen
positiven Basis von V dar.

4Das orientierte Volumen ist positiv, wenn (v1,...,vm) eine positive Basis ist und negativ,
wenn (v1,...,0m) zu —Or gehort.
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2.13 Satz  Es seien (by,...,by,) eine positive Basis von V und (5*,...,3™) die
zugehorige Dualbasis. Dann gilt

w=vVGB A---ABT
mit der Gramschen Determinante G := det[(b; |by)]. Insbesondere gilt

w(bi,. .. ,bm) = VG .

Beweis Es sei (e1,...,¢ey) eine positive ONB von V, und B € L(V) sei durch
b; = Bej, 1 < j < m, definiert. Gemé8 (i) von Bemerkung 2.11(b) gilt det(B) > 0.
Aus Bemerkung 2.12(a) und (2.3) erhalten wir

wier,...,em) =1=B"A---AB™(b1,...,bm)
:B*(ﬂl/\"'/\ﬂm)(elﬁ"'aem)a

also
w=det(B)*A--- A B,

da eine m-Form durch ihren Wert auf einer Basis von V' bestimmt ist, und wegen
Satz 2.10. Ferner gilt

(bj|br) = (Bej|Bey) = (B* Bejley) , 1<jk<m, (2.11)

(vgl. Aufgabe VII.1.5). Da (ey, ..., e, ) eine ONB ist, besitzt v € V die Darstellung
v=>1"(v|]exr)e,. Hieraus folgt

Tej:Z(Tej|ek)ek7 1<j<m, TeLlV).
k=1

Somit zeigt (2.11), daB [(b;|bx)] € R™*™ die Matrixdarstellung von B*B beziig-
lich der Basis (e, ..., e,,) ist. Folglich gilt

G = det[(b; |b)] = det(B*B) = (det(B))”

wegen det(B*) = det(B), woraus die Behauptung folgt. m

Der Rieszsche Isomorphismus

Es seien (V,(-]+)) ein Innenproduktraum und m := dim(V). Wir bezeichnen mit
O:=0y:V->V" v (v

den Rieszschen Isomorphismus (2.2), d.h., es gilt

(Ov,w) = (wlv) , v,weV. (2.12)
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Dann wird durch
(] B)s = (®*1a|@*15) , a, eV, (2.13)

ein inneres Produkt auf V* definiert, das zu (-|-) duale Skalarprodukt. Im folgen-
den versehen wir V* stets mit diesem inneren Produkt, so dal V* := (V*, (-] )*)
ein Innenproduktraum ist.

2.14 Bemerkungen Es seien {ei,..., e, } eine Basis in V und {e',...,e™} die
zugehorige Dualbasis in V*.

(a) Wir setzen

gir = (ejler) , 1<jk<m,  [¢F]:=][g] ' €eR™™ .
Dann gilt
m m
O¢; = Zgj;gak , 07l = Zgj}“e;C , 1<ji<m.
k=1 k=1

Beweis Aus den Basisdarstellungen ©e; = "7 | a;re” fiir 1 < j < m und (2.12) erhal-
ten wir

m
(ej|v):<®ej,v>:Zajk(sk,v>, veV, 1<j<m.
k=1
Setzen wir hier fir v der Reihe nach e, ..., en ein, so folgt a;r = (e;]|ex), also die erste

Aussage. Die Darstellung fiir © !¢/ ist nun offensichtlich. m

(b) Fir v = Z;":l &ej €V und w = 27:1 ne; €V gilt

(wlw) =Y gw&n" .

k=1
Fira =" aje’ € V¥ und § = Y77", bje? € V* ist die Beziehung

m

(@]B)s =Y g'*a;bs

Jik=1

richtig.
Beweis Die erste Aussage ist klar. Aus (a) und (2.13) leiten wir fir 1 <, <m

(') =@ 07 ) = > 979" (eler) = D 979" g = 9"
Jik=1 J,k=1

ab. Nun folgt die zweite Behauptung aus der Bilinearitit von (-|-) . m
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(c) Ist {e1,...,em} eine ONB, so folgt Oe; =&’ fiir 1 < j < m, und {e',...,e™}
ist ebenfalls eine ONB.

(d) Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dafl wir die Komponen-
ten eines Vektors in einer Basisdarstellung stets mit oberen Indizes numerieren,
diejenigen einer Linearform in der zugehorigen Dualbasis aber mit unteren Indizes:

m m
szé“]ejEV, a:ZajEJEV*.
j=1

Jj=1

Aus (a) und der Symmetrie von [g;%] folgt

@szbjejGV*, @’%zzanejeV
j=1 j=1
mit

m m
b= g, =) ¢Fa, 1<j<m.
k=1 k=1

Die Anwendung von © bzw. ©~! bewirkt somit formal ein Absenken bzw. An-
heben der Indizes. Aus diesem Grund werden oft die der Notenschrift entlehnten
Bezeichnungen

gb::®7 gﬁ::@)—l’

oder einfach v” := Ouv bzw. of := O~ 1a fiir v € V bzw. o € V* verwendet. m

Der Hodgesche Sternoperator®

Es seien (V, (-|-),Or) ein orientierter Innenproduktraum, m := dim(V) und w das
Volumenelement von V. Ferner sei {eq, ..., ey} eine ONB von V, und {&!,...,e™}
sei die zugehorige Dualbasis.

Wir definieren nun auf A\"V* ein Skalarprodukt (-|-), wie folgt:
Fir r = 0 sei

(@|Bo:=aB, aBeAV'=R. (2.14)
Fir 1 <r <m seien
o = Z a(j)e(j) , 8= Z b(j)e(j)
(J)€el, (5)€l,

die gemiifl Satz 2.3 giiltigen Basisdarstellungen von a, 3 € A\"V*. Dann setzen wir
(@lB)r =D agyb) - (2.15)
(€T,

Es ist offensichtlich, daB (-|-), ein Skalarprodukt auf A"V* ist fir 0 <r <m.
Aufgrund der Bemerkungen 2.14(b) und (c) gilt (+|)1 = (+]*)x-

5Dieser und der niichste Abschnitt kénnen bei einer ersten Lektiire iiberschlagen werden.
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2.15 Bemerkungen (a) Die Basis { () ; (j) € J, } ist eine ONB von (A"V*, (-]-))
firl<r<m.

(b) Fiir ot,....a", B, ..., 0" € V* gilt
(al/\-~-/\ar‘ﬂl/\~-~/\ﬂr)r:det[(ajmk)*] .

Beweis Es seien

:iaz’a% ﬁk:ibfai, 1<jk<r,
1=1

1=1

sowie

"Ana’ = 3 age?, BUA-AB = 3 buge®

@) Ir (k) Iy

Basisdarstellungen. Dann gelten gemé&f Beispiel 2.4(d)
agjy = det([a}, Jizik=r) , by = det([by,]1=ie=r)

fiir (.7) = (j17-~-7jr) €J, und (k) = (klv"~7k7“) €l

Aufgrund der Bilinearitdt und Symmetrie von (-|-) und der Tatsache, dal die
Determinante eine alternierende r-Form ihrer Zeilenvektoren ist, finden wir (vgl. den
Beweis von Satz 2.3(i))

det[(a?8%) ] = D D sign(0)aj, g, - -aj,,, det([(€ 189 | o )

() Jro Sr

= > det([aj, Jisik=r) det([(£[8°) ], o)

) Ir

= Z a(j) det([(ajk|ﬁz) ]1sk,lsr)

@) I

= D apbwdet([(€7 ") ], ) -

) Ir (k) Ir

Wegen (a) gilt

0 sonst .

det (e’ |e*e) 1= det([5ji’kz]1si,esr) = { b G) = &),

Somit erhalten wir

det[(a’|8%) ] = > agbe)

7)) I-

was wegen (2.15) die Behauptung beweist. m

(c) Das Skalarprodukt (-|-), auf A"V* héngt nicht von der speziellen ONB oder
der Orientierung ab, sondern nur vom inneren Produkt (-|-) von V.

Beweis Dies folgt aus (b), Beispiel 2.4(e) und der Bilinearitéit. m
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Wegen
m

dim(A'V*) = (") = (

r

) = dim(\™ V) (2.16)

m—r

sind A"V* und A" "V* isomorphe Vektorrdume fiir 0 < r < m. Wir betrachten
nun einen speziellen (natiirlichen) Isomorphismus von A"V* auf A" "V*, den
Hodgeschen Sternoperator. Dazu beachten wir, daf§ fiir jedes o € \"V* gemifl
Satz 2.5 gilt:

(BraAp)e LN"TTVINV . (2.17)

Da A" V* eindimensional ist, existiert genau ein f,(5) € R mit
alfB= folBwy , geN"TVEL

Wegen (2.17) gehort f, zu L(A™ "V* R). Somit gibt es gemi dem Rieszschen
Darstellungssatz genau ein xa € A"~ "V* mit f,(3) = (x| B)m—r fiir B A" "V*.
Mit anderen Worten: Fiir jedes o € A"V* ist xa € A" "V* das eindeutig be-
stimmte Element mit

aAp=(xa|B)m_rwy , geN" V. (2.18)

Also gilt *a = ©71f,, wobei © den Rieszschen Isomorphismus © des Raumes
A" "V* bezeichnet. Somit folgt

(a—xa) € LNVSAN"TVH). (2.19)
Diese Abbildung heifit Hodgescher Sternoperator.

2.16 Bemerkungen (a) Der Hodgesche Sternoperator ist ein Isomorphismus.

Beweis Aus xa = 0 und (2.18) folgt a A 8 = 0 fiir jedes 8 € A" "V . Setzen wir speziell
B:=e"TPA - Ae™, so folgt aus a = Z(j) I, a(j>s(j> mit (jo) := (1,...,7) die Relation
0=aAp=ag,wv, also a(;,) = 0. Analog finden wir, daB a(;, = 0 fiir alle (j) € J,. gilt.
Folglich ist (2.19) injektiv. Nun ergibt sich die Behauptung aus (2.16). m

(b) Der Sternoperator hingt vom Skalarprodukt und der Orientierung von V ab. m

2.17 Beispiele (a) Fiir 1 < j < m gilt: xe/ = (—=1)77tel A -+ AEI A NEM,

Beweis Aus der Alternierungseigenschaft, dem Assoziativitidtsgesetz des dufleren Pro-
duktes und aus Beispiel 2.4(f) folgt

FAE A AN AE™) = (=TT A AT = (-1 T R
fiir 1 < k < m. Nun ergibt sich die Behauptung aus (2.18) und der Tatsache, daf}
{51/\~-/\EA’“/\~-/\EW ;i 1<k<m}

gemiif Bemerkung 2.15(a) eine ONB von A™ 'V ist. m
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(b) Fiir 1 <j < m gilt
w(EX A AN NET) = (—1)M el
Beweis Wegen R
("N AT A Ne™) AP = (=)™ 5w
folgt die Aussage wie im voranstehenden Beweis. m
(c) #1 = w und *w = 1.

(d) Wir betrachten nun den allgemeinen, (a) und (b) umfassenden Fall. Es sei-
en also 1 <r <m —1 und (j) € J,. Dann gibt es genau ein (j¢) € J,,_,., derart
daBB (5) vV (5°) := 1y s Jrs G55 -, J5, ) eine Permutation von {1, ..., m} ist. Mit
5(j) = sign((j) v (j9)) gilt dann

xel) = 5(5)el) (2.20)
Somit folgt fiir v =35 ae e NV

k= Z s(j)a(j)e(jc).

(9)€d,

Beweis Fiir (k) € J,,_, mit (k) # (5°) gilt €9’ Ae®) =0, da mindestens ein &’ in die-
sem Produkt zweimal vorkommt. Fiir (k) = (5¢) leiten wir aus (2.3)

D A el = 5(jw (2.21)
ab. Nun folgt (2.20) aus (2.18) und Bemerkung 2.15(a). m

(e) Fiir a € A"V* mit 0 <7 < m gilt sxa := *(xa) = (—=1)" ™ "a,
Beweis Fiir (j), (k) € J, folgt aus (2.18), (d) und Satz 2.5(iii)

(**E(j) |E(k))rw _ (*E(j)) Ae® — S(j)g(jc) Ael® — (_1)T(m—r)s(j)5(k) Al
Wegen ) A U9 =0 fiir (k) # (j) und (2.21) finden wir somit
D (8. = (—1)" =) (s "y
(exe | B)r = (—1) 1B,  BeEN

Also gilt sxe?) = (=1)"™"W) fiir () € J,., was wegen Satz 2.3(i) die Behauptung im-
pliziert. m

(f) Fiir o, 8 € \"V* sind die Beziehungen
aAxf =0 AN*xa=(a|f)w (2.22)

richtig.
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Beweis Es sei a := 3 :=¢"). Dann gilt wegen (d) und (2.21)
aA*B=axa=BAxra=s(j)e? A e == eV, w = (o] B)rw .
Fiir a ==& und 8 := ™ mit (j) # (k) erhalten wir aus (d)
a A8 = s(k)e?) A e®) =0 = s(5)e™ A eV = BAxa .

Aus Bemerkung 2.15(a) folgt auBerdem («|f3), = 0. Also gilt (2.22) auch in diesem Fall.
Nun ergibt sich die Behauptung wiederum aus Satz 2.3(i). m

Indefinite innere Produkte

Fiir einige Anwendungen, insbesondere in der Physik, mufl die Annahme, dafi das
Skalarprodukt positiv definit sei, fallengelassen werden. Wir werden deshalb hier
kurz auf die Modifikationen eingehen, die in diesem Fall vorzunehmen sind.

Eine Bilinearform b: V' x V' — R heiflt nicht ausgeartet, wenn es zu jedem
y € V\{0} ein z € V gibt mit b(x,y) # 0. Sie ist symmetrisch, wenn

b(z,y) =b(y, ), r,yeV,

erfiillt ist.
Es sei b: V x V — R eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf

V.= (V, (-] )) In den folgenden Bemerkungen stellen wir einige wichtige Eigen-
schaften von b zusammen.

2.18 Bemerkungen (a) Es gibt eine b-Orthonormalbasis (b-ONB) von V, d.h., es
gibt eine Basis {b1,...,b,} von V mit b(b;,by) = £ fiir 1 < j,k < m. Falls r
bzw. s die Anzahl der Plus- bzw. Minuszeichen bezeichnet, so gilt » + s = m. Die
Zahl t ;== r — s heifit Signatur von b. Sie ist, ebenso wie 7 und s, unabhéngig von
der Wahl der b-ONB. Insbesondere gilt®

(—1)® = sign(b) := sign(det[b(b;,bx)]) .

Beweis Aus Theorem VII.4.2(iii) folgt leicht, dal b stetig ist. Dann ist b(z,-): V — R
eine stetige Linearform auf V. Also garantiert der Rieszsche Darstellungssatz, d.h. Theo-
rem VII.2.14, die Existenz eines eindeutig bestimmten Bz € V mit

b(z,y) = (Bxly), yeV.
Aus der Linearitét von b(-,y) folgt, dal x — Bz linear ist. Also gehort B gemifl Theo-
rem VIL1.6 zu £(V), und es gilt

b(z,y) = (Bxly), xyeV.

Die Abbildung B heifit Darstellungsoperator von b beziiglich (-|-). Da b nicht ausgeartet
ist, ist B ein Automorphismus von V' (und umgekehrt), und da b symmetrisch ist, trifft
dies auch auf %8 zu.

6sign(b) darf nicht mit der Signatur ¢ verwechselt werden. Offensichtlich gilt 2sign(b) = m — t.
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Weil wir V' wegen Bemerkung 2.1(a) mit R™ identifizieren kénnen, garantiert der
Satz iiber die Haup‘cachsentmnsformation7 die Existenz einer ONB {v1,...,vn} von V.
und von Eigenwerten A1 > --- > A, von B mit

%Uj = >\j’Uj ; 1 S ] S m . (2.23)

Da b nicht ausgeartet ist, gilt A; # 0 fir 1 < j < m. Wir setzen b; := vj/\/|>\j|. Dann
ist {b1,...,bm} eine Basis von V, und aus (2.23) folgt

b(bj, b) = (Bb; [be) = (Bvj[vk) /V/IXAel = A (v [ve) /v [\ k| = sign(A;);

fir 1 <j,k<m.
Um die Unabhéngigkeit von t = r — s von der Wahl der b-ONB zu zeigen, geniigt es

wegen r + s = m, diejenige von r zu beweisen. Es sei also {c1, ..., cm} eine b-ONB von V
mit b(cj,¢j) =1fir 1 < j <pund b(cj,c;) = —1 fiir p+ 1 < j < m. Wir zeigen, daf} die
Vektoren bi,...,br,Cpt1,...,cm linear unabhiingig sind. Dann folgt r + (m — p) < m,

also 7 < p. Durch Vertauschen der beiden b-ONB erhalten wir analog p < r, somit die
Behauptung.

Es gelte also
/Blbl + -+ Brbr = Yp+1Cp+1 + -+ YmCm

mit reellen Zahlen (i,...,0r,Yp+1,...,Ym. Jede lineare Abhéngigkeitsrelation fiir die
Menge {b1,...,br,Cps1, ..., Cm } a8t sich so schreiben. Dann gilt fiir v := 161 + - - - + Grbyr

bo,0) =) Br=- > 7,
j=1 j=p+1
was 01 = -+ = [r = Yp+1 = - -+ = ¥m = 0 impliziert. Die letzte Behauptung ist nun klar. m

(b) (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem v* € V* gibt es genau ein v € V mit
b(v,w) = (v*,w) fir w e W. Die Abbildung

Op: V-V, v b(v,-)

ist ein Vektorraumisomorphismus, der Rieszsche Isomorphismus beziiglich b. Die
Aussagen von Bemerkung 2.14(a) gelten auch in diesem Fall.

Beweis Mit dem Darstellungsoperator 6 von b und dem Rieszschen Isomorphismus ©
von V folgt aus Theorem VII.2.14

b(v,w) = (Bv|w) = (0Bv,w) , v,weV .
Also erhalten wir mit ©p := ©% die Behauptung. m
(c) Fiir jede Basis {v1,..., v} von V ist die Gramsche Determinante beziiglich b,
Gy = det([b(vj,vi)])

von Null verschieden.

"Vgl. Beispiel VII.10.17(b).
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Beweis Die Determinante Gy ist genau dann Null, wenn das lineare Gleichungssystem
> bt =0,  1<ji<m, (2.24)
k=1

eine nichttriviale Losung besitzt. Mit v := "7 | €"vy, ist (2.24) dquivalent zu b(v;,v) = 0
fir 1 <j <m.Da {v1,...,vm} eine Basis von V und b nicht ausgeartet ist, folgt v = 0,
also die Behauptung. m

(d) Es seien (by,...,b,,) eine positive Basis von V, (81,...,3™) die zugehorige
Dualbasis und B sei unitdr. Dann gilt

YA ANE™ = /|G| BEA--- A BT
Beweis Der erste Teil des Beweises von Satz 2.13 zeigt, daf3
e A Ae™ =det(B) A ABT

gilt, wobei B € L£(V) die Ubergangsabbildung von (e1,...,em) zu (bi,...,by) ist. Mit
dem Darstellungsoperator 98 von b finden wir

b(bj,br) = (Bb; |br) = (BBe,;|Ber) = (B BBejlek) 1<jk<m.
Wie im Beweis von Satz 2.13 impliziert dies
Gy = det[b(bj, b)] = det(B BB) = det(B) (det(B))” .

Wegen | det(B)| = 1 folgt (det(B))2 = |Gy |, was die Behauptung impliziert. m

Es sei nun Or eine Orientierung von V', und b sei eine nicht ausgeartete

symmetrische Bilinearform auf V. Ferner seien (e, ...,e,,) eine positive b-ONB
von V und (g!,...,e™) ihre Dualbasis.
Auf V* definieren wir durch
b (v, w*) = b(@;lv*7@;1w*) , v wt e V.
die nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform b,. Fiirat, ..., a", 3%, ..., 37 € V*
setzen wir

br(a' Ao Al BEA A BT) = det[bi(af, BF)]
also by = by, und definieren
b AVExANVF =R
fiir » > 1 durch bilineare Fortsetzung mittels der Basisdarstellungen von Satz 2.3(i).
Wie in (2.16)—(2.19) folgt (mit by := (-|-)o), daB es fiir 0 < r < m eine lineare
Abbildung
NV = AN""V* a—=xa,

den Hodgeschen Sternoperator, gibt, die durch

aAB=by,_(xa,B)et AN, ge NV, (2.25)

charakterisiert ist.
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2.19 Bemerkungen (a) Der Sternoperator ist ein Isomorphismus, der nur von der
Bilinearform b und der Orientierung, nicht aber von der b-ONB abhéngt.

(b) Fiir 1 <r <mist {e) ; (j) € J, } eine b,-ONB, und fiir w := e A--- A g™,
gilt by, (w,w) = sign(b).

Beweis Die erste Aussage folgt leicht aus der Definition von b,. Wegen

b (w,w) = det(diag[b (¢',€"),...,b (™, e™)])
= det(diag[b(e1,e1),...,b(em,em)])

ist auch die zweite Aussage richtig. m
(c) Es gelten x1 = sign(b)w und xw = 1 sowie

%60 = () bp_p(eU), )l G)el,,
firl <r<m-—1.

Beweis Aus w=1Aw = by, (x1,w)w folgt by, (x1,w) = 1. Wegen dim(A"V ) =1 gilt
*1 = aw mit a € R. Hieraus erhalten wir mit (b)

1=bm(*l,w) = abm(w,w) = asign(b) ,

also a = sign(b). Dies beweist die erste Behauptung. Analog finden wir *w = 1.
Es seien 1 <r <m —1 und (j) € J,. Dann gilt

w= s(j);._—(j) Al — S(j)bm—r(*s(j>,5(jc>)w ,

folglich by (¥, eU7) = 5(j). Da {e® ; (k) € J,,_, } eine b,,—-ONB von \™ "V
ist, xe@ € A™7"V und b, (x¢,e®)) = 0 fiir (k) # (j°) gilt, folgt *@) = aeU") mit
a € R, somit

abm_T(s(jc),E(jc)) _ bm_r(*s(j),s(jc)) = s(j) .

Dies impliziert a = s(j)bm—r (E(jc>,z-:(jc>). Nun ist die letzte Behauptung klar. m
(d) Fiir o € A"V* mit 0 <7 < m gilt *xa = sign(b) (—=1)"" "a.
Beweis Wie im Beweis von (c) erhalten wir aus
by (16U, e ) = £ A £ = (Z1)" D) A ) 2 () (1)
daB #cU") = 5(5)(=1)"""p,.(e9) )@ gilt. Somit finden wir mit (c)
£ (re D) = #(5()bmr (€97, 609l

= () (=) b (6D, eD)p, (65, £0D) )
was die Behauptung nach sich zieht. m
(e) Fir a,8 e N"V* gilt

a A8 = L0 N*xa=sign(b) b, (a, Bw .

Beweis Dies ergibt sich durch eine offensichtliche Modifikation des Beweises von Bei-
spiel 2.17(f). m
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Wichtige Anwendungen dieser Resultate erhalten wir, wenn wir den Minkow-
skiraum R‘ig = (R4, (-])1,3), d.h. die ,Raumzeit* der Relativitétstheorie mit der
Minkowskimetrik

(l‘\y)l,s = ZoYo — T1Y1 — T2Y2 — X3Y3 ,

betrachten.® Hierauf werden wir in den spéteren Paragraphen eingehen.

Eine indefinite nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform b nennt man
auch indefinites inneres Produkt, und dementsprechend heifit (V,b) indefiniter
Innenproduktraum.

Tensoren

Der Vollstandigkeit halber gehen wir noch kurz auf den Begriff allgemeiner Ten-
soren ein, denen wir in spéteren Paragraphen verschiedentlich begegnen werden.
Es seien r, s € N. Eine (r + s)-lineare Abbildung

Y VEix oo XV XV x---xV =R
~ -~ PEERS ~ -
I S

heifit Tensor auf V' vom Typ (r,s) oder (r, s)-Tensor. Genauer heiit v kontrava-
riant von der Ordnung r und kovariant von der Ordnung s (oder r-kontravariant
und s-kovariant). Wir bezeichnen mit 77 (V) den normierten® Vektorraum aller
(r, s)-Tensoren auf V.

Fiir y1 € T;3(V) und 72 € T32(V) wird das Tensorprodukt v; ® v2 durch

1 T 1 T
a! ®’Y2(a yeees (X 1aﬂ 7"'76 2,’1]17.-.,’1]51711117.-.711132)
1 T 1 T
:’Vl(a7 ,Oél,Ul,...,Usl)’YQ(,B,...,ﬁ27’u)17...7w52)
mit ot ... 0™ B ., B2 € VFund vy, ..., Vs, W1, ..., ws, € V definiert.

Im folgenden identifizieren wir wie iiblich V** mit V' mittels des kanonischen
Isomorphismus x von Bemerkung 2.8.
2.20 Bemerkungen (a) 73 (V) =V und TP(V) = V* sowie T9(V) = L%(V,R).
(b) Zu v € TH(V) existiert genau ein C € L(V) mit
y(*,v) = (v*,Cv) , veV, v eV, (2.26)

Die Abbildung
(V)= LV), v=C
ist ein isometrischer Isomorphismus.

8In der Relativitdtstheorie entspricht die ,,0-te Koordinate“ der Zeit.
9Vgl. Theorem VII.4.2.
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Beweis Fiir v € V gehort y(-,v) zu V. = V. Da + bilinear ist, folgt
C:=(v—(,v)) € L(V)
mit (v ,Cv) =y(v ,v) fiir (v,v ) €V x V . Umgekehrt definiert jedes C € L(V') vermoge
(2.26) ein v € T} (V). Die letzte Behauptung ist nun klar. m
(c) Das Tensorprodukt ist bilinear und assoziativ.
(d) Mit m := dim(V) gilt dim (77 (V) = m"**. Sind (ey, . .., en) eine Basis von V/
und (¢!, ...,&™) ihre Dualbasis, so ist
{ejl ®-~-®ej7,®8k1 Q- ®@ck; ji ki € {1,...7m}}
eine Basis von T7 (V).
Beweis Der einfache Nachweis bleibt dem Leser iiberlassen. m
() A"V* ist ein Untervektorraum von T0(V).
(f) Die Dualitéitspaarung (-,-): V* x V — R ist ein (1, 1)-Tensor auf V. m

Aufgaben
1 Fir T € L"(V,R) wird der Alternator, Alt(T"), durch
1 .
AW(T) (v1,y...,vp) = o Z sign(o)T (Vo(1), - - - » Vo (r))
‘o S,
fur v1,...,v, € V definiert. Man zeige:
(a) Alt € L(L"(V,R), A"V ).
(b) Alt? = Alt.
2 FirSeL5(V,R)und T € LY(V,R) wird S® T € L5 (V,R) durch
ST (Viy..yVsyVsg1yenvyVsit) i= S(V1, .y 0s)T (Vst1y .-y Vstt)
mit v1,...,vs4¢ € V definiert. Man zeige: Fiir a € A"V und g € A°V gilt

(r+ s)!

anp= rls!

Alt(a® B) .

In den Aufgaben 3-8 seien (V, Gy 1), Or) ein orientierter Innenproduktraum, w sein
Volumenelement und © der Rieszsche Isomorphismus.

3 Es sei dim(V) = 3. Dann wird das Vektor- oder Kreuzprodukt x auf V' durch
X: VXV =V, (vwe—ovxw:=0 "wuw,:)
definiert.'® Es ist zu zeigen:

10Vgl. die Bemerkungen VIII.2.14.
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a) (v X w|u) = w(v,w,u) fir u,v,w € V.

(b)

(c) Der Vektor v x w ist genau dann von Null verschieden, wenn v und w linear unab-
héngig sind.

Das Vektorprodukt ist bilinear und alternierend.

(d) Sind v und w linear unabhingig, so ist (v, w,v X w) eine positive Basis von V.
(e) Der Vektor v x w steht senkrecht auf v und w.
(f) Fiir v,w € V\{0} gilt

v x w| = \/lvl2 [w]? = (v|w)? = [v] [w]|sin e,

wobei ¢ € [0, 7] der unorientierte Winkel zwischen den Vektoren v und w ist.

() Es sei (e1, e2, €3) eine positive ONB von V. Dann gilt fiir v =73_, gejundw = > nle;
vxw= (" = EnMer + (€' = EnP)ex + (€17 — % es

h) (GraBmannidentitdt) vi X (v2 X v3) = (v1|v3)ve — (v1|v2)vs.

(
(i) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ.

() (v1 X v2) X (v3 X v4) = w(v1,v2,v4)v3 — w(v1,V2,V3)Va .

(k) (Jacobiidentitéit) vi X (v2 X v3) + v2 X (v3 X v1) +v3 X (v1 X v2) = 0.

(Hinweise: (f) Man beachte Satz 2.13 und (a). (h) Das Vektorprodukt ist durch seine
Werte auf der Basis (e1, e2, e3) bestimmt.)

4 Fiir 0 <r < m gelten die folgenden Formeln:

(a) (x| B)mer = (=1)"™ ) (a|x8), fir a € A"V und B A"V .

(b) (xa) A B = (%8) A fiir a, BE NV .

(c) *(Ov A *Ow) = (v|w) fir v,w € V.

5 Bs seien (b1,...,bn) eine positive Basis von V und (8',...,3™) ihre Dualbasis.
Man beweise

(a) 87 AxB" = g* VGBI A A BT fiir 1< Gk < m.

(b) 3 = 3 (~1)* " g?* VG B A~ ABF A+ A BT fiir 1 < j <m. Falls V dreidimen-
sional ist, besteht die Beziehung

3
: 1 , P
(87 A B*) = JG sign(j, k, ) Y gui3' = o Signli: k, £)Ob,

-1
fiir (j, k. €) € Ss.
6 Im Fall dim(V) =3 gilt v x w = O~ (x(Ov A Ow)) fiir v,w € V.

7 Esseien (b, b2, b3) eine positive Basis von V und (8, 5%, 3°) ihre Dualbasis. Man zeige

3
bj X by = V@ sign (4, k, £) Z g"b; = VG sign(j,k,Z)G_lﬂZ

i=1

fiir (7, k,¢) € Ss.
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8 Es sei (W,(:]-)w,Or(W)) ein orientierter Innenproduktraum, und A € L(V, W) sei
eine orientierungserhaltende Isometrie (d.h., A ww = wy ). Dann ist fiir 0 <7 < m das

Diagramm
*

AV - ATV
A A

A A
T * —

A W - /\m TW

kommutativ.

9 Man finde und beweise die den Aussagen der Aufgaben 4 und 5 entsprechenden Be-
hauptungen fiir indefinite Innenproduktridume.

10 Fiir k € N bezeichne K;[X] den Vektorraum aller Polynome vom Grad < k iiber K.
Man zeige, dafl K[X] = @, _, Ki[X] beziiglich der iiblichen Multiplikation von Polyno-
men, d.h., beziiglich des Faltungsproduktes (vgl. Paragraph 1.8), eine graduiert kommu-
tative Algebra iiber K ist.

11 Es sei (%,¢',e%, %) die Dualbasis der Standardbasis des R?. Fiir ¢, Ej, H; € R
setze man

(Ere' + Eoe® + E3e®) Aee® 4+ (Hie? Ae® + Hoe® Ne' + Hze' Ae?)
—(H1<<31 + Hoe? + H3£3) Acg? + (E1€2 Aed 4+ FBaed Aet 4+ Bael A 52)

a:
B

und berechne *a und =3 beziiglich (-|-)1,3.



3 Die lokale Theorie der Differentialformen

In Paragraph VIII.3 haben wir Differentialformen vom Grad 1, ndmlich Pfaffsche
Formen, kennengelernt und einen Kalkiil entwickelt, der die Grundlage fiir die
Theorie der Kurvenintegrale darstellt. Nun dehnen wir diese Begriffe auf hohere
Dimensionen aus. In einem ersten Schritt, dem dieser Paragraph gewidmet ist,
fithren wir Differentialformen beliebigen Grades auf offenen Teilmengen euklidi-
scher Rdume ein und stellen den Kalkiil der Differentialformen in dieser ,lokalen*
Situation bereit. Im néchsten Paragraphen betrachten wir dann die allgemeine
Situation, ndmlich Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Eine Differentialform vom Grad r auf einer offenen Teilmenge X von R™
ist nichts anderes als eine durch z € X parametrisierte Menge von alternierenden
r-Formen auf den Tangentialrdumen 7, X. Aus diesem Grund handelt es sich im
ersten Teil dieses Paragraphen eigentlich nur um Umformulierungen der in Pa-
ragraph 2 bereitgestellten Resultate der Linearen Algebra. Dies ist auch daraus
ersichtlich, daf} keine Sétze formuliert sind, sondern die Definitionen nur mit Be-
merkungen und Beispielen erldutert werden. Die Analysis kommt erst dann ins
Spiel, wenn mit der dufleren Ableitung eine Operation fiir Differentialformen ein-
gefithrt wird, die von analytischen Konzeptionen Gebrauch macht und iiber die
Lineare Algebra hinausfiihrt.

Im ganzen Paragraphen sind
e X offen in R™ und K = R.

Definitionen und Basisdarstellungen

Fiir € X ist der Kotangentialraum T X = {z} x (R™)* der Dualraum des Tan-
gentialraumes T, X = {a} x R™. Folglich sind die &uBeren Produkte

NTiEX ={z} x \"(R™)*, reN, (3.1)
sowie die Grafimannalgebra
AT X = {z} x AR™)"

von 7T} X wohldefiniert. In Verallgemeinerung von Tangential- und Kotangential-
biindel werden das Biindel der alternierenden r-Formen auf X durch

NTX = JNT; X =X x N'(R™)*
zeX

und das Graf3mannbiindel von X durch

AT*X = | ) AT; X = X x A(R™)*
zeX
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definiert. Eine Abbildung
a: X > AN'T'X  mit al@) e \NT:X, z€X,

d.h. ein Schnitt! des Grafmannbiindels, heifit Differentialform vom Grad r (kurz:
r-Form) auf X. Wegen (3.1) besitzt jede r-Form auf X eine eindeutige Darstellung

a(z) = (m,oc(as)) , re X,

mit dem Hauptteil
a: X — N(R™)*.

Es sei k € NU{oco}. Die r-Form «a gehért zur Klasse C* (oder ist k-mal
stetig differenzierbar? bzw. glatt im Fall k = oo), wenn dies fiir ihren Hauptteil
gilt, d.h., wenn

ae CHX, N (R™)) . (3.2)
Diese Definition ist sinnvoll, da A" (R™)* gem#f Bemerkung 2.2(a) ein (abgeschlos-
sener) Untervektorraum von £”(R™,R) ist.

Der Einfachheit halber und um uns auf die wesentlichen Aspekte der Theo-
rie zu beschrénken, betrachten wir fast ausschliellich glatte r-Formen und glatte
Vektorfelder. Den C*-Fall werden wir im Rahmen von Bemerkungen kurz behan-
deln und es dem Leser iiberlassen, die entsprechenden Aussagen zu verifizieren.

Die Menge aller glatten r-Formen auf X bezeichnen wir mit Q"(X). Aufer-
dem setzen wir zur Abkiirzung

E(X) = C=(X), V(X):=V(X).

Sind vy, ...,v, Vektorfelder auf X und vy, ..., v, ihre Hauptteile, d.h. gilt
vj(z) = (z,v;(x)) fir z € X und 1 < j < r, so wird

a(vy,. .., v)(z) = afz)(vi(2),...,v.(2)) , reX, (3.3)
gesetzt. Dann folgt aus (VIIL.3.1), daB gilt

a(z)(vi(2),...,v.(2)) = a(z)(vi(2),. .., v (2)) , re X,

d.h.,
a(vy,...,v) =av,...,vp) . (3.4)

Dies zeigt, dafl wir, ohne Miflverstéandnisse befiirchten zu miissen, die r-Form «
[bzw. das Vektorfeld v] mit dem Hauptteil a [bzw. v] identifizieren kénnen. Des-
wegen werden wir von nun an Differentialformen und Vektorfelder mit normaler

1Wir verwenden hier die Sprache der Theorie der ,, Vektorbiindel“, auf die wir aber nicht niher
eingehen (vgl. z.B. [Con93], [Dar94] oder [HR72]), obwohl sie zu einer Vereinheitlichung diverser
Betrachtungen fiithren wiirde.

2Eine 7-Form der Klasse C° heifit natiirlich stetig.
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Schrift (und nicht fett gedruckt) darstellen. Der Leser wird ohne Miihe in je-
dem Einzelfall entscheiden kénnen, ob die Form [bzw. das Vektorfeld] oder ihr
[bzw. sein] Hauptteil gemeint ist.

Die Addition
A"X)xQ(X)—Q"(X), (,f)—a+p
und das duflere Produkt
A (X)) x Q(X)— QX)) , (a,8)—aAp
sind punktweise auszufiihren:

(a+P)(x) =a@)+6(x), (@Ap)(z):=a(@)Apx), zeX.
Es ist offensichtlich, daf§ diese Abbildungen wohldefiniert sind.

3.1 Bemerkungen (a) Q°(X) = &£(X).

(b) QYX) = Qo)(X), d.h., die glatten 1-Formen auf X sind die Pfaffschen For-
men der Klasse C* auf X.

(c) Q" (X) = {0} fiir r > m.

(d) (X)) ist fiir 0 <r < m ein unendlichdimensionaler reeller Vektorraum und
ein freier £(X)-Modul der Dimension (') (beziiglich der punktweisen Multiplika-
tion). Eine Modulbasis fiir Q"(X) wird durch

{das(j) =dr A Ada?m o () €T, } (3.5)
gegeben.
Beweis Da aus (a) und der kanonischen Identifikation von R mit dem Unterring® R1
von £(X) die Beziehung a A 3 = af fiir & € R und 8 € Q(X) folgt, ergibt sich die erste
Aussage unmittelbar aus Bemerkung 2.2(a) und Beispiel 1.12.3(e).
Gemifl den Bemerkungen VIIL.3.3 ist (dz'(z),...,dz™(z)) die Dualbasis der ka-

nonischen Basis ((el)z, e (em)z) von T, X. Somit folgen die restlichen Behauptungen
aus Satz 2.3. m

(e) Die r-Form a auf X gehort genau dann zur Klasse C*, wenn fiir jedes r-Tupel
v1, ..., 0e in VRE(X) gilt:
alvy,...,v) € CF(X) . (3.6)

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Koeffizienten a(;) der kanonischen Basis-
darstellung?
o= Z a(j)dm(j) (3.7)
(€T,
31(z) =1 fir z € X.

4 Aus Satz 2.3 folgt, wie im Beweis von (d), daB (3.5) eine Basis des RX-Moduls aller 7-Formen
auf X ist.
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die Beziehung
ag €CH(X), (e, , (3.8)
erfiillen.

Beweis Gehort a zur Klasse C*, so folgt aus (3.2) und Korollar VIL4.7 leicht, da (3.6)
richtig ist. Da sich aus (2.4)

ay = a(ejl geo ey 6]‘T) (3.9)
ergibt, folgt (3.8) aus (3.6). Ist (3.8) erfiillt, lesen wir aus (3.7) und der Konstanz der

Basisformen dz¥) ab, daf o zur Klasse C* gehért. m

(f) Das duBere Produkt® ist bilinear, assoziativ und graduiert antikommutativ.
Folglich ist

QX)) =P aXx)

r>0

eine (unendlichdimensionale) assoziative, graduiert antikommutative Algebra (be-
ziiglich der Multiplikation A ). Auflerdem ist Q(X) ein freier £(X)-Modul der
Dimension 2" (beziiglich der punktweisen Multiplikation), der Modul der Diffe-
rentialformen auf X.

Beweis Dies sind einfache Folgerungen aus Theorem 2.7 und (d). m
(g) Jedes a € Q7(X) ist eine alternierende r-Form auf V(X).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Definition (3.3). m

(h) (Regularitdt) Fiir k € N sei () (X) die Menge der r-Formen der Klasse C* auf X.
Dann gelten die vorstehenden Aussagen sinngemé8 fiir €2{,) (X), wenn iiberall £(X) durch
C*(X) ersetzt wird. m

Im folgenden werden wir in der Regel nicht mehr angeben, dafl die Koeffizien-
ten a(jy der kanonischen Basisdarstellung (3.7) von a € 2"(X) zu £(X) gehoren.
Dies wird als selbstversténdlich erachtet.

3.2 Beispiele (a) Wie bereits bekannt besitzt jede Pfaffsche Form o € Q!(X) die
kanonische Basisdarstellung

m
o= E ajda? .
i=1

(b) Fiir « € Q™ (X)) gilt die Basisdarstellung
a:Z(_l)j_la]‘dml/\-~-/\d/§/\.../\dmm .

Jj=1

5Statt #uBeres Produkt sagt man auch wieder Dach- oder Keilprodukt.
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(c) Im Fall m = 3 hat a € Q%(X) die Basisdarstellung®

a = ay de?® ANda® + as dz® A da' + as dat A da?

Beweis Wegen da® A dz® = —da? A dz® folgt dies aus (b). m
(d) Jedes a € Q™(X) hat die Form adz® A --- A dz™ mit a € £(X).
(e) Fiir m =3 und

a=ajde' +asda® +asde®, B =bdat + bodr? + bsda®
gilt

a A B = (azbs — agbs) da® A dx® + (asby — a1b3) da® A dat
+ (a1b2 - azbl) dml A dl‘2

Beweis Dies ergibt sich aus Bemerkung 3.1(f). m

Riicktransformationen

Es seien Y offen in R™ und ¢ € C*°(X,Y). In Verallgemeinerung der Riicktrans-
formation Pfaffscher Formen definieren wir die Riicktransformation (oder den pull
back) von Differentialformen mittels ¢,

o QY) - QX)) , (3.10)
durch
(¢"0) (@) = (Top) Bp(x)) , weX, BeQY). (3.11)

Gehort 5 zu Q7(Y), so liegt (Tpp)* 5(@( )) wegen Ty € L(T X, Tp()Y) und Be-
merkung 2.9(a) sowie B(p(x)) € A"T5,)Y in N'T;X. Aus Top = ( (), 0¢p(z))
und

sa(
dp € C(X,L(R™,R™)) ,
und da aufgrund von (3.4)
¢ B(1, ... vr) = (Bop)((Op)vr,..., (0p)vr) » w1, v €V(X)

gilt, sehen wir mittels Bemerkung 3.1(e), dafl ¢*( zu Q"(X) gehort. Also ist (3.10)
durch (3.11) wohldefiniert.

6Man beachte die zyklische Vertauschung der Indizes.
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3.3 Bemerkungen (a) Die Abbildung (3.10) ist R-linear und erfiillt
(¢O¢)* ZQO* O¢* ) (ldX)* zldQ(X) )

d.h., die Riicktransformation operiert kontravariant. Auflerdem ist sie mit dem
duferen Produkt vertréglich:

e (aAp)=p aNe™F, a,BeQY).

Somit ist ¢* ein Algebrahomomorphismus von ©(Y) nach Q(X).

Beweis Dies folgt aus den Bemerkungen 2.9 und der in Bemerkung VII1.10.2(b) angege-
benen Kettenregel. m

(b) (Regularitit) Natiirlich kann die Riicktransformation auch fiir ¢ € C**(X,Y) de-

Ck+1

finiert werden. Dann entsteht aus einer r-Form der Klasse im allgemeinen aber nur

eine r-Form der Klasse C*, wihrend aus einer r-Form der Klasse C* wieder eine dersel-
ben Klasse entsteht, falls 1 < r < m gilt. Im Fall » = 0 dagegen bleibt die Regularitét
erhalten. m

3.4 Beispiele Es bezeichne (x!,...,2™) bzw. (y!,...,4y") die euklidischen Koor-
dinaten von X bzw. Y.

m

(@) o dy) =dp’ = Oppldat,  1<j<n.
k=1

Beweis Vgl. Beispiel VIIL.3.14(a). ®m

(b) Fiir

B= > bydy" e (v)
()€,

gilt
P B= > (pby)) dpV) .
(7)€l
Beweis Dies ist eine Konsequenz aus (a) und Bemerkung 3.3(a). m

(c) Im Fall m = n gilt

O (dy* A= Ady™) =dpt A+ Ade™ = (det D) daxt Ao Adx™ .

Beweis Die erste Gleichheit folgt aus (b). Wegen det T = det 9p(x) fiir z € X erhalten
wir nun die Behauptung aus Satz 2.10 und der Konstanz der Basisform dz* A --- A dz™
auf X. m



300 XI Mannigfaltigkeiten und Differentialformen

(d) Esseien m =2 und n = 3, und (u, v) bzw. (z,y, z) bezeichne die euklidischen
Koordinaten von X bzw. Y. Dann gilt”

e (ady Ndz+bdz ANdx + cdx A dy)
[ A(¥?, ¢%)

3,1
1% ogu,v)

ol(aN (e, ¥?)

O, v) +cop (u, v) ]du/\dv.

+boy

Beweis Wegen dy’ = @f du + ¢ dv fiir 1 < j < 3 sowie

A%, ¥° vn  ©5 f

etc. folgt die Behauptung aus (b) und Beispiel 3.2(e). m

(e) (Ebene Polarkoordinaten) Es sei
fo: R = R?, (r,¢) — (z,9) := (rcos g, rsin )
die ebene Polarkoordinatenabbildung. Dann gilt
fo(de ANdy) =rdr Adp .
Beweis Dies folgt aus (c) und Beispiel X.8.7. m
(f) (Kugelkoordinaten) Fiir die Kugelkoordinatenabbildung
f2: R¥ = R3 | (r,p,9) — (z,y,2) = (rcos@sind, rsin @sind, r cos 1)

gilt
fi(dx ANdy Adz) = —r?sinddr Adp Adi .

Beweis Lemma X.8.8 und (c). m
(g) (m-dimensionale Polarkoordinaten) FEs sei
fm R = R™, (r,0,01,...,0m_2) — (z',...,2™)
die m-dimensionale Polarkoordinatenabbildung (X.8.17). Dann gilt
frdzt Ao Ada™ = (=)™ w (9) dr Adp Ady A A dD o

mit wyy, (9) := sin gy sin® Iy - - - sin™ "2 9, _o.

Beweis Dies folgt aus Lemma X.8.8. m

"Vgl. Bemerkung VIL.7.9.
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(h) (Zylinderkoordinaten) Es sei
die Zylinderkoordinatenabbildung. Dann gilt

frdzNdyNdz)=rdr Ndp Ndz .

Beweis Beispiel VIL.9.11(c) und (c). m

(i) Ist ¢ eine konstante Abbildung, so gilt p*a =0 fiir o € Q"(Y) mit » > 1.
Beweis Wegen dp’ = 0 fiir 1 < j < n ist die Behauptung eine Folgerung aus (b). m
(j) Esseim <mn, und i: R™ < R" sei

die natiirliche Einbettung, welche R™ R"

mit R™ x {0} € R" identifiziert. Ferner

sei Y offen in R" mit X

Y

Yﬂ(Rmx{O})Di(X). > R™
Man beachte, da3 X eine Untermannig- }/J
faltigkeit der Dimension m von Y ist.

Fiir o € Q7(Y) sei a| X, die Restriktion von a auf X, definiert durch

(] X)(2) == a(z,0) | (T X)", reX.
Mit anderen Worten: Hat a die Basisdarstellung
a= Z agy) dz) ,
(e

so folgt

(@ X)) = > ag(@,0)dz? | zeX.

OIS
jr<m

Dann gilt: i*a = o| X.
Beweis Wegen der Linearitdt von ¢ und derjenigen der Restriktionsabbildung
QY)—=Q"(X), ar—alX
geniigt es, den Fall o = a dz'? fiir (§) € J* zu betrachten. Dann folgt aus (b)
i a=(i a)di .

Aufgrund von (i a)(z) = a(z,0) und i* = pr, i =0 fiir m +1 < k < n (mit der kanoni-
schen Koordinatenprojektion pr;, : R™ — R) gilt i =0 fiir j. > m. Fiir j, < m finden
wir di¥¥) = de™. Nun ist die Behauptung offensichtlich. m
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(k) Wir bezeichnen mit (¢,p) € R™ x R™ = R*™ den allgemeinen Punkt von R*™
und definieren die symplektische (Standard-)Form auf R*™ durch

o’:zidpj/\dqj .

j=1

Ferner bezeichnen wir mit Sp(2m) die Menge aller S € £(R*™) mit S*o = ¢. Dann

ist Sp(2m) eine Untergruppe von Laut(R*™), die symplektische Gruppe, und fiir
S € Sp(2m) gilt det(S) = 1.

Beweis Wir definieren o € Q*™(R?™) durch o := o A--- Ao (m Faktoren). Dann gibt
es ein @ € R™ mit o = aw, wobei w das Volumenelement von R*™ bezeichnet. Es sei nun
S € Sp(2m). Dann folgt aus S o = o und Bemerkung 3.3(a)

Sa=SoN---ANSo=0cAN---No=«.
Wegen S =S (aw) = aS w und (c) finden wir somit
a=S5 a=adet(S)w = det(S)a ,

also det(S) = 1. Der Nachweis, dal Sp(2m) eine Untergruppe von Laut(R?™) ist, bleibt
dem Leser als Ubung iiberlassen. m

Die duflere Ableitung

In Paragraph VIII.3 haben wir gesehen, dafl das Differential df einer Funktion
f € E(X) = QY%X) eine glatte Pfaffsche Form, also ein Element von Q!(X), ist. Of-
fensichtlich ist d: Q°(X) — Q!(X) linear. AuBerdem wissen wir aus Satz VIII.3.12,
dafl d mit Riicktransformationen kommutiert. Das folgende Theorem zeigt, dafl d
zu einer R-linearen Abbildung des Differentialformenmoduls Q(X) in sich fortge-
setzt werden kann, die ebenfalls mit Riicktransformationen kommutiert.

3.5 Theorem Es gibt genau eine Abbildung
d: QX) — QX)) ,

die #uere Ableitung,® mit den Eigenschaften (i)—(iv):
(i) d ist R-linear und bildet Q"(X) nach Q"+1(X) ab.
(ii) d geniigt der Produktregel

dlaNp)=danp+(-1)"ands, ae(X), peUX).
(i) d2:=dod=0.
(iv) Fiir f € £(X) stimmt df mit dem Differential von f iiberein.

8Statt #uBere Ableitung sagt man auch Cartanableitung.
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Sind Y offen in R" und ¢ € C*(X,Y), so gilt
dop™=¢"od, (3.12)
d.h., die dufiere Ableitung kommutiert mit Riicktransformationen.

Beweis (a) (Eindeutigkeit) Fiir

o= Z ag) dz\9) € Q" (X) (3.13)
()€,
folgt aus (i)-(iv) leicht
da= Y dag) AdzW) e QX)) . (3.14)
()€,

Dies impliziert, daf} es hochstens eine Abbildung mit den Eigenschaften (i)—(iv)
geben kann.

(b) (Existenz) Fiir € Q7(X) mit (3.13) definieren wir da durch (3.14). Dann
geniigt d offensichtlich den Forderungen (i) und (iv).

Um (ii) zu zeigen, reicht es aufgrund von (i), den Fall o = a dz?), g = bdx®),
mit (j) € J, und (k) € J, zu betrachten. Dann folgt aus (3.14), den Rechenregeln
fiir das auflere Produkt und der gewohnlichen Produktregel von Korollar VII.3.8

d(a A B) = d(abdz® A dz™) = d(ab) A dzD) A da®
=da A dzD) Abdz™ + (=1)"adz™) A db A dz™®
= d(adzW) Abdz™ + (=1)"adz) A d(bdz™)
=daANfB+(-1)"andF,

also die Behauptung.

Fiir den Nachweis von (iii) kénnen wir uns wegen der Linearitéit von d wieder
auf den Fall a = adz¥) mit (j) € J, beschrinken. Dann folgt aus (3.14) und (ii)

d(da) = d(da A dzP) = d?a A dz) — da A d(dzD) .

Durch sukzessives Anwenden der Produktregel (ii) auf d(dz)) sehen wir, daf8 die
Behauptung folgt, wenn wir d?a = 0 fiir a € Q°(X) = £(X) zeigen.
Es sei also a € £(X). Dann leiten wir mittels (i), (ii) und (iv) die Relation

d(da) = d(i Oha dx’“) - Xm: d(Bra) A dz*
k=1 k=1

= Z 0;0ka da? A da® = Z (0j0ra — Or0ja) de? Ndx® =0

g k=1 1<j<k<m

ab, wobei das letzte Gleichheitszeichen aus dem Satz von H.A. Schwarz (Korol-
lar VIL.5.5) folgt. Also ist (iii) erfiillt.
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(c) Es seien p € C=(X,Y) und (j) € J" sowie 8 = bdy") € Q" (Y). Dann gilt
gemif Beispiel 3.4(b)
©* = *bdp) € Q"(X) . (3.15)

Aus (3.14) und den Rechenregeln von Bemerkung 3.3(a) fiir die Riicktransforma-
tion erhalten wir

©*dB = @*(db A dyD) = o* db A p* dy') = p* db A dpl) .

Satz VIII.3.12 impliziert ¢* db = d(p*b). Also finden wir aufgrund von (i) und (iii)
und wegen (3.15)

@ dB = d(p*b) Adp) = d(p™b) AdpD) + (—1)1¢*b Ad(dpD)
d(e* b AdpD) = d(¢*B) .

Nun folgt (3.12) aus der Linearitéit von ¢* und d sowie aus Bemerkung 3.1(e). m
3.6 Bemerkungen (a) Fiir a =3, ; a( dz\9) € Q7 (X) gilt

da = Z da(j) A dz9)
(H)ET,

Beweis Dies ist die Aussage (3.13), (3.14). m
(b) Fiir ¢ € C*°(X,Y) und r € N ist das Diagramm

d

Qm(y) - QYY)

® ®
\ d \

Q"(X) - QHY(X)

kommutativ.

Beweis Dies ist (3.12). m

(c) (Regularitit) Ist a eine r-Form der Klasse C**1, so ist da offensichtlich eine (r + 1)-
Form der Klasse C*. Allerdings ist zu beachten, da$ fiir @ = adz® mit (5) € J™ gilt

do = da A dz? = Z&-adazi A dz? ,

wobei nur iiber die i € {1, ..., m} mit ¢ # jj fir 1 <k <r zu summieren ist, da fir die
iibrigbleibenden da* A de =0 gilt. Folglich gibt es r-Formen « der Klasse C*, fiir die
do ebenfalls zur Klasse C* gehort. m
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3.7 Beispiele (a) Fiir @ = 7" a;dz/ € Q'(X) gilt
da= > (Djar — Oaj)da’ Ada* .

1<j<k<m

(b) Fiir =337 (1) tajdat A-- A dai A+ Ada™ € Q™= 1(X) erhalten wir
da = (Zajaj) de' Ao Adz™ .
j=1
(¢) da=0fir o e Q™(X). m

Das Lemma von Poincaré

Eine Differentialform o € Q(X) heifit geschlossen, wenn da = 0 gilt. Sie heifit ex-
akt, wenn es eine Stammform 3 € Q(X) gibt mit® df = a.

3.8 Bemerkungen und Beispiele (a) Wegen Beispiel 3.7(a) ist o = > 7" a; dz?
genau dann geschlossen, wenn 0Jja, = Opa; fir 1 < j, k <m gilt. Also stimmt
die obige Definition der Geschlossenheit fiir Pfaffsche Formen mit der von Pa-
ragraph VIII.3 iiberein.

(b) Jede exakte Differentialform ist geschlossen.
Beweis Dies folgt aus d*> = 0. m

(c) Jede m-Form auf X ist geschlossen.

Beweis Beispiel 3.7(c). m

(d) (Regularitit) Die Definition der Geschlossenheit ist offensichtlich fiir Formen der
Klasse C" sinnvoll, diejenige der Exaktheit fiir stetige Differentialformen. m

In Theorem VIII.3.8 haben wir gesehen, daf} jede geschlossene Pfaffsche Form
exakt ist, falls X sternférmig ist. Im folgenden werden wir zeigen, daf} dieses ,, Lem-
ma“ von Poincaré auch im allgemeinen Fall richtig ist.

Es sei I :=[0,1], und der ,allgemeine* Punkt von I werde mit ¢ bezeichnet.
Fiir £ € {0,1} sind die Injektionen

w: X —IxX, xzw ({,2)
glatt. Offensichtlich identifiziert ig bzw. i1 die Menge X mit dem ,,Boden® {0} x X
bzw. dem ,Deckel* {1} x X des Zylinders I x X iiber X. Also ist!'®
ip: QT x X) — Q"(X)

91st von exakten Formen die Rede, wird implizit vorausgesetzt, dafl der Grad mindestens 1 sei.
10Da die partielle Ableitung 9; auf I definiert ist, ist klar, wie Differentialformen auf I x X zu
erkldren sind. Man beachte, dafl I X X eine berandete Mannigfaltigkeit ist und vgl. Paragraph 4.
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definiert. Fiir o € Q(I x X)) ist i baw. ifa die Restriktion von o auf X, die da-
durch entsteht, dafl das Argument (¢,2) der Koeffizienten der kanonischen Basis-
darstellung von a durch (0, z) bzw. (1, ) ersetzt und alle Terme, in denen dt vor-
kommt, weggelassen werden (vgl. Beispiel 3.4(j)).

Wir definieren eine lineare Abbildung

K: QNI x X)— Q"(X)

durch .
Ka:w= Y / ag)(t, ) dt dz'? (3.16)
(es, 0
fir
a = Z a(j) dt A dzD + Z b da® . (3.17)
(J)€el, (k)ET, 41

3.9 Lemma K ist wohldefiniert und erfiillt

Kod+doK =it —if . (3.18)

Beweis Es ist eine einfache Konsequenz des Satzes iiber die Differenzierbarkeit
von Parameterintegralen (Theorem X.3.18), daBl K, definiert fiir a mit (3.17)
durch (3.16), zu 2" (X) gehort. Offensichtlich ist die Abbildung K auch linear.

Um (3.18) zu zeigen, geniigt es, die Fiille o = a dt A dz?) und a = bdz®) mit
(4) € I, und (k) € J,.,; zu betrachten.
(i) Es sei a = adt A dz). Dann gilt i = it = 0. Ferner erhalten wir

K da = K(da Adt Ade@) = K(Z Byeadz’ A dt A dx(j)>
/=1

mo .1
= —Z/ dyealt, ) dt dz’ A dzD) |
e=1"0

wobei wir dt A dt A dz'?) = 0 beriicksichtigt haben. Andererseits folgt aus Theo-
rem X.3.18

1 m 1
d(Ka) = d(/o a(t,-)dtdx(j)) - Z/O Byealt, ) dt dzt A de@ .
/=1

Also ist die Behauptung in diesem Fall richtig.
(i) Es sei a = bdz™ mit (k) € J,, ;. Dann gilt Ka = 0, und somit dKa = 0.
Ferner finden wir

da = o;bdt Ade™ +3 " 9,ebdat’ A da™
(=1
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sowie
1
Kda = / Oeb(r, ) dr dz™ = (b(1,-) = b(0,-)) dz'®) = it — ijor .
0
Also gilt die Behauptung auch in diesem Fall. m

Es seien M und N Mannigfaltigkeiten. Die Abbildungen fy, f1 € C*° (M, N)
heifien in N zueinander homotop, wenn es eine Abbildung!! h € C>(I x M, N),
eine Homotopie, gibt mit h(j,-) = f; fiir j =0, 1. Die Abbildung f € C>(M,N)
ist in NV nullhomotop, wenn sie in N homotop zu einer konstanten Abbildung ist.
Schlieflich heifit M in sich zusammenziehbar, wenn die Identitdt von M in M
nullhomotop ist.

3.10 Bemerkungen (a) Durch die Aussage: , fi ist in N homotop zu f2* wird
eine Aquivalenzrelation in C>°(M, N) definiert (allgemeiner: in C*(M, N)).

(b) Der Begriff der (stetigen) Homotopie stellt offensichtlich eine Verallgemeine-
rung der Definition der Schleifenhomotopie dar (vgl. Paragraph VIIL.4).
(c) Jede sternformige offene Menge ist in sich zusammenziehbar.

Beweis Es sei X sternformig beziiglich xop € X. Dann ist
h:IxX—X, (t,z)— xo+t(x—x0)
offensichtlich eine Homotopie mit h(0,-) = zo und A(1,-) =idx. =

(d) (Regularitit) Die obigen Definitionen sind fiir C*-Mannigfaltigkeiten M und N
sinnvoll, wenn alle auftretenden Funktionen zur Klasse C* gehéren fiir ein k € N™. Sie
sind auch dann sinnvoll, wenn M und N topologische Rdume und alle auftretenden
Abbildungen stetig sind. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir leicht das allgemeine Poincarésche
Lemma beweisen.

3.11 Theorem (Lemma von Poincaré) Ist X in sich zusammenziehbar, so ist jede
geschlossene Differentialform auf X exakt.

Beweis Essei a € Q"T(X) geschlossen. Da X in sich zusammenziehbar ist, gibt
esein h € C°(I x X, X)mit h(1,-) = idx und h(0,-) = p fiir ein geeignetes p € X.
Da «a geschlossen ist, ist wegen d o h* = h* o d auch h*a € Q"T1(I x X) geschlos-
sen. Also folgt aus Lemma 3.9

d(Kh*a) =iTh*a—ifh*a = (hoi1)'a =«

wegen hoi; =idx und da ifh*a = (hoig)*a gemif Beispiel 3.4(i) die Nullform
ist. m

11Man beachte, dafl I x M eine berandete Mannigfaltigkeit ist.
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Es sei darauf hingewiesen, dafl der Beweis des Poincaréschen Lemmas eine
explizite Konstruktionsvorschrift zum Auffinden einer Stammform zu einer gege-
benen geschlossenen Differentialform liefert. Die Situation wird besonders einfach,
wenn X sternformig ist, wobei wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit (nach
Anwenden einer geeigneten Translation) annehmen kénnen, daf X sternformig
beziiglich 0 sei.

3.12 Korollar  Es seien X sternférmig beziiglich 0 und r € N* | und

o= Z ) dz) € Q" (X)
()€,

sei geschlossen. Ferner sei
Z Z )t / " tag (te) dt 27 da?t A - Adziv A+ A dair . (3.19)
(5)€,. k=1

Dann gehort 3 zu Q" 1(X), und dB = a.

Beweis In diesem Fall wird durch h(t, x) := tx fiir (¢,2) € I x X eine ,,Zusammen-
ziehung von X auf 0“ definiert. Aus dh? = 27 dt + t do’ und Beispiel 3.4(b) folgt

ha(t,z) = Z ag(tx)t” dz?)

(e,
+ZZ H ()t I dt A da?t A -/\d/aczc/\-~-/\dacj’“7
(j)€d, k=1

da alle Terme, in denen dt mindestens zweimal auftritt, verschwinden. Aus (3.16)
und (3.17) folgt = Kh*«, und die Behauptung ergibt sich nun aus dem Beweis
des Poincaréschen Lemmas. m

3.13 Bemerkungen (a) Im Fall » = 1, wenn also « eine Pfaffsche Form ist, stimmt
die Formel fiir § mit (VII.3.4) iiberein.
(b) Es seien m = 3 und

o = ay da® Ada® + ap da® A dxt + azdet A da? € Q3(X) .

Dann ist die Aufgabe, ein § = 23:1 b, dxz? mit df = a zu finden, dquivalent zu
der Aufgabe, drei Funktionen by, b, b3 € £(X) zu finden, welche dem System von
partiellen Differentialgleichungen

O1by — O2by = as

82[)3 — 83[)2 =ai , (320)

631)1 — 61b3 = a
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in X geniigen. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (3.20) bei gege-
benem a; € £(X) ist die Bedingung

Ovay + Oras + O3a3 =0 . (321)

Ist X in sich zusammenziehbar (z.B. X = R?), so ist (3.21) auch hinreichend fiir
die Losbarkeit von (3.20).

Beweis Aufgrund von Beispiel 3.7(a) ist (3.20) dquivalent zu dB = «. Beispiel 3.7(b)
zeigt, dafl (3.21) dquivalent zu daw = 0 ist. Nun folgen die Behauptungen aus d? =0 und
dem Lemma von Poincaré. m

Aus Korollar 3.12 folgt insbesondere, dafl im Falle eines sternférmigen Gebie-
tes eine Losung von (3.20) vermoge der Formel (3.19) durch Quadratur gefunden
werden kann. Offensichtlich kann die Gleichung d = « auch im allgemeinen Fall
in ein dquivalentes Problem iiber die Losbarkeit partieller Differentialgleichungen
umformuliert werden.

Natiirlich ist (3.20) nicht eindeutig lésbar, denn zu  kann eine geschlossene
Form addiert werden, d.h. zu (by, ba, b3) eine Losung des homogenen Systems, das
aus (3.20) durch Nullsetzen der rechten Seiten entsteht.

Tensoren
Es seien r,s € N. Fiir x € X setzen wir
T/ (T, X) = {z} x T: (R™) (3.22)

und nennen vy € T7 (T, X) r-kontravarianten und s-kovarianten Tensor oder Tensor
vom Typ (r,s) auf 7, X. Das Biindel der (r, s)-Tensoren auf X wird durch

S

T7(X) = | TI(TuX) = X x T (R™)
reX

definiert. Eine Abbildung
YiX S THX)  mit (@) € TITLX)

d.h. ein Schnitt des Tensorbiindels 77 (X), heiit (r, s)-Tensor(feld) oder Tensor
vom Typ (r, s) auf X. Wegen (3.22) besitzt jeder (r, s)-Tensor v auf X die eindeu-
tige Darstellung

v(@) = (z,9(2) .  zeX,
mit dem Hauptteil
v: X = TH(R™) .

Essei k € NU {co}. Der (r, s)-Tensor 4 gehort zur Klasse C* (oder ist k-mal stetig
differenzierbar bzw. glatt im Fall k¥ = 0o), wenn dies fiir seinen Hauptteil gilt, d.h.,
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Wel’ll’l1 2

v e CH(X, L (R™,R)) .

Die Menge der glatten (7, s)-Tensoren auf X bezeichnen wir mit

T/(X) .
Sind ajy,...,«, Pfaffsche Formen und wvq,...,vs Vektorfelder auf X und sind
Qai, ..., bzw. v1,...,vs die entsprechenden Hauptteile, so wird fiir z € X

y(oa, ... ap,v1,. .., 0)(2) = () (), ..., ar(z),v1(),. .., vs(x))

gesetzt (was offensichtlich mit (3.4) konsistent ist). Deswegen kénnen wir auch
hier, wie bei Vektorfeldern und Differentialformen, Tensoren mit ihren Hauptteilen
identifizieren und von nun an normale Schrift (und nicht Fettdruck) verwenden.

Die Addition
I)(X) X T)(X) = T)(X) . (7,0) =y 49,
die Multiplikation mit Funktionen
EX) X TH(X) = T(X), (f,7) = [y
und das Tensorprodukt
T (X)X T2 (X) = T2 (X)) () =y @0 (3.23)

werden wieder punktweise definiert:
(v+0)(@) =7(@)+ ), (fN@):=[fla)(z), (y®)(z):=7(x)®d).

Bei den folgenden Bemerkungen handelt es sich um einfache Folgerungen aus
den Bemerkungen 2.20 und der Kettenregel. Ausfiihrliche Beweise werden dem
Leser zur Ubung {iberlassen.

3.14 Bemerkungen (a) 73 (X) = V(X) und 7,°(X) = Q'(X). Ferner gilt
TO(X) = C= (X, L2R™))
mit der kanonischen Identifikation eines Tensors mit seinem Hauptteil.

(b) Das Tensorprodukt ist £(X)-bilinear und assoziativ.
(c¢) 77 (X) ist ein unendlichdimensionaler R-Vektorraum und ein £(X)-Modul der

Dimension m"**. Mit der kanonischen Basis (9/0x!,...,0/0z™) von R™ ist
{ O 9.0 2 gdte-.odt ;s jike{l m}} (3.24)
Oz Oxir P Y '

eine Modulbasis von 7. (X).

12Wie {iblich identifizieren wir T, R™ und T, R™ mit R™.
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(d) Der (r, s)-Tensor v auf X gehort genau dann zu 7.7 (X)), wenn fiir jedes r-Tupel
at, ..., in QY(X) und jedes s-Tupel v1,...,vs in V(X) gilt:

v(aa, ... qp,v1,...,0s) € E(X) .

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Koeffizienten von + in der Darstellung
beziiglich der Basis (3.24) zu £(X) gehoren.

(e) (Regularitdt) Offensichtlich bleiben alle obigen Definitionen und Aussagen sinnge-
miB richtig fiir Tensoren der Klasse C*. m

Aufgaben
1 Es scien a, 8 € Q(R?*) gegeben durch

a:=dz' +2°dz® und g :=sin(z?)dz' A da® + cos(x®) da® A dzt

sowie h € C*°(R* R*) durch h(z) := (2!, 2% 232" 2*).
Man berechne:
(i) 7v:=anp;
(i) h v
(iii) h v(0)(e1, e2, e3 + e4) mit der Standardbasis (e1, e2, €3, e4) von R*;
(iv) da, dB, dv, d(h 7).

2 Essei fs: R* = R? (r,¢,9) — (z,y,2) die Kugelkoordinatenabbildung.
Man berechne:

(b) f3(dy A dz);

(¢) fs dz A f5(dy A dz).

3 Ein einfaches thermodynamisches System (z.B. ein ideales Gas) wird durch sein Vo-
lumen V' und seine Temperatur T gekennzeichnet (V,T € R). Der Zustand eines solchen
Systems wird dann durch den Druck p := p(V,T) und die innere Energie E := E(V,T)

beschrieben. Nach dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik besitzt das System eine weitere
Zustandsfunktion S := S(V,T), die Entropie, deren Differential durch

ds:= WTPdV o p oy,
T
gegeben wird.
Man zeige:
(a) Zwischen E und p besteht die Beziehung
OF 0
ov =T or P

(b) Die innere Energie eines idealen Gases, das der Zustandsgleichung pV = RT mit der
(universellen Gas-)Konstanten R € R geniigt, ist vom Volumen unabhéngig: F = E(T).
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(c) Bei einem van der Waalschen Gas, das der Zustandsgleichung

a

Vz)(V—b):cT, a,b,c € R* (3.25)

(vt
geniigt, ist die innere Energie volumenabhéngig.

(Hinweise: (a) d> =0.  (c) (3.25) = T 9p/0T =p+a/V?)

Bemerkung In der physikalischen Literatur wird oft da statt da geschrieben, wenn die
1-Form « nicht exakt ist.

4 Eine r-Form a € Q"(X) heiit zerlegbar, wenn es a1, ..., a, € Q'(X) gibt mit
a=ar Nazx AN Na, .
Es seien «, 8 € Q"(X) zerlegbar. Man berechne (o + 3) A (a + ).

5 Esseia=}Y, ajr da? A dz* e QZ(X). Man zeige, dal « genau dann zerlegbar ist,

j=<k
wenn gilt

@ijake + ajraic + agiaje =0, 1<, j,kt<n,
mit a;i = —ay; fir j > k.

6 Esseia=)>._. a;dz'Adz? € Q*(X). Man zeige

i=j

o (90,1']' 8ajk 8aki i j k
da = Zi<j<k<81,’k + P + P ) dx’ Ndx? N\dz” .
7 Es sind die dufleren Ableitungen von

(a) da AN B —aAdb,

(b) daABAy+aANdBAy+aABAdy, wenn a und 3 geraden Grad besitzen,
zu berechnen.

8 Fira:= ;.":1(—1)]'_1 o J|z|™ dat A A dzi A« Ada™ e Qm! (R™\ {0}) berech-
ne man dov.

9 Esscia:=2xzdyAdz+dz Ade — (22 + %) dz A dy € Q*(R?). Man zeige, daBl o ex-
akt ist und bestimme eine Stammform.

10 Es sei w € Q*(X) nicht ausgeartet. Man zeige, dafl
@uV(X)HQl(X)y UHW(U,')
ein £(X)-Modulisomorphismus ist.

11 Es ist zu beweisen:
(a) Die symplektische Form o € Q*(R*™) ist nicht ausgeartet und geschlossen.
(b) Fiir das m-fache Produkt ¢™ := g A --- Ao € Q*™(R*™) gilt ¢™ # 0.

(c) Gem#B Aufgabe 10 und (b) ist fiir jedes f € £(R*™) der symplektische Gradient
sgrad f := O, ' df € V(R®*™) erklirt.
Man berechne sgrad f in den Koordinaten (g,p) € R™ x R™.
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12 Ist o die symplektische Form auf R*™, so heifit
{1} ER™) < ER*™) — ER™),  (f,9) = o(sgrad f,sgrad g)

Poisson-Klammer.
Fiir f, g,k € E(R*™) und ¢ € R beweise man:
(i) In den lokalen Koordinaten (qi,...,qm,p1,--.,pm) gilt

_N~(Of 8g Of Og\
93 = Z(apj dq;  Ogs apj> ’

Jj=1

(ii) {f,cg+h} =c{f.g} +4{f,n};

(i) {f,9} =—{g,/}

(iv) {f, {g,h}} + {g,{h, f}} + {h, {f,g}} = 0 (Jacobiidentitét);
) {f,gh}y = g{f,h} + h{f 9}

(vi) sgrad{f,g} = (sgrad f| sgrad g)g2m .

13 Fiir die symplektische Form o auf R?™ gilt

df NdgANo™ ! = ! {f,g}o™ .
m



4 Vektorfelder und Differentialformen

In diesem Paragraphen beschiéiftigen wir uns mit der globalen Theorie der Diffe-
rentialformen, d.h. mit Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Im ersten Teil
handelt es sich im wesentlichen um einfache Ubertragungen der lokalen Theorie,
wobei lediglich dem Problem der Regularitét einige Aufmerksamkeit gewidmet
werden mufl. Mit Hilfe des Satzes iiber die Zerlegung der Eins kénnen wir dann
auch den fundamentalen Begriff der &ufleren Ableitung auf den Fall von Mannigfal-
tigkeiten ausdehnen und zeigen, dafl die aus der lokalen Theorie bekannten Regeln
wieder gelten.

Ein wesentlich neuer Gesichtspunkt kommt mit der Orientierbarkeit von
Mannigfaltigkeiten ins Spiel. Wir stellen verschiedene Charakterisierungen dieses
zentralen Begriffes vor und betrachten zahlreiche Beispiele. Als Vorbereitung auf
die Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten geben wir auch explizite Darstel-
lungen des Volumenelementes fiir viele wichtige konkrete Mannigfaltigkeiten an.

Im ganzen Paragraphen sind
e M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit;
e rcN.

Vektorfelder
Unter einem Vektorfeld v auf M verstehen wir eine Abbildung
v:M—TM mit wv(p) € T,M fir pe M,

d.h. einen Schnitt des Tangentialbiindels. Ist v ein Vektorfeld auf M, so kénnen wir
es mit einem Diffeomorphismus von M nach N ,verpflanzen“. Dazu definieren wir
fiir ¢ € Diff' (M, N) die Vorwirtstransformation (den push forward) ¢.v von v
mit ¢ durch

pxv(q) = (

Also ist v ein Vektorfeld auf N. Fiir Funktionen auf M wird die Vorwirtstrans-
formation (der push forward) mittels einer Bijektion ¢ : M — N durch

w*:RM—ﬂRN, a»—wp*a::aow_l

festgelegt.
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4.1 Bemerkungen (a) Offensichtlich stimmt fiir Funktionen ¢, mit der Riicktrans-
formation mittels ¢y~ ! iiberein: ¥, = (¢»~1)*. Man beachte aber, daf}, im Gegensatz
zur Riicktransformation, die Vorwirtstransformation nur fiir Bijektionen definiert
ist. Insbesondere muf} dim(M) = dim(N) gelten.!

(b) Es sei p € Diff'(M, N). Dann gelten
@*(a+b):§0*a+§0*b, QO*('U"'U]):QO*'U"'Q@*UJ

und
pi(av) = prap,v
fiir a,b € R™ und Vektorfelder v und w auf M.

(c) Es seien ¢ € Diff (M, N) und ¢ € Diff (N, L), wobei L eine weitere Mannigfal-
tigkeit bezeichnet. Dann gilt

(Vo) =tuop., (idum)« =idrr) (4.1)

fir F(M) := E(M) oder F(M) :=V(M). Die Regel (4.1) bedeutet, daf die Vor-
wértstransformation kovariant operiert.

Beweis Fiir die Vorwéartstransformation von Funktionen sind die Aussagen klar. Fiir
Vektorfelder folgt (4.1) aus der Kettenregel von Bemerkung VII1.10.9(b) und aus Bemer-
kung 1.14(c). m

Es sei k € NU{co}. Das Vektorfeld v auf M gehort zur Klasse C* (d.h.,
es ist k-mal stetig differenzierbar bzw. glatt im Fall £ = 00), wenn es in jedem
Punkt p von M eine Karte (¢, U) um p gibt mit? p,v € V*(¢(U)). Die Menge aller
Vektorfelder auf M der Klasse C* bezeichnen wir mit V¥(M). Zur Vereinfachung
der Schreibweise setzen wir

V(M) :=V>(M), EM):=C=(M).

4.2 Bemerkungen (a) Die Definition der C*-Vektorfelder ist koordinatenunab-
hiingig. Sind v ein C*-Vektorfeld und (i, V) eine beliebige Karte von M, so
gehort 1,v zur Klasse C*.

Beweis Es sei also (¢, V') eine Karte von M. Dann ist zu zeigen, dal ¢ v zur Klasse ck
gehort. Zu g € V gibt es eine Karte (¢, U) von M um g mit ¢ v € V*(p(U)). Dann folgt
= (pop ) p vaus (4.1). Wegen

Yoy ' €Diff(p(UNV),p(UNV))

und ¢ v € V*(p(U)) finden wir somit ¢ v € V*(4»(U NV)). Da dies fiir jedes g € V gilt
und die Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, erhalten wir ¢ v € V*(4(V)). m

1Vgl. Aufgabe VII.10.9.
2Vgl. Paragraph VIIL3. Die dortigen Definitionen und Aussagen gelten unveréndert auch fiir
offene Teilmengen von H™.
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(b) Mit den punktweise definierten Verkniipfungen
VM) x V(M) - VM), (v,w)—v+w

und
E(M)x V(M) —-V(M), (a,v)+— av
ist V(M) ein £(M )-Modul. Insbesondere sind £(M) und V(M) (unendlichdimen-
sionale) R-Vektorriume.
Fiir ¢ € Diff (M, N) ist ¢, ein Modulisomorphismus von (M) auf £(N) und
von V(M) auf V(N).
Beweis Aus (4.1) folgen

idy =(p 'op) =@ ") ¢ und idy=(pop ) =¢ (¢ 1)

Also ist ¢ bijektiv, und ¢~ ' = (') . Die restlichen Behauptungen sind einfache Kon-
sequenzen aus Bemerkung 4.1(b) und den Eigenschaften von Vektorfeldern auf offenen
Teilmengen von H™ (vgl. Paragraph VIIL.3). m

(c) Es seien Xy und X; offen in R™ und ¢ € Diff (X, X1). Ferner bezeichne
0;: V(X;) — Q(X;) fiir j = 0,1 den kanonischen Modul-Isomorphismus von Be-
merkung VII1.3.3(g). Dann gilt

(p71) 0Oy =010¢.,

d.h., das Diagramm

%)
V(Xo) - V(Xy)
O 6,
' (™) '

Q' (Xo) - QY(X1)

ist kommutativ.

(d) (Regularitit) Es sei k € N. Fiir ¢ € Diff*™ (M, N) und 0 < ¢ < k bildet ¢ den
Raum C*(M) [bzw. V¢(M)] in C*(N) [bzw. V!(N)] ab. Entsprechendes gilt aber nicht
fir { =k + 1.

Ist M eine C**!'-Mannigfaltigkeit, so sind fiir 0 < ¢ < k die C*(M)-Moduln C*(M)
und V*(M) definiert, nicht® jedoch C**1(M) und V*+1(M).

Beweis Dies liegt daran, dafl das Tangential eine Ableitung ,verliert“. m

3 Abgesehen von trivialen Fillen.
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Lokale Basisdarstellungen

Es sei (¢, U) eine Karte von M um p. Dann bezeichnet man mit

j|p=@)peTpM, 1<j<m,

die durch die lokalen Koordinaten ¢ = (z!,...,2™) bestimmten Basisvektoren
von T, M. Mit anderen Worten: 0;|, ist der Tangentialvektor an den Koordinaten-
weg ¢ — o1 (o(p) + te;) im Punkt? p, d.h.

aj|;ﬁ = (TPQO)_I(SD(p)vej) ) ]- S] S m ) (42)
mit der kanonischen Basis (eq, ..., e,) von R™.
X
P

4.3 Bemerkungen (a) Es sei iy : M — R™, und g, := iy oot p(U) — R™
sei die zu ¢ gehorige Parametrisierung. Dann gilt
(Tyine)Oilp = (0, 0594 (2 (p))) € T,R™ l<j=m.

Dies bedeutet: Identifizieren wir 9;|, € T, M mit seinem Bild in TpRm unter der
kanonischen Injektion )
Tying : TyM — T,R™ |

so finden wir 9}, = (p, 99, (#(p)))-
Beweis Aus Beispiel VII.10.9(b) und Bemerkung 1.14(c) erhalten wir
Tom9e = Top (ina 0 07 ") = Tying 0 Toy (¢ 1) = Tping © (Tpp) -
Somit folgt aus (4.2)
(Tpine)ilp = (T 90) (2(p), €5) = (994 (2(p))e;) = (p, 0590 (2(p))) -
also die Behauptung. m
(b) Die Abbildungen
0

~ Oad

sind glatte Vektorfelder auf U.

0, :U—=TU, pw— 0, 1<j<m,

4Falls p zum Inneren von M gehort. Ist p ein Berandungspunkt, so muf fiir ¢ eine Unterman-
nigfaltigkeitenkarte von R™ um p fiir M gewédhlt werden.
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Beweis Wegen
(v 9)(2@) = (Toe)(Tpp) " (¢(0), i) = (¢(p),ei) ,  1<j<m,
fiir p € U ist dies klar. m

(c) Fir p e U ist (A1]p, ..., 0mlp) eine Basis von T,M, und (91, ..., 0y, ) ist eine
Modulbasis von V(U). Das Vektorfeld v auf U gehért genau dann zu V(U), wenn
die Koeffizienten v; der Basisdarstellung

m
— JjA.
U—E 0?0
=1

alle in £(U) liegen.

Beweis Die erste Aussage folgt aus Bemerkung VII.10.5 und der Definition des Tangen-
tialraumes in einem Berandungspunkt. Die zweite Behauptung ist eine Konsequenz von

po=¢p (Zv’@) => (¢ v)p 0
i =1

von (b) und Bemerkung VIII.3.3(c). m

(d) (Regularitiit) Es sei k € N, und M sei eine C*™'-Mannigfaltigkeit. In diesem Fall
ist (O1,...,0m) eine C*(U)-Modulbasis von V¥(U). Ein Vektorfeld v auf U gehort genau
dann zu V*(U), wenn seine Koeffizienten beziiglich dieser Basisdarstellung in C*(U)
liegen. m

Differentialformen

In Verallgemeinerung des Kotangentialraumes 77X und des Kotangentialbiindels
T*X einer offenen Teilmenge X von R™ definieren wir den Kotangentialraum
von M im Punkt p durch

T,M = (T,M)" = L(T,M,R)
und das Kotangentialbiindel von M durch

M= | T;M .
peEM

Wir bezeichnen mit
(5 )p: TyM xT,M - R, peM,
die Dualititspaarung® und nennen
() T"M xTM = EM) ,  (a,v) = [pr (alp),v(p)),]
ebenfalls Dualitdtspaarung.

5Vgl. Paragraph VIIL3.
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Da T, M ein m-dimensionaler Vektorraum ist, gilt dies auch fiir T,y M. Also
sind fiir r € N und p € M das r-fache duBere Produkt A\"T M von Ty M und die
Grafimannalgebra

NT;M =P N Ty M

r>0

von Ty M definiert. In Erweiterung der im letzten Paragraphen eingefiihrten Be-
griffe definieren wir das Biindel der alternierenden r-Formen auf M durch

NTM:= | NT;M
peEM
sowie das Graflmannbiindel von M durch
ANT*M = | NT; M .
peM
Eine Differentialform auf M ist dann eine Abbildung
a: M — AT*M  mit a(p) € AT, M firpe M,
d.h. ein Schnitt des GraBmannbiindels. Sie hat den Grad r (oder heifit r-Form),
wenn a(M) C N"T*M gilt. Statt 1-Form sagt man auch Pfaffsche Form.

Sind « und § Differentialformen auf M, so werden die Summe « + § und das
suBere Produkt® o A 8 punktweise erklirt:

(a+0)(p) :=alp) +B(p), arBp) :=alp)ABp), peM.

Ist a eine r-Form auf M, so wird ihre Wirkung auf Vektorfelder ebenfalls punkt-
weise definiert:

a(v, .. .,v.)(p) = a(p)(vl(p),...,vr(p)) , peEM, wvi,...,v. €V(M).

Schliefllich sei ¢ € CY(M, N), und 3 sei eine Differentialform auf N. Dann
wird auch die Riicktransformation (der pull back) von [ mittels ¢ punktweise
erklart:

0 B(p) == (Tp0) B(e(p) , peEM.

Offensichtlich ist ¢*( eine Differentialform auf M, die mittels ¢ auf M zuriick-
geholte Form §3. Ist ¢ ein C''-Diffeomorphismus von M auf N, so ist

pea = (97

die Vorwértstransformation (der push forward) der Differentialform a auf M.
Essei k € NU {oo}. Die Differentialform a auf M gehort zur Klasse C* (oder
ist k-mal stetig differenzierbar” bzw. glatt im Fall k = o), wenn es um jeden Punkt

6 A heiit auch Dach- oder Keilprodukt.
"Natiirlich heifit eine Differentialform der Klasse CO stetig.
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von M eine Karte (¢, U) gibt, derart daB ¢.« eine Differentialform der Klasse C*
auf p(U) ist. Die Menge aller r-Formen der Klasse C* auf M bezeichnen wir mit

Q) (M),
und
Q" (M) == Q. (M)
ist die Menge aller glatten r-Formen auf M. Schlieflich ist

QM) = Qoe) (M)

die Menge aller glatten Differentialformen auf M.

Wie im Fall von Vektorfeldern werden wir uns in der Regel auf das Studium
glatter Differentialformen beschranken. Wir tiberlassen es dem Leser nachzupriifen,
daf} alles, was im folgenden {iber glatte Formen gesagt wird, sinngeméafl auch fiir
Formen der Klasse C* gilt, wobei gegebenenfalls k geeigneten Restriktionen zu
geniigen hat.

4.4 Bemerkungen (a) Die Definition der Differenzierbarkeit von Differentialfor-
men ist koordinatenunabhéngig.

Ist  eine r-Form der Klasse C* auf M und ist (1, V) eine Karte von M, so
ist . eine r-Form der Klasse C* auf ¢(V).

Beweis Zu p € M gibt es eine Karte (p,U) um p mit ¢ « € Qf,(¢(U)). Aus Bemer-
kung 3.3(a) und der punktweisen Definition der Vorwértstransformation folgt

pa=(op ') pa.
Hieraus ergibt sich die Behauptung analog zum Beweis von Bemerkung 4.2(a). m
(b) Q(M) und Q" (M) sind (M )-Moduln, also insbesondere R-Vektorrdume, und
QM) =P (M) .
r>0

Das duflere Produkt ist R-bilinear, assoziativ und graduiert antikommutativ, d.h.,
es gelten folgende Rechenregeln:

(i) Die Abbildung
Q' (M) x Q*(M) - QM) , (a,8)—anp

ist wohldefiniert und R-bilinear;
(ii) an(BAY) = (aAB) Ny, B,y € QM);
(iii) aAfB=(~1)*BAa, acQ (M), §eQ(M).
Beweis Dies folgt aus der Definition der Glattheit, aus der punktweisen Definition
von A und aus Theorem 2.7. m
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(c) Jedes a € Q"(M) ist eine alternierende r-Form auf V(M).
(d) QM) =E(M), und Q" (M) = {0} fiir r > m.
(e) Fiir h € C*°(M,N) ist h*: Q(N) — Q(M) ein Algebrahomomorphismus, d.h.
MWa+p8)=ha+h*3, h(aAp)=haAh*3
fir a, 8 € Q(N). Fiir a € Q"(N) gehort h*a zu Q7 (M). Ferner gelten:
(koh)* =h*ok*, (idn)* = idaa -
Ist h ein Diffeomorphismus, so ist A* bijektiv, und (h*)~1 = (h=1)* = h,.
Beweis Die einfachen Verifikationen bleiben dem Leser iberlassen. m

(f) Es seien M eine Untermannigfaltigkeit von N und ¢: M < N die natiirliche
Einbettung.® Dann ist fiir o € Q"(N)

alM :=i"a e Q" (M)

die Einschrinkung® von « auf M. Da fiir p € M der Tangentialraum 7}, M als Unter-
vektorraum von T, N aufgefait wird, gilt (a|M)(p) = a(p) [(T,M)" firpe M. m

Lokale Darstellungen

Es sei f € CY(M) := C'(M,R). Wie in Paragraph VIL.10 definieren wir das Dif-
ferential df von f durch

df(p) :==proT,f, peM,

wobei
pri=pry: TR = {f(p)} xR—-R
die kanonische Projektion bezeichnet.

Es sei (¢, U) eine Karte um p € M. Dann folgt aus den Definitionen von df (p)
und 0;|, sowie aus der Kettenregel der Bemerkungen VII.10.9(b) und 1.14(c)

(df (p), 051p), = (df (1), (T~ ) (0(p), €5)),
=prol, foT )% 1((,0(1)),6]-)
=pro T, (foe ") (pp) ¢))

)(w(p))
= ( o M (ep)
= 0;(¢p« )( (p))

8In dieser Situation nehmen wir stets an, N sei unberandet.
9Vgl. Beispiel 3.4(j).
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fir 1 < j < m. Mit der Abkiirzung

0iI0) = o7 ) = (o ) (e) = 0o N)e)  (43)
fir 1 <j<mund p € U gilt somit
(df(p).0jlp), = 0if (), 1<j<m, pelU, (4.4)
also
(df,0;))=0;f ., 1<j<m. (4.5)

Man beachte, dafi die ,iibliche partielle Ableitung 9;f auf M* (im Sinne von
Bemerkung VII.2.7(a)) nicht erklirt ist, wenn M nicht ,flach®, d.h. keine offene
Teilmenge von R™, ist. Da Ableitungen von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten
immer nur fiir lokale Darstellungen gebildet werden kénnen, kann 0; f in (4.5) gar
nichts anderes bedeuten als die partielle Ableitung der mit ¢ auf den Parame-
terbereich ¢(U) ,heruntergeholten® Funktion, also von ¢, f, so wie dies in (4.3)
definiert ist. Somit sind Fehlinterpretationen praktisch ausgeschlossen. Die Notati-
on df/0x? hat den Vorteil, daf sie die , Namen der Koordinaten“ (x!,...,2™) = ¢
angibt, in denen f lokal dargestellt ist.

In Paragraph VII.2, d.h. im Falle offener Teilmengen des R™, haben wir die
partielle Ableitung 0;f(p) als das Bild des j-ten Koordinateneinheitsvektors e;
unter der (totalen) Ableitung df(p) (d.h. der Linearisierung von f in p) definiert.
Da df (p) mit dem Hauptteil des Tangentials T}, f, also der ,, Linearisierung von f im
Punkt p“ iibereinstimmt und da 9;|, der j-te Koordinatenbasisvektor von T, M ist,
zeigt (4.4), daB 0; f(p) der Hauptteil des Bildes dieses Koordinatenvektors unter
dem Tangential von f ist. Somit ist (4.3) in der Tat die korrekte Erweiterung
des Begriffes der partiellen Ableitung von Funktionen, die auf Mannigfaltigkeiten
definiert sind.

SchlieBlich ist es klar, dafl (4.3) mit der klassischen partiellen Ableitung iiber-
einstimmt, wenn M offen in R™ ist und ¢ die triviale Karte idy; bezeichnet.

4.5 Bemerkungen Es sei (¢, U) eine Karte von M.

(a) Fiir f € E(M) = QO(M) gehort df zu Q' (M). Die Abbildung
d: QM) — QYM) , fdf

ist R-linear.

(b) Es seien (zt,...,2™) = ¢ die von ¢ induzierten lokalen Koordinaten von U,
also ‘

z! =pr;ope&(U), 1<j<m,
mit den kanonischen Projektionen pr; : R — R. Dann ist QY(U) ein freier £(U)-
Modul der Dimension m, und (dz?,...,dxz™) ist eine Modulbasis mit

<dxj,aik>:5i7 1<jk<m, (4.6)
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die Dualbasis der Basis (9/0x!,...,8/0z™) von V(U). Fiir die Basisdarstellungen

v= Zlvf ops EVWO) bzw. a= > ajda’ € QY(U) (4.7)

Jj=1

bestehen die Beziehungen
v = (dai v) € E(U) bzw. a; = <a, > e £(U) (4.8)

fiir 1 < j < m. Insbesondere gilt fiir f € £(U)
df = dr? € Q .
f ; o 4 € Q1)

Beweis Aus (4.3) und (4.5) folgt
(da’,0k) = Oha’ = ¢ k(o a’) = O[(prjop)op | =¢ Okpr; =5 ,

also (4.6). Fiir v mit der in (4.7) angegebenen Darstellung ergibt sich hieraus

() v(0)), =3 o* (a0, 0] ) = Zv W=v'e)  (49)

fir p € U und 1 < j < m, da dx’(p) eine Linearform auf T, M = T, U ist. Also implizieren
der erste Teil von (4.7) und Bemerkung 4.3(c) die erste Behauptung von (4.8).

Fiir die Vorwirtstransformation von dz’ mittels ¢ finden wir unter Verwendung
der Bemerkungen VII.10.9(b) und 1.14(c) sowie von (4.2) und (4.6)

(¢ dz)(2(0)): ((p)s er) ),y = (27 (0), (Tomy o™ ) (2(P), €x)),

= (dz’ (p), (Typ) "' (¢(p), ex)), (4.10)

. 9 ,
= (da’ (p), ) =di.
< v (p) 8$k p/p k
Dies zeigt, daB (¢ da',..., ¢ dz™) in jedem Punkt ¢(p) € o(U) die Dualbasis der ka-
nonischen Basis von T, ¢(U) ist. Insbesondere ist der Hauptteil von ¢ dz’ konstant
»(p)

auf p(U).

Bemerkung 4.4(e) garantiert, da ¢ ein Vektorraumisomorphismus von Q'(U)
auf Q' (¢(U)) ist. Hieraus, aus (4.10) und aus Satz 2.3 leiten wir ab, daf jedes o € Q' (U)
eine Darstellung der in (4.7) angegebenen Form mit reellwertigen Funktionen a; auf U
besitzt. Wegen

»(p)

pa=Y (¢ a)p da’ (4.11)
j=1
und der Konstanz der Hauptteile der 1-Formen ¢ da? auf ¢(U) zeigt Bemerkung 3.1(e),
daB a genau dann zu Q' (U) gehort, wenn a; € (U) fiir 1 < j < m gilt. SchlieBlich folgt
aj = (a, d;) durch eine zu (4.9) analoge Berechnung. m



324 XI Mannigfaltigkeiten und Differentialformen

(¢) Fiir r € Nist Q"(U) ein freier £(U)-Modul der Dimension ("), und
{daD = da’ Ao Nda? () = (uy-ooidr) €3, ) (4.12)

ist eine Basis. Fiir die eindeutig bestimmte Basisdarstellung in lokalen Koordinaten

o= Z agy) dz) (4.13)
()€,

der r-Form « auf U gilt

0 ? ) () € J, . (4.14)

a(]) = a(alﬂl R ax.ﬁ
Ist k € NU {oo}, so gehért o genau dann zur Klasse C* auf U, wenn a(;) € C*(U)
fir () € J,. gilt.
Beweis Aus (4.10) und den Rechenregeln fiir die Riicktransformation (¢~ ') = ¢ von
Bemerkung 4.4(e) folgt
p daV =9 (el , (4.15)
wobei (¢',...,e™) die Dualbasis zur kanonischen Basis von T, ¢(U) fiir p € U be-
zeichnet. Da ¢ ein Vektorraumisomorphismus von Q"(U) auf Q" (¢(U)) ist, leiten wir

aus Satz 2.3 und (4.2) ab, daB jede r-Form « auf U eine eindeutige Darstellung der
Form (4.13) besitzt, wobei die Koeffizientenfunktionen durch (4.14) gegeben sind. Wegen

pa= Y (pag)e d
o) 3

und (4.15) ergibt sich aus der Definition der Differenzierbarkeit einer r-Form der Klas-
se C*, daB o genau dann zur Klasse C* gehort, wenn die ag;) in Ck(U) liegen. m

(d) Es ist zu beachten, dafl wir nur gezeigt haben, dafl V(U) und Q(U) freie Mo-
duln sind, wihrend wir keine derartige Aussage iiber V(M) und Q(M) gemacht
haben. In der Tat, entsprechende Aussagen sind im globalen Fall, d.h. fiir Man-
nigfaltigkeiten, welche nicht durch eine einzige Karte beschrieben werden kénnen,
i.allg. nicht richtig. So ist z.B. bekannt,'® daf es auf der n-Sphire genau dann
n Vektorfelder gibt, die in jedem Punkt linear unabhéngig sind (d.h., dafl V(S™)
ein freier Modul der Dimension n ist), wenn gilt n = 0,1, 3 oder 7.

(e) (Regularitiit) TIst k € N, so bleiben die Aussagen von (c) richtig, falls M eine C*'-
Mannigfaltigkeit ist. m

Die zur Karte ¢ gehorigen lokalen Koordinaten x!,... 2™ auf U sind glatte
Funktionen auf U, namlich die Abbildungen pr; o ¢ € £(U) fiir 1 < j < m. Ande-
rerseits verwenden wir (z!, ..., ™) auch zur Bezeichnung des allgemeinen Punktes
von p(U), d.h., die Koordinaten des R™ heilen ebenfalls ', ..., ™. Diese doppel-
te Verwendung derselben Notation fiir zwei verschiedene Dinge ist gewollt und zu

10Durch Untersuchungen von Bott, Kervaire und Milnor.
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beachten. Sie vereinfacht Rechnungen mit (lokalen) Koordinaten erheblich, wobei
es aus dem Zusammenhang stets klar ist, welche Interpretation in einer gegebenen
Situation die richtige ist. So hat zum Beispiel der Ausdruck

o= Z agy) dz) (4.16)
()€,

zwei Bedeutungen, falls keine zusétzlichen Spezifikationen vorgenommen werden,
was in der Praxis iiblich ist. Erstens konnen wir (4.16) als Basisdarstellung ei-
ner r-Form auf der offenen Teilmenge X = p(U) des H™ auffassen, wie wir dies
im letzten Paragraphen getan haben. Zweitens konnen wir (4.16) als die Basis-
darstellung einer r-Form auf U beziiglich der lokalen Koordinaten der entspre-
chenden Karte interpretieren. Dies ist der Standpunkt, den wir hier eingenommen
haben. Im ersten Fall sind die a(;) Funktionen auf X, und dz9) sind die konstan-
ten Basisformen des R". Im zweiten Fall sind die a(;y Funktionen auf U C M, und
dx() sind ortsabhingige r-Formen, die auf U ,leben“. Wegen (4.15) miissen beim
Ubergang von der zweiten zur ersten Interpretation lediglich die Koeffizienten-
funktionen a(jy = ajy(p) mittels ¢ auf das Parametergebiet , heruntergezogen®,
d.h. agjy als p.a(;) = ag) o ¢~ ! interpretiert, werden: a(jy = a(; (x) fiir z € X.

4.6 Beispiele (a) Essei ST die obere (+) bzw. untere (—) offene Hemisphére der
m-Sphire S™ in R™™, d.h.

Sp = {z €R™ ;o =1, +2™ >0} .
Ferner sei
or: ST =B, z—a2 = (2t 2™)

die Projektion auf B™ = B"™ x {0} parallel zur " "!-Achse. Dann sind (¢, ST")
und (¢_, S™) Karten von S™. Fiir

m—+1
o= (=1 2l dat A Adad A Ada™ T € QR
1

+

<.
Il

gilt beziiglich der von ¢4 induzierten lokalen Koordinaten

-nme

alSY =+ ( de’ A--- Ndax™ .
\/1—|I’|2

Beweis Es sei g+ (7 ) := (x ,EV1— |z [2) fir z € B™. Dann ist g+ glatt und die zu ¢
gehorige Parametrisierung der Hemisphiire ST als Graph iiber B™, und g+ = i o 5" mit
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i1 8™ — R™*! Folglich sind (¢, ST') Karten von S™. Hierfiir finden wir

(px) (@] SE) = (p3') 0i a=gsa

A

—

(—1)/'ghdgh Ao Adgh Ao Adgat!

.
Il
-

m k k
. . — d
(—1)7 'l dat A Adad AN da A e

k=1 \/1 —|z|?

I
NE

<.
Il
—

+(=1)"/1— |z [2dz" Ao Ada™

=™ [_i(_l)erj—ler—j(wj)Z +1— | |2] der A ANdz™ .

\/1 — |z [? j=1

Da sich der Ausdruck in der eckigen Klammer auf 1 reduziert, folgt die Behauptung. m

==

(b) Es sei wg1 := (wdy — ydz)| S, und
g1: (0,2m) — S'\ {(1,0)} , t > (cost,sint)

sei eine Parametrisierung von S! \ {(1, O)} Dann gilt beziiglich der von der Karte
(,U) mit ¢ := g;* und U := S! \ {(1,0)} induzierten lokalen Koordinaten

ws1\U:dt.

Beweis Dies folgt aus ¢ wg1 = (9197 — ¢g3gi) dt. m

(c) Es sei U := S?\H; die 2-Sphiire S?, aus welcher der Halbkreis, der von der
Halbebene Hj := R™ x {0} x R ausgeschnitten wird, entfernt ist.'* Ferner sei

(0,2m) x (0,m) = U, (p,9)+— (cospsind,sin psind, cosv)
die Parametrisierung von U mittels sphérischer Koordinaten. SchliefSlich sei
a:=xdy Ndz +ydz ANdx + zdx Ady € Q*(R?) .

Dann hat die Form wgz := a|S? € Q?(5?) beziiglich der lokalen Koordinaten (¢, 9)
die Darstellung

wgz |U = —sinddp AdI .
Beweis Mittels einer einfachen Rechnung'? erhiilt man dies aus Beispiel 3.4(d). m
11Vgl. Beispiel VIL9.11(b).

2Man beachte, daB d(z,y)/0(p, ) die Determinante der Matrix ist, die aus (VI1.9.3) durch
Streichen der letzten Zeile entsteht, etc.
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Koordinatentransformationen

Um konkrete Berechnungen méglichst effizient ausfithren zu kénnen, ist es wichtig,
Koordinaten zu wihlen, welche der speziellen Situation gut angepafit sind. So wird
man beispielsweise Polarkoordinaten verwenden, wenn man rotationssymmetrische
Probleme beschreiben will, wie wir dies bereits in Paragraph X.8 im Rahmen der
Integrationstheorie getan haben.

Da ein vorgegebenes Problem in den meisten Fillen bereits in einem Koordi-
natensystem beschrieben ist, mufl man in der Lage sein, ohne allzugrofie Miihe von
einem in ein anderes Koordinatensystem zu wechseln. Die Grundlage hierzu bildet
der folgende Transformationssatz fiir Vektorfelder und Pfaffsche Formen.

Es seien (¢, U) und (¢, V') Karten von M mit U NV # Jund ¢ = (2}, ..., 2™)
sowie ¢ = (y!,...,y™). Auf U NV konnen wir folglich sowohl 37 als Funktion der
lokalen Koordinaten z = (!, ..., 2™) als auch 27 als Funktion vony = (y*,...,y™)
auffassen. Hierbei ist es iiblich und niitzlich, keine neuen Symbole einzufiihren,
sondern einfach y = y(z) bzw. = 2(y) zu schreiben. Offensichtlich ist die Abbil-
dung y(-) ein Diffeomorphismus von U NV auf sich, eine Koordinatentransforma-
tion, die wir auch mit 2 — y bezeichnen. Die Umkehrabbildung wird durch z(-),
d.h. durch die Koordinatentransformation y +— x, gegeben. Wir kénnen aber z
bzw. y auch als den allgemeinen Punkt von X := o(UNV) bzw. Y :=¢(UNV)
in H™ auffassen. Dann ist die Koordinatentransformation z +— y nichts anderes
als der Kartenwechsel ¢ o ¢! € Diff(X,Y). Aus dem Zusammenhang wird stets
klar sein, welche der beiden Interpretationen zu wihlen ist.

Bei den folgenden Formeln bleibt es dem Leser iiberlassen, aus dem Kontext
zu entnehmen, ob mit 27 eine unabhingige Variable gemeint ist, oder aber die
Funktion 27 (+). Diese Doppeldeutigkeit, die in der Praxis kaum problematisch ist,
wird bewufit in Kauf genommen, da die so entstehenden Formeln intuitiv unmit-
telbar verstandlich und leicht zu merken sind.

4.7 Satz Fiir die Koordinatentransformation x +— y gilt

Zayﬂ axk’ d]_zay da

fir 1 <j<m.

Beweis Aus Bemerkung 4.5(c) folgt

oyI — s OyJ -
Mit « = f(y) und (4.5) finden wir
0 oz
k = <j k<
<dx ’8yj> oy 0 LShksm, (4.17)
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was die erste Behauptung beweist.

Analog gilt

- m B .0 _ 8yj
dy’ = ;ak dat o= (dy’ amk> T ak

fir 1 < j,k < m. Dies zeigt die zweite Behauptung. m

4.8 Korollar (a) Die Jacobimatrix der Koordinatentransformation x — vy erfiillt

oo = [oyt]

(b) dy' A Ndy™ =

Beweis (a) Wegen
y()=¢op l €DIff(X,Y), y()' =a()=po¢~" € Diff(V,X)

ist die Behauptung offensichtlich.

(b) ist eine Konsequenz aus Beispiel 3.4(c), den Betrachtungen im Anschlufl
an Bemerkung 4.5(e) und der Tatsache, dafl

Ayt ..., y™)
Oxt, ..., xm)

die Funktionaldeterminante der Koordinatentransformation z +— y ist (vgl. Be-
merkung VIL.7.9(a)). m
4.9 Beispiele (a) (Ebene Polarkoordinaten) Beziiglich der Polarkoordinaten-
transformation

Vo= R?, (r,9) = (z,y) = (rcosp,rsinp)
mit V5 := (0,00) x (0, 27) gelten

g _8m J 9y 0 = cos + sin
or  Or dx  Or 0y Y or (p@y

und

g _0dv 9 y 9 = —rsin ~+ 7 cos
dp  Op 0x  Op dy ? oz w@y '

(b) (Kugelkoordinaten) Es sei V3 := (0,00) x (0,27) x (0,7). Fiir die Kugel-
koordinatentransformation

Vs —=R®, (r,p,09)— (z,9,2) = (rcos@sind, rsin @sind, r cos 1)
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findet man
887": Cosapsinﬁai—i— sin@sinﬁgy—&— cosﬁaz
6(1:—rsinapsinﬁax—|—rcos<,osin196y
0 _ rcospcost . +rsin cosz?a —rsind
89 ST e PESY gy 92

(¢) (Zylinderkoordinaten) Es seien X := (0,00) x (0,27) x R. Fiir die Zylinder-
koordinatentransformation

X =R, (re,¢) — (2,y,2) = (reos g, rsing, ()
sind die Gleichungen

0 0 0 0 0 0

0 0 . .
ar—cosgoax—&—smgoay, a@——rsm@am—krcosway, ac_az

erfiillt. m

Die duflere Ableitung

Das folgende Theorem zeigt, dafl auf Mannigfaltigkeiten eine globale Verallgemei-
nerung der dufleren Ableitung existiert.

4.10 Theorem FEs gibt genau eine Abbildung
d: QM) — QM) ,

die duflere (oder Cartansche) Ableitung mit folgenden Eigenschaften:
(i) d ist R-linear und bildet Q" (M) nach Q"T*(M) ab.
(ii) d geniigt der Produktregel

dlaAp)=daANB+ (-1)"ands, aeQ' (M), BeQM).

(iii) 2 =dod=0.
(iv) Fiir f € E(M) = QY(M) stimmt df mit dem Differential von f iiberein.
Auflerdem gilt

doh™=h"od (4.18)

fiir h € C*°(M, N).
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Beweis (a) (Existenz) Es sei (¢, U) eine Karte von M. Gemé#fi Theorem 3.5 gibt
es genau eine Abbildung d: Q(¢(U)) — Q(¢(U)) mit den Eigenschaften (i)—(iv).
Wir definieren dy : Q(U) — Q(U) durch die Kommutativitidt des Diagramms

du
QU) - Q)
” . (4.19)
y d
Qp(U)) - Qe(U))

also durch dyy := ¢* o d o p,. Bemerkung 4.4(e) entnehmen wir, daf} ¢, ein Algebra-
isomorphismus ist mit (¢.) " = (p7!).. Damit und mit (4.19) verifiziert der Leser
leicht, dal dyy die Eigenschaften (i)—(iv) besitzt und eindeutig bestimmt ist.

Es sei (v,V) eine weitere Karte von M mit U NV # (). Dann folgt aus
¢ = (¢ o1~1) 01, den Rechenregeln fiir Riicktransformationen und (3.12), daf gilt

dy=¢*odop, =9 o(poyy ™ ) odo(poyp™), o,

* (4.20)
=y odoth, =dy

(natiirlich auf U N V). Folglich ist dy von den speziellen Koordinaten unabhingig.

Es sei { (¢, Uy) 5 k€K } ein Atlas fiir M, und i, : U, — M sei die natiirli-
che Einbettung. Dann definieren wir d: Q(M) — Q(M) durch

da(p) :=dy, [(iﬁ)*a] (p) , a€ (M),

wobei k € K so gewihlt ist, dafl p in U, liegt. Wegen (4.20) ist diese Definition
sinnvoll, und es ist klar, daf d die Eigenschaften (i)—(iv) besitzt.

(b) (Eindeutigkeit) Es seien o € Q" (M) und p € M. Ferner sei (,U) eine
Karte um p. Gem#fl Bemerkung 4.5(c) besitzt «|U in lokalen Koordinaten die

Darstellung
alU = Z agj) dz()
()€,
mit ag;) € £(U). Nun folgt aus (4.19) und den Bemerkungen 3.6(a) und 4.4(e)

dy(a|U) = " dp.(a|U) = ¢* > d(p.ag)) A e.dz?
(el

= Z dyagg Adz) = Z da;) A dz) ,
(1€, (1€,

(4.21)

da dya;) mit dem Differential von a(;) € £(U) iibereinstimmt.

Es sei V eine offene Umgebung von p mit V' CC U. Dann gilt (V) CC ¢(U).
Somit folgt aus Bemerkung 1.21(a) die Existenz von ¥ € D(¢(U)) mit x| (V) = 1.



XI1.4 Vektorfelder und Differentialformen 331

Fir
% auf U |
A 0 auf M\U

gelten x € E(M) und x|V = 1. Hieraus ergibt sich, daf
b(]) = Xa’(]) ) (]) € Jr ) é-j = ij ) 1 S] <m )
zu E(M) gehoren. Also sind die Differentiale d¢?/ € QY (M) definiert, was impli-

ziert, daf}
S by e
(€T,
ebenfalls definiert ist und zu Q(M) gehért.

Es sei nun d eine Abbildung von (M) in sich, welche (i)~(iv) erfiillt. Dann
finden wir leicht
dg =Y dby) AdsD
(7)€l
Fiir a € £(U) erhalten wir aus der Produktregel

d(xa) = adx + x da

(vgl. Korollar VII.3.8 und die Definition des Tangentials). Wegen x|V = 1 ergibt
sich mit der natiirlichen Einbettung i: V — M

(i d(xa)(q),v(q)), = (d(xa)(q),v(q)), = (da(q),v(q)), .  q€V,
fir v € V(M), d.h. d(xa)|V = da|V. Dies und (4.21) implizieren 3|V = «|V und
dB|V = dy (a|V) . (4.22)

Da dy eindeutig ist und jedes p € M eine offene Koordinatenumgebung V' besitzt,
fiir welche (4.22) richtig ist, sehen wir, dafl d = d gilt.

(¢) Um (4.18) zu beweisen, kénnen wir uns aufgrund der vorangehenden Be-
trachtungen auf die lokale Situation beschrinken, d.h. annehmen, es gelte M = U.
Dann folgt die Behauptung aus (4.19) und (3.12) von Theorem 3.5. m

4.11 Bemerkungen (a) Es sei
a|lU = Z ag) dz()
()€,

die Darstellung von « € Q"(M) in den lokalen Koordinaten der Karte (¢,U).
Dann gilt
d(ea|U) = Z dajy A dzV
(1)€T,

Beweis Dies folgt aus (4.21). m
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(b) (Regularitét) Fiir & € N ist die Abbildung

d: iy (M) — QRHH(M) reN,

Ck:+2

definiert und R-linear. Dies bleibt richtig, wenn M eine -Mannigfaltigkeit ist. m

Geschlossene und exakte Formen

Wie in der lokalen Theorie heilit o € (M) geschlossen, wenn do = 0 gilt, und
exakt, wenn es ein 5 € Q(M) gibt, eine Stammform, mit df = a.

4.12 Bemerkungen und Beispiele (a) Wegen d? = 0 ist jede exakte Form ge-
schlossen.

(b) Jede m-Form auf M ist geschlossen.
Beweis Dies ist wegen Q™! (M) = {0} richtig. m

(¢) (Lemma von Poincaré) Es seir € N* und a € Q"(M) sei geschlossen. Dann
ist v lokal exakt, d.h., zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung U von p und
ein 8 € Q" 1(U) mit dB = a|U.

Beweis Es sei (,U) eine Karte um p, derart dal ¢(U) sternférmig ist. Wegen da = 0
und dp o = ¢ daist ¢ o € Q" (¢(U)) geschlossen. Da ¢(U) zusammenziehbar ist, folgt
aus dem Lemma von Poincaré (Theorem 3.11), daB ein 8o € Q" * (p(U)) mit dfo = ¢ o
existiert. Fiir 8:=¢ 8o € Q" '(U) gilt dann df = ¢ dBo = ¢ ¢ o = a|U, was die Be-
hauptung beweist. m

Kontraktionen

Es seien o € Q" (M) und v € V(M). Dann wird die Kontraktion v — « von «
mit v (oder die Einhéngung von v in «) durch

v da(vr,...,vp) = a(v,v1,...,0.) , v;eVM), 1<j<r,
definiert. Statt v — - schreibt man auch 4, und nennt 7,« inneres Produkt von v
mit . Man verifiziert leicht, dal v = « zu Q"(M) gehort. Der Vollstéindigkeit

halber und um Fallunterscheidungen zu vermeiden, setzen wir noch

va:=0, ac QM) .
4.13 Bemerkungen und Beispiele (a) Ist ¢ : M — N ein Diffeomorphismus, so gilt

a) = ¢*(psv — )
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fir o € Q(N) und v € V(M). Insbesondere ist fiir jedes r das Diagramm

P

Qr+1(M) « QrJrl(N)
v — @Y v
\ © \
Q (M)« Q"(N)

kommutativ.

Beweis Ist « eine Nullform, so ist die Behauptung trivialerweise richtig. Also kénnen
wir annehmen, o € Q"T'(N). Dann finden wir fiir p € M und v1,...,v, € T,M

v — (¢ a)(p)(vi,...,vr) = (¢ @) (p)(v(p),v1,...,0vr)
(Trp)v(p), (Tpp)va, . .., (Tpe)vr)

= a(p(p)) )

= a(e(p)) (¢ v(eP), (Tpp)v1, ..., (Tpp)vr)
= (p v =2 ) () (Tpp)vr, - .., (Tpp)vr)
=¢ (pv—a)(p)(vL,...,vr),

was die Behauptung beweist. m

(b) Es seien X offen in H™ und w := dz! A -+ A dz™. Fiir v = >t 019 gilt

m
v4w:Z(—l)jflvjdml/\~-~/\dmj/\-~-/\dxm .
j=1
Beweis Wir setzen v1 := v. Dann gilt fiir va,...,vm € V(X)
(v1 mw)(v2, ..., Vm) =wV1,...,0m) = det[(dmj,vkﬂ .

Durch Entwickeln dieser Determinante nach der ersten Spalte finden wir fiir sie den Wert

i(—l)j+1(dxj,v1>det(Aj) ,

Jj=1

wobei A; die Matrix ist, welche aus [(dz,vy)| durch Streichen der ersten Spalte und
j-ten Zeile entsteht. Hieraus folgt

det(4;) = da’ /\---/\ga?/\---/\da:m(vz,...,vm) .
Wegen

(da? | vy) ka (da? | 8y) =
k=1

ergibt sich nun die Behauptung. m
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(c) Es sei
pr RMTN{0} — 5™, x o z/lz|
die radiale Retraktion'® auf die m-Sphiire in R™ ™.
Ferner seien
m—+1 . . -
a= Y (=1 '@l dat Ao Ndad AN da™
j=1
und
wgm ==a|S™ .
Dann gilt mit r(z) := |z| fiir z € R™*:
1 m+1 1"7 o
* _ o —1 1 ; m+1
pwgm—rmHa—j;(—l)] |x|m+ldx A ANdzd A ANdx ,

und p*wgm ist geschlossen.

Beweis Wegen p € C*°(R™""\{0}, R™") mit im(p) = S™ ist p eine glatte Abbildung
von R\ {0} in S™. Also ist p wsm € Q™ (R™'\{0}) definiert, und wegen Bemer-
kung 4.12(b) und d(p wsm) = p dwsm = 0 ist diese Form geschlossen.

Um die Gleichung p wgm = r~ ™+t zu zeigen, haben wir nachzuweisen, da$ fiir
jedes p € R™T1\ {0} beide Seiten auf jedem m-Tupel eines Systems von Basisvektoren
von T,R™"! ﬁbereinstimmen Es sei also p € R™™\{0}. Eine Basis von T,R™ wird
durch die Vektoren {(p)p, (v1)p, - -, (Um)p} gegeben, wobei {(v1)p, ..., (vm)p} eine Basis
von Tp,(r(p)S™) ist. Enthélt das m-Tupel (w1)p, ..., (wm), den Vektor (p),, so gilt mit
w = dxl A Adz™ wegen (b)

a(p) (W) (wn)y) = ((P)y — w)((wn )
= (D), (w1), ) 0.

da zwei Eintriige gleich sind. Also verschwindet auch r (’"“)( )a(p) auf diesem m-Tupel.
Weiter finden wir

p wsm (p)((wl)p: s (wm)p) = Wsm (P(p)) ((TPP)(wl)p’ cees (TPP)(WM)p)
mit
(Tpp)(wi)p = (p(p), Op(p)w;)
wobei geméfl Satz VII.2.5

p(p)w; = dep(p+tw;)|,_,, 1<j<m,

gilt. Wegen p(p + tp) = p(p) fiir t € (—1,1) folgt insbesondere (Tpp)(p)p = 0. Also ver-
schwindet auch p wsm (p)((w1)p, ..., (wm)p), wenn das m-Tupel (w1)p, ..., (wm)p den
Vektor (p)p enthilt.

13Sind X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X, so heifit eine stetige Abbildung
p: X — A Retraktion von X auf A, wenn p(a) = a fiir a € A gilt. Gibt es eine Retraktion von X
auf A, so ist A ein Retrakt von X.
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Es bleibt,

1

p wsm (p)((vl)Pv EERN} (UW)P> = )m+1 a(p)((vl)Pv EERN (UW)P> (423)

r(p
zu zeigen. Zu (v), € T, (r(p)S™) gibt es aufgrund von Theorem VIL10.6 ein € > 0 und
einy € C*((—¢,¢),r(p)S™) mit v(0) = p und §(0) = v. Wegen p o y(t) = y(t)/r(p) ergibt
sich somit

dp(p)v = (pov) (0) =v/r(p) .

Hieraus leiten wir

p wsm (p)((vl)P7 ey ('Um)p) = T(p)_ma(p(p)) ((Ul)P7 ey (vm)P)
ab, was (4.23), und damit die Behauptung, impliziert. m

(d) (Regularitit) Es seien k € N und M eine C*™'-Mannigfaltigkeit. Fiir o € Q?,:SI(M)
und v € V¥(M) gehért v — o zu Qy(M). m

Orientierbarkeit

GemiB Paragraph 2 kann T, M durch die Wahl einer Volumenform a(p) € A" T M
orientiert werden. Dadurch erhélt man eine m-Form « auf M mit «(p) # 0 fiir
p € M. Umgekehrt induziert jede Abbildung p +— a(p) € A™T,; M mit a(p) # 0
fir pe M auf jedem Tangentialraum 7,M eine Orientierung. Im allgemeinen
wird « aber nicht stetig sein. Dies bedeutet anschaulich, daf§ die Orientierung
der Tangentialriume nicht ,, kohiirent® ist, d.h. beim Ubergang von einem Punkt
zu einem benachbarten ,,umklappen® kann. Um dies zu vermeiden, verlangen wir
zusitzlich, dafl « glatt sei (genauer: so regulir, wie die Regularitit der Mannigfal-
tigkeit es zuldfit).

Die Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar , wenn es ein o € Q™ (M) gibt mit
a(p) # 0 fur jedes p € M, eine Volumenform auf M.

4.14 Bemerkungen (a) Ist M orientierbar, so ist 2™ (M) ein eindimensionaler
E(M)-Modul.

Beweis Es seien « eine Volumenform auf M und 3 € Q™(M). Wegen dim A™7T, M =1
fiir p € M gibt es ein f: M — R mit 8 = fa. Wir miissen zeigen, daf} f glatt ist. In
lokalen Koordinaten gelten

alU=adz' A---Nda™, B|U=bdz" A---Ndz™

mit a,b € £(U) und a(p) # 0 fiir p € U. Hieraus lesen wir 3|U = fa|U ab, wobei f := b/a
zu E(U) gehort. m

(b) (Regularitit) Es seien k € N und M eine C**'-Mannigfaltigkeit. Dann ist M genau
dann orientierbar, wenn es ein o € Q) (M) gibt mit a(p) # 0 fiir p € M. Dies ist genau
dann der Fall, wenn der C*(M)-Modul Q%) (M) die Dimension 1 hat. m



336 XI Mannigfaltigkeiten und Differentialformen

Der folgende Satz zeigt, dafl man die Orientierbarkeit einer Mannigfaltigkeit
auch mit Karten charakterisieren kann.

Sind X und Y offen in H™, so heifit ¢ € Diff(X,Y’) orientierungserhaltend
[bzw. orientierungsumkehrend], wenn det dp(x) > 0 [bzw. det dp(z) < 0] fiir jedes
x € X gilt, d.h., wenn dp(x) € L(R™) fiir jedes x € X ein orientierungserhalten-
der [bzw. orientierungsumkehrender] Automorphismus ist. Ein Atlas von M heifit
orientiert, wenn alle seine Kartenwechsel orientierungserhaltend sind.

4.15 Satz FEine Mannigfaltigkeit der Dimension > 2 ist genau dann orientierbar,
wenn sie einen orientierten Atlas besitzt.

Beweis (a) Es sei M orientierbar, und o € 2™ (M) sei eine Volumenform. Ferner
sei { (¢, Ux) ; K € K} ein Atlas fiir M. Dann gilt (¢x )« = a, da' A+ A dz™ auf

X, = ¢, (U,) C H™ mit a,(z) # 0 fiir v € X,.. Durch Nachschalten des Koordina-

tenwechsels  — (—a!,22,... 2™), falls notig, kénnen wir annehmen, daf a, (z,)

fiir ein x, € X, strikt positiv sei. Da wir voraussetzen konnen, dafl U,, und
damit auch X,;, zusammenhéngend sei, folgt aus dem Zwischenwertsatz (Theo-
rem I11.4.7), dafBl a,(x) > 0 fiir alle z € X, und jedes x € K gilt.

Es seien nun (¢, Ux) und (py, Uy) lokale Karten mit U, N U, # (). Ferner
gelten ¢, = (z,...,2™) und @) = (y',...,y™). Dann finden wir

(erop N (andy' A Ady™ | oa(Ue N UY))
= (en)spr(ardy' A Ndy™ | oA(Us N UY)) (4.24)
= (apﬁ)*a’(UﬁﬂUA) =aedrt A--- Ndx™ .
Geméf Beispiel 3.4(c) gilt
(oxop D dy' Ao Ady™ = det d(px 0o ) dzt A Ada™ .
Durch Vergleich mit (4.24) sehen wir
(ox 09 ) an(@) det D(ox 0 0 ) () = an(z) >0, z € (U NU,) .

Da a) positiv ist, folgt, dafl M einen orientierten Atlas besitzt.

(b) Es sei { (¢x,Usx) ; £ € K} ein orientierter Atlas. Satz 1.20 garantiert die
Existenz einer glatten Zerlegung der Eins {7, ; « € K}, welche der Uberdeckung
{U, ; k € K} von M untergeordnet ist. Fiir x € K wird oy, € Q™(U,;) durch

WH@’;dxlA---Admm inU, ,
Q=
0 sonst ,

festgelegt. Man verifiziert leicht, dafl die Definition
o= Za,{ e Q™M)
reK

sinnvoll ist. Wir miissen zeigen, dafl a(p) # 0 fiir p € M gilt.
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Es sei p € M, und k € K sei so gewihlt, dal 7w (p) > 0. Fiir A € Kmit A # &
und U,, N Uy # 0 folgt, wie in (a),

oax=Taprdyt A ANdy™ = mapi(ea o ) dyt A Ady™
77,\(@2 det(@(@,\ o 90;1))) ordet Ao Ada™

Hiermit erhalten wir

a(p) = (me®) + 3 ma(p) det (9pr 0 01)) (x(p)) )i da’ A+ A da™ ()

AeK

AF#K
wobei nur endlich viele Summanden von Null verschieden sind. Da 7y (p) > 0 gilt
und die Kartenwechsel orientierungserhaltend sind, sehen wir, dafl a(p) # 0. Also

ist & eine Volumenform, und M ist orientierbar. m

Es sei M orientierbar. Dann heifien die beiden Volumenformen «, 8 € Q™ (M)
dquivalent, wenn es ein f € £(M) gibt mit f(p) > 0 fiir p € M und o = f3. Dies ist
offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Volumenformen von M.
Jede Aquivalenzklasse beziiglich dieser Relation heifit Orientierung von M. Ist
Or := Or(M) eine Orientierung von M so heifit (M, Or) orientierte Mannigfaltig-
keit. Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, mit welcher Orientierung M versehen
ist, schreiben wir wieder M fiir (M, Or).

Ist o € Or, so ist —a eine Volumenform, die nicht zu Or gehort. Die zu-
gehorige Aquivalenzklasse wird mit —Or bezeichnet und heiBt zu Or inverse
Orientierung. Es ist offensichtlich, dal —Or unabhingig ist von dem speziellen
Reprisentanten.

4.16 Bemerkungen (a) Eine orientierbare Mannigfaltigkeit ist dann und nur dann
zusammenhangend, wenn sie genau zwei Orientierungen besitzt.

Beweis Es sei M zusammenhingend, und « und g seien zwei Volumenformen. Geméif
Bemerkung 4.14(a) gibt es ein f € £(M) mit o = f. Da « nirgends verschwindet, gilt
f(p) # 0 fir p e M. Weil M zusammenhéngend ist, impliziert der Zwischenwertsatz (vgl.
Theorem I11.4.7), dal entweder f(p) > 0 oder f(p) < O fiir jedes p € M gilt. Folglich ist
entweder zu (8 oder zu —f dquivalent. Also besitzt M genau zwei Orientierungen.

Es sei M nicht zusammenhéngend. Satz I11.4.2 garantiert die Existenz eine nicht-
leeren offenen und abgeschlossenen echten Teilmenge X von M. Ist o eine Volumenform

auf M, so setzen wir
a(p), peX,
B(p) := (®)

Dann ist 3 offensichtlich eine Volumenform mit 8 ¢ Or U (—Or), wobei Or die Aquiva-
lenzklasse von « ist. Folglich besitzt M mehr als zwei Orientierungen. m

(b) Essei M = (M, Or) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Die Karte (¢, U) von M
heifit positiv (orientiert), wenn @, (a|U) fiir & € Or dquivalent ist zu der m-Form
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dz' A--- Ada™|p(U). Andernfalls heit sic negativ (orientiert). M besitzt cinen
Atlas, der nur aus positiven Karten besteht, einen orientierten Atlas.

Beweis Fiir 3 € Orgilt a = fBmit f € E(M) und f(p) >0firpe M. Miti: U — M
folgt hieraus

palU=pia=pi(fB)=(pi fllgip)=ge (BIU),

wobei g := fo o™ € E(p(U)) und g(z) > 0 fiir € p(U) gelten. Dies zeigt, daB die Defi-
nition repriasentantenunabhéngig ist. Die Existenz eines Atlas mit lauter positiven Karten
wurde in Teil (a) des Beweises von Satz 4.15 gezeigt. m

(c) Es sei M orientiert. Dann ist (p,U) genau dann eine positive Karte, wenn
(O1]ps - -+ Omlp) eine positive Basis von T, M fiir p € U ist.

Beweis Fiir o € Q™(M) gilt gemidfl Bemerkung 4.5(c) die Basisdarstellung in lokalen
Koordinaten
alU=adz" A--- Adz™

mit a(p) = a(p)(O1lp, ..., Om|p) fiir p € U. Nun ist die Behauptung klar. m

4.17 Beispiele (a) Jede offene Teilmenge U einer orientierbaren Mannigfaltig-
keit M ist orientierbar.4

Beweis Fiir a € Or(M) ist o|U eine Volumenform auf U. m

(b) Sind M und N orientierbar und ist eine dieser Mannigfaltigkeiten unberandet,
so ist auch die Produktmannigfaltigkeit'® M x N orientierbar.
Beweis Ist { (px,Ux) ; &€ K} bzw. { (A, Va) ; A €L} ein orientierter Atlas von M
bzw. N, so ist leicht zu sehen, dafl {ga,@ X Uy ; (K, A) € Kx L} mit

©n X a(p,q) := (¢x(p),¥r(q)) € R™ x R™, (p,q) € Us x Vi,

ein orientierter Atlas von M x N ist. Da wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit an-
nehmen koénnen, dal M und N mindestens eindimensional sind, folgt die Behauptung
aus Satz 4.15. m

(¢) Jede Mannigfaltigkeit, die durch eine einzige Karte beschrieben werden kann,
d.h. einen Atlas besitzt, der aus einer einzigen Karte besteht, ist orientierbar.

Beweis Dies ist trivial (vgl. den ersten Teil des Beweises von Satz 4.15). m
(d) (Graphen) Es seien X offen in R™ und f € C°°(X,R"). Dann ist graph(f)
eine m-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit des R™*™.

Beweis Aus Satz VIL.9.2 wissen wir, daf§ graph(f) eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™"™ ist. Der Beweis jenes Satzes zeigt, daB

¢:graph(f) — X, (z, f(z)) =z
eine Karte ist, welche graph(f) beschreibt. Also folgt die Behauptung aus (c). m

14 Wir vereinbaren, dafl die leere Menge orientierbar sei.
15Vgl. Aufgabe VIL.9.4 und Aufgabe 3. Warum wurde vorausgesetzt, daB eine der beiden
Mannigfaltigkeiten unberandet sei?
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(e) (Fasernreguldrer Abbildungen) Esseien X offenin R™ und ¢ € {0,...,m —1}.
Ferner sei ¢ ein regulidrer Wert von f € C*°(X, Rmfe). Dann ist die /-dimensionale
Untermannigfaltigkeit f~!(g) von X orientierbar.

Beweis Es seien w:=dz' A--- A dz™ | X und

ARSI i. eV(X), 1<k<m-—1¢.

=1

Mit den Notationen von Bemerkung VII.10.11(a) gilt Vf*(p) = V,f* fiir p € X. Wir
kénnen annehmen, daB L := f~!(g) nicht leer sei. Dann gilt

a:=Vf (vﬂ (e (v _.w)...)HLeQZ(L) .
Satz VI1.10.13 garantiert, daB Vf*(p),..., V™ *(p) linear unabhingig sind. Also ist
o(p) = (V") VI (), --) #0, peEL,

d.h., « ist eine Volumenform auf L. m

(f) Sind M und N diffeomorph, so ist M genau dann orientierbar, wenn N orien-
tierbar ist.

Beweis Es seien f € Diff(M, N) und (¢, U) eine Karte von M. Dann ist ¢ := po f*
eine Karte von N mit V := f(U) = dom(v¢). Da M und N diffeomorph sind, gilt m = n.
Es sei nun 8 € Q™(N) eine Volumenform von N. Dann besitzt 3 beziiglich der lokalen
Koordinaten (y',...,y™) = die Darstellung 3|V = bdy' A --- A dy™ mit b(g) # 0 fiir
q € V. Hieraus folgt

FBIV)=(f b)f (dy' A---Ndy™)=bo fdz" N+ Adz™

wegen f 3’ =pr;oo f=pr, op=2a) mit (z,...,2™) =p. Wegen bo f(p) #0 fiir
p € U sehen wir, dafl f 3 eine Volumenform auf M ist. Nun ist die Behauptung offen-
sichtlich. m

(g) Jede eindimensionale Mannigfaltigkeit ist orientierbar.

Beweis Wir kénnen annehmen, dafl die Mannigfaltigkeit M zusammenhéingend ist, da
es geniigt zu zeigen, dafl jede Zusammenhangskomponente orientierbar ist. Dann ist M
gemif Theorem 1.18 diffeomorph zu einem Intervall J oder zu S*. Da J und S* orientier-
bar sind (wobei die Orientierbarkeit von S* z.B. aus (e) folgt), ergibt sich die Behauptung
aus (f). m

(h) (Hyperflichen) Eine Hyperfliche M in R™"" ist genau dann orientierbar,
wenn es ein glattes Einheitsnormalenfeld auf M gibt, d.h. ein v € C(M,R™")
mit |v(p)| = 1 und v(p) = (p,v(p)) € T,-M fiir p € M.

Beweis Ist v ein Einheitsnormalenfeld auf M, so ist (v — da' A--- Ada™ ) | M eine
Volumenform auf M. Also ist M orientierbar.

Es sei M orientierbar. Ist (¢,U) eine positive Karte m1t p= ( Lo, z™), so
gibt es wegen dim(T}, M) =1 fiir jedes p € U genau ein v(p) = (p,v ) €T, M mit
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lv(p)| = 1, derart daB§ (v(p)

Verkleinern von U kénnen wir annehmen, daf} es offene Mengen U und V vonNRerl
mit U = U N M sowie ein ® € Diff(U, V) gibt, derart daB fiir f:= &' € £(U) gilt:
U= f1(0). Wegen Vf(p) # 0 fiir p € U ist f reguliir. Somit folgt aus Satz VIL.10.13, daB

v(p) =eVip/IVfp)|, peU,

mit e € {£1} gilt. Dies zeigt, dal v glatt ist.

Es sei nun (¢, V) eine zweite positive Karte mit UNV # @ und ¢ = (y*,...,y™),
und p(q) = (q,1(q)) € T, M erfiille p € C=(V,R™"") und |u(q)| =1 fiir ¢ € V. Ferner

) ) . s . m+1
S oetlpr e p) eine positive Basis von T,R ist. Durch

sei (u(q), 621 }q, cee 857,1 ) eine positive Basis von T,R™" fiir ¢ € V. Da die beiden
Basen (321 }p,...7 aa?m p) und (331 }p,..., 3'5’" |p) fir p € UNV gleich orientiert sind,

folgt p(p) = v(p) fiir p € U NV. Nun erhalten wir die Existenz eines Einheitsnormalen-
feldes aus der Existenz eines orientierten Atlas fiir M. m

(i) (Mobiusbénder) Es seien R > 0 und
f:l-mm) x(-1,1) - R?
durch 0 0 0
f0,t) = (<R+tcos 2) cosf, (R+ t cos 2) sin 6, t sin 2)

definiert. Dann ist das Bild M von f eine nichtorientierbare Fliche, ein Mobius-
band. Anschaulich bewirkt die Abbildung f
folgendes: Wegen

F(m,) = (=R, 0, £t) /",
il _
W

verdreht sie das ,Ende“ {7} x (—=1,1) des
Rechtecks [—m, 7] x (—1,1) gegeniiber dem
sAnfang® {—7} x (=1,1) um 180 Grad und
,klebt“ dann die beiden Enden zusammen.

Stellt man f in der Form
f(0,t) = R(cosf,sind,0) + tg(0)

mit g(f) := (cos(6/2) cos 6, sin(6/2) sin6,sin(6/2)) dar, so erhélt man folgende In-
terpretation der Parametrisierung von f: Ein Punkt duchlauft mit der Winkel-
geschwindigkeit 1 die Kreislinie in der (z,y)-Ebene mit Mittelpunkt 0 und Radi-
us R (erster Summand). Ein Stab der Linge 2 ist mit seinem Mittelpunkt (der
Léngsachse) an ihn angeheftet und fithrt withrend dieser Bewegung eine Drehung
um seinen Mittelpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit 1/2 aus, so dafl er nach
einem Umlauf seine Richtung umgekehrt hat (zweiter Summand).

Beweis Der Nachweis, da3 M eine glatte Fléche ist, bleibt dem Leser iiberlassen.
Fur —7 <0 < 7 gilt
v1(0) := 01 f(0,0) = R(—sin#,cos0,0) ,
v2(0) := D2f(6,0) = (cos(0/2) cos b, cos(0/2) sin 6, sin(6/2)) .
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Hieraus folgt, da8 fiir jedes 6 € [—m,7) die in p(6) := f(6,0) angehefteten Vektoren v; (6),
v2(0) eine Basis von T),9yM bilden. Also ist der in p(f) angeheftete Vektor

n(0) := (—v1(8) x v2(0)) /R = (— cosfsin(0/2), — sin O sin(6/2), cos(6/2))

ein Einheitsnormalenvektor fiir —m < 6 < 7. Insbesondere ist n(0) = es.

Wir nehmen an, v: M — R? sei ein Einheitsnormalenfeld mit v(p(0)) = es. Dann
folgt aus der Stetigkeit und der Eindimensionalitédt von T),5) M, daB die Vektoren V(p(@))
und n(f) fir —7 < 6 < 7 iibereinstimmen. Hieraus erhalten wir fiir 6 — 7, wegen der
Relation p(—m) = p(w), daB

—e1 = n(—) = v(p(~)) = v(p(r)) = n(x) = e

gilt, was unmoglich ist. Also gibt es kein glattes (sogar kein stetiges) Einheitsnormalenfeld
auf M, was wegen (h) zeigt, dafl M nicht orientierbar ist. m

(j) (Regularitit) Die obigen Aussagen bleiben mit den offensichtlichen Modifikationen
fiir C*'-Mannigfaltigkeiten richtig. m

Tensorfelder

Es seien 7,5 € N. Dann ist gem#fi Paragraph 2 der Vektorraum 77 (T,M) der
r-kontravarianten und s-kovarianten Tensoren auf T,M wohldefiniert, also auch
das Biindel der (r, s)-Tensoren auf M,

T7(M) = | TH(T,M) .
peM

Unter einem (r,s)-Tensor, genauer: einem r-kontravarianten und s-kovarianten
Tensor, auf M versteht man einen Schnitt dieses Biindels, d.h. eine Abbildung

y: M — TIHM) mit y(p) e To (T,M), peM.

Sind y und & (r, s)-Tensoren auf M und f € RM | so werden die Summe, v + 8, das
Produkt mit Funktionen, f~, und das Tensorprodukt, v ® §, wieder punktweise
definiert:

(Y+9)(p) :==7() +6(p), (f1)P):=f(), vRip) =) @di(p)

fir p € M. Ebenso wird die Wirkung von v € T7 (M) auf ein r-Tupel a1, ..., a,
Pfaffscher Formen und ein s-Tupel vy, . .., vs von Vektorfeldern punktweise erklért:

Yl ..., v1,. .., 06)(p) = 'y(p)(oq(p)7...7aT(p),v1(p), .. .,vs(p)) , peEM.

SchlieBlich sei ¢ € Diff' (M, N). Dann definieren wir die Vorwirtstransformation
(den push forward) von v € T7 (M) mit p durch

(@*7)(041’ ceey Qe UL, . 7US) = (’Y o @_1)«0*0‘1’ .. '790*047’7@*1]1’ .. '790*/1]3) )
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wobei ayq, . .., a, Pfaffsche Formen und vy, ..., vs Vektorfelder auf IV sind, und wir

©*v = (¢ ). (4.25)

fiir das Vektorfeld v auf N gesetzt haben. Natiirlich ist dann ¢*7y := (p~1).v die
Riicktransformation (der pull back) von v € T} (N).

Es sei k € NU {co}. Dann gehért der (r, s)-Tensor 7 zur Klasse C* (oder: ist
k-mal stetig differenzierbar bzw. glatt im Fall £ = c0), wenn es um jeden Punkt
von M eine Karte (p,U) gibt, derart dafi p.vy ein (r,s)-Tensor auf ¢(U) der
Klasse C* ist. Die Menge aller glatten (r, s)-Tensoren auf M bezeichnen wir mit

77 (M) .

S

Bei den Beweisen der folgenden Bemerkungen handelt es sich um einfache
Ubertragungen der entsprechenden Resultate der Paragraphen 2 und 3 in Analogie
zu den entsprechenden Beweisen fiir Differentialformen.'% Sie bleiben deshalb dem
Leser zur Ubung iiberlassen.

4.18 Bemerkungen (a) Die Definition der Differenzierbarkeit ist koordinaten-
unabhéngig.
(b) 77 (M) ist ein £(M)-Modul. Die Tensorproduktabbildung

®: TN M) x T2(M) — T (M) . (1,0) =y @6

s1+S2
ist £(M)-bilinear und assoziativ.
(c) Der (r, s)-Tensor v auf M ist genau dann glatt, wenn fiir alle vy, ...,vs € V(M)
und ay, ..., q, € QY M) gilt:

Yl .., v1, .., 0) € E(M) .

(d) Es sei (p,U) eine Karte von M. Dann ist

{ 0 0

s © @ 5o, @S @ @dat ji,kie{l,...,m}} (4.26)

eine Modulbasis von 7.7 (M). Es gilt genau dann v € 7.7 (U), wenn die Koeffizienten
von v in der Basisdarstellung (4.26) glatt sind.

(e) Es sei ¢ € Diff(M, N). Dann bildet ¢, den Modul 7 (M) auf 7,7 (N) ab und
operiert kovariant
(o) =tuows, (dua)s=idrrar -

16Djese Repetition kann vermieden werden, falls man zuerst die (elementare) Theorie der Vek-
torbiindel entwickelt.
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Analog gilt ¢* (77 (N)) = T (M) und ¢* operiert kontravariant. SchlieBlich ist .,
und somit auch ¢*, mit der Tensorproduktabbildung vertréglich:

Px(Y®0) = a7y @ Pud .

(f) Fiir f e C®(M,N) und v € T°(N) wird die Riicktransformation (der pull
back), f*v, von v mit f durch

(v, ... v8) == (yo f)((Tf)vl, e (Tf)vs) , V1,05 € V(M)
festgelegt mit ((7'f)v)(p) := (T, f)v(p) fiir p € M. Dann ist die Abbildung
fTAN) S TM) oy fry

wohldefiniert, R-linear, operiert kontravariant und ist mit der Tensorproduktab-
bildung vertriglich. Auflerdem stimmt sie fiir f € Diff (M, N) mit der bereits de-
finierten Riicktransformation iiberein.

(g) T34(M)=V(M), T(M)=QYM), und die Dualitiitsabbildung (-,-) ist ein
(1,1)-Tensor auf M.

(h) (Regularitét) Es sei k € N. Dann gelten die obigen Aussagen sinngemif, falls M
eine C*T'-Mannigfaltigkeit ist und C' iiberall durch C* ersetzt wird. m

Aufgaben

1 Essei N eine Untermannigfaltigkeit der unberandeten Mannigfaltigkeit M. Dann gilt
(mit der kanonischen Identifikation) V*(N) C V(M) fiir k € NU {oco}.

2  Man zeige: Fiir « € Q"(M) und 8 € Q(M) sowie v € V(M) gilt
va(@AB)=woa)AB+(-1)"an(v—p).

3 Man verifiziere die Aussagen, die im Beweis von Beispiel 4.17(b) gemacht sind.

4 Fiir a € Q'(M) und v € V(M) berechne man d({a,v) in lokalen Koordinaten.
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Aus Paragraph VII.10 wissen wir bereits, daf das euklidische innere Produkt (-|-)
des Umgebungsraumes R™ durch Restriktion auf jedem Tangentialraum T}, M einer
Untermannigfaltigkeit M ebenfalls ein inneres Produkt induziert. Folglich kénnen
wir auf T,M Lingen und Winkel messen. So kénnen wir z.B. feststellen, dafl
sich zwei Kurven I'y und T’y auf M im Punkt p orthogonal schneiden, indem wir
nachweisen, daf die Tangentialrdume 7},I'; und T},I's in T;, M senkrecht aufeinander
stehen.

Die von R™ auf M, genauer: auf dem Tangentialbiindel von M, induzierte
euklidische Struktur ist die Grundlage fiir die Integrationstheorie auf Mannigfaltig-
keiten, die wir im néchsten Kapitel behandeln. In diesem Paragraphen studieren
wir einige Konsequenzen, die sich aus der Existenz einer euklidischen Struktur
auf M ergeben und untersuchen explizite Beispiele. Auflerdem fithren wir den
Hodgeschen Sternoperator und die Koableitung ein, welche fiir ein tieferes Ein-
dringen in die Theorie der Differentialformen — insbesondere auch im Rahmen der
(Theoretischen) Physik — von Bedeutung sind.

Um dem Leser den Einstieg zu erleichtern, betrachten wir zuerst nur den
Fall der von (-|-) auf M induzierten euklidischen Struktur. Es zeigt sich aber, da8
alle abstrakten Sétze in einem wesentlich allgemeineren Rahmen, ndmlich dem der
Riemannschen Geometrie, richtig bleiben. Da diese Tatsache von grofler theoreti-
scher und praktischer Bedeutung ist, fithren wir sodann den Begriff der (pseudo-)
Riemannschen Metrik ein, der den allgemeinen Rahmen fiir die nachfolgenden Be-
trachtungen bildet.

Fiir den gesamten Paragraphen gilt:

e M ist eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R™ bzw. R™;

e Die Indizes i, j, k, [ laufen immer von 1 bis m, falls nichts anderes angegeben
ist, und > ; bedeutet, dal von 1 bis m summiert wird.

Das Volumenelement

Es sei M orientiert. Dann induziert Or auf jedem Tangentialraum 7}, M eine Orien-
tierung. Aulerdem ist 7, M ein Innenproduktraum mit dem von dem euklidischen
Skalarprodukt des Umgebungsraumes R induzierten inneren Produkt (-| -)p- Folg-
lich gibt es gemifl Bemerkung 2.12(b) ein eindeutig bestimmtes Volumenelement
wp auf T, M. Also wird durch

(.dM(p)Z:UJp, pEM,

eine m-Form auf M definiert, das Volumenelement von M.
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5.1 Satz Es sei M orientiert. Dann gehért was zu Or(M). Ist (o, U) eine positive

Karte mit ¢ = (x',...,2™), so gilt

wp |U =VGdzt A--- A da™ (5.1)
mit der Gramschen Determinante G := det[g;x] € £(U) und

gjk(p) = (8j‘17’ak|:ﬂ)pﬂ 1<jk<m, pelU.

Bezeichnet g, :=io@~' € C®(p(U),R™), mit i: M — R™, die zu ¢ gehérige
Parametrisierung, so gilt

Pgin(®) = (0;90(2) | Orgp(2)) ,  1<jk<m, zcoUU). (5.2)

Beweis Da (0ilp,...,0ml|p) cine positive Basis von T}, M ist, folgt aus Satz 2.13
wp = /G(p)dz' A--- Adz™(p) , peU.
Also gilt (5.1). Wegen
pu(wr |U) = @ VGdz' A+ Ada™ | p(U)

mit p.v/G = /G o =1 folgt aus Bemerkung 4.3(a), daf (5.2) erfiillt ist. Weil das
Skalarprodukt und die Determinantenfunktion glatt sind (vgl. Satz VII.4.6 und
Aufgabe VII.4.2) und da G(p) > 0 fiir p € U gilt, erhalten wir aus der Kettenregel

0. VG € E(p(U)). Also ist wyy |U glatt, was wy € Or beweist. m

5.2 Bemerkung (Regularitéit) Die Aussagen dieses Satzes bleiben mit den offensichtlichen
Modifikationen richtig, wenn M eine C''-Mannigfaltigkeit ist. m

5.3 Beispiele (a) (Offene Mengen in H™) Essei X eine nichtleere offene Teilmen-
ge von H™. Dann wird X mit der natiirlichen Orientierung versehen, beziiglich der
jeder Tangentialraum T, X = T,R" mit p € X natiirlich orientiert ist, d.h. so, daf
die kanonische Basis ((e1)p, ..., (em)p) positiv ist. Dann ist das Volumenelement
von X durch

wx :dml/\-~-/\dxm’X

gegeben. Die triviale Karte (idx, X) ist positiv.

(b) (Fasern regulérer Abbildungen) Es sei X offen in R™, und ¢ sei ein regulérer
Wert von f € £(X) mit M = f~1(q) # 0. Wir versehen die Hyperfliche M wie
folgt mit der von V[ induzierten Orientierung Or(M,V f): Fiir jedes p € M ist
(v1,...,Um—1) genau dann eine positive Basis von T}, M, wenn

(Vf(p),v1,. .., Um-1)
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eine positive Basis von T, X = T,R™ ist mit Vf =", O f 5‘/8:0’“. Mit dem Ein-
heitsnormalenfeld

v=V1/Vf|

von M ist das Volumenelement von (M, Or(M,Vf)) durch wy := (v —wx)|M
gegeben.

Im Fall m = 3 ist (v1 (p),vg(p)) genau dann eine positive Basis von T,M,
wenn die drei Vektoren (vl, va, I/(p)) eine ,,rechtshidndige Basis“ von TPR3 bilden.
Hierbei ist (wi, w2, ws3) genau
dann eine rechtshindige Basis, 3 2
wenn diese drei Vektoren in die- \Ll
ser Reihenfolge die Richtung der
(in natiirlicher Weise) senkrecht
zueinander ausgestreckten Dau-
men, Zeigefinger und Mittelfin-
ger der rechten Hand angeben
koénnen (Rechte-Hand-Regel).

Beweis Da ¢ ein regulirer Punkt ist, gilt Vf(q) # 0 fiir ¢ € M. Nach dem Satz vom
reguldren Wert ist M eine glatte Hyperfliche in X. Der Beweis von Beispiel 4.17(e)
zeigt, dal was eine glatte Volumenform ist. Nun ist alles klar. m

(c) (Sphiiren) Die m-Sphiire S™ in R wird fiir
m € N durch das duflere Einheitsnormalenfeld

v(z) = (z,z) € T,R™

kanonisch orientiert. Im Fall m = 0 besteht S° aus \
den beiden Punkten {1} C R, und das #duBere
Einheitsnormalenfeld wird in 1 [bzw. —1] durch

(1,1) € T1R [bzw. (—1,—1) € T_1R] gegeben.!

Im Fall m = 1 stimmt die kanonische Orientierung von S' mit der in Be-
merkung VIIL5.8 angegebenen iiberein. Also ,durchliuft man S' genau dann in
positiver Richtung®, wenn man dies im Gegenuhrzeigersinn tut. In diesem Fall
stimmt v mit dem negativen Normaleneinheitsvektor —n im Sinne des Frenetschen
Zweibeins iiberein.

Das Volumenelement der kanonisch orientierten m-Sphire ist die m-Form?
(v — wgm+1) | S™
m+1 .
= 2(71)3_1303 de' Ao ANdxd Ao ANda™ T S™
j=1

wem =

1Vgl. Beispiel 1.17(a).
?Dies rechtfertigt die in den Beispielen 4.6 und 4.13(c) verwendeten Bezeichnungen.
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Die Karte (¢4, ST"), welche die obere [bzw. untere] Hemisphére S7* dadurch be-
schreibt, da8 ST parallel zur 2™ !-Achse auf B x {0} projiziert wird, ist positiv
orientiert, wenn m gerade [bzw. ungerade] ist, und negativ fiir ungerades [bzw.
gerades| m.

Die zur sphirischen Koordinate gehorige Karte von S! ist positiv, die zu den
sphirischen Koordinaten von S? gehorige Karte negativ.

Beweis Die Formel fiir wgm ist ein Spezialfall von (b). Die Aussagen iiber die verschie-
denen Karten von S™ folgen aus den Beispielen 4.6(a)—(b). m

(d) (Graphen) Es seien X offen in H” und f € C°°(X,R™). Dann ist die natiirli-
che Orientierung des Graphen M := graph(f) diejenige, fiir welche die natiirliche
Karte (¢, M) mit

o: M —R", (2, f(x)—z

positiv ist. Im Fall n =1 gilt fiir das Volumenelement wj; die lokale Darstellung
wa | M = \/14 |Vf2dat A--- A dz™
mit Vf = 27]11 0, 0.
Beweis Wegen g,(z) = (z, f(z)) fiir € X = (M) folgt aus Bemerkung 4.3(a)
dilp = (p, (e, 0;f(2)) € LR™ | p=(z,f(z))eM, 1<j<m,

wobei T, M kanonisch mit dem Untervektorraum (Typiar)(T, M) von T,R™identifiziert
wird. Mit d; := 0;f erhalten wir somit g;x = d;r + d;jdk.
Es sei Dy, := [¢ gjx]. Dann folgt

14+d? dids -  didm
dody  14d3 -+ dodm
G = det Dy, = det ) ) )

dmdy  dmda 1+d;,
0 ds
Dyt Dy :
= det d? m—l -

0 + d;,, det Cds

dmdl dmdm—l 1 dl dm—l 1

Subtrahieren wir in der letzten Determinante das dj-fache der letzten Spalte von der
j-ten Spalte fiir 1 < j < m — 1, so finden wir, daf} sie den Wert 1 hat. Hieraus ergibt sich
die Rekursionsformel

det Dy, = det Dp—1 + do,

Wegen det D1 =1+ d% erhalten wir somit
G=detDpy =14+di 4+ +d2 =1+ |V,

also die Behauptung. m
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(e) (Kurven) Es seien J ein perfektes Intervall in R und : J — R™ eine glatte
Einbettung. Dann ist M := ~(J) eine eingebettete Kurve in R™. Ferner sei M
durch ~ orientiert, d.h., (v(t),7(t)) sei eine positive Basis von 1%y M fiir t € J.
Schliellich sei ¢ : M — R mit v = ip 0 o~ ! die zu v gehorige Karte von M. Dann
gilt wyy = || dt.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 5.1. m

(f) (Parametrisierte Flichen) Es sei X offen in H?, und h: X — R" sei eine glat-
te Einbettung. Dann ist M := h(X) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
in R", eine Fliche in R", welche durch eine einzige Karte beschrieben wird. Also
ist M orientierbar. Unter der durch die Parametrisierung 5 induzierten Orien-
tierung verstehen wir diejenige, fiir welche (91h(z), d2h(x)) fiir jedes z € X eine
positive Basis von Tj,(,) M ist.

Es sei p: M — R? mit ¢ = (u,v) die zu h gehérige Karte, d.h. b =iy 0 o~ L.

Mit den klassischen Notationen
E:=|0h*, F:=(01h|02h), G:=|02h/?

gilt
wyr = VEG — F2du A do .

Beweis Dies folgt aus ¢ G =EG —F>. m

(g) (Berandungen) Es sei M eine berandete orientierte Mannigfaltigkeit, und
v(p) sei der duflere (Einheits-)Normalenvektor von M in p € M. Dann heifit
die Basis (v1,...,Um—1) von T,0M positiv, wenn (V(p),vl, . ,vm_l) eine posi-
tive Basis von T,M ist. Dadurch wird auf 0M eine Orientierung festgelegt, die
von der dufleren Normale induzierte Orientierung. Fiir das Volumenelement wg s
von OM gilt

wonm = (Vv 2 wp) |OM =i (v — war)

mit der kanonischen Einbettung igys : OM — M.

Offensichtlich handelt es sich bei (¢) um einen Spezialfall dieser Situation.
Man beachte auch, dal die von der &uleren Normale induzierte Orientierung nicht
mit der von V f induzierten Orientierung iibereinstimmen mu$, falls 9M wie in (b)
als Faser einer reguléiren Abbildung dargestellt werden kann.

Beweis Aus Theorem 1.15 und Bemerkung 1.16(a) wissen wir, dafl v lokal in der Form
v(p) = Vf(p)/|Vf(p)| geschrieben werden kann, wobei f eine glatte Funktion ist, fiir die
Vf(p) # 0 gilt. Dies zeigt, daBl das Einheitsnormalenvektorfeld glatt ist. Hieraus folgt
leicht, daB (v — war) |OM zu Q™ (OM) gehort. Ist (v1, ..., Um—1) eine ONB von T,0M,
S0 ist (I/(p),’Ul, e ,vm_1) eine ONB von T, M. Falls (I/(p),’Ul, .. .,vm_1) eine positive
ONB von T, M ist, gilt

1= wM(l/(p),U1, . ..,vm_l) = 2wm)p)(vi, ..., Vm—1) -

Nun ist die Behauptung klar. m
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(h) Es sei m > 2. Dann stimmt die von der dufleren Normale v = —e,,, induzier-
te Orientierung von OH™ = R™ ™! genau dann mit der natiirlichen Orientierung
von R™™! {iberein, wenn m gerade ist.

Beweis Dies lesen wir aus
det[v,e1, ... em—1] = (—1)" detler, ..., em—1,—€m] = (—=1)™

ab. m

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

In Satz 5.1 haben wir wesentlich davon Gebrauch gemacht, daf jeder Tangential-
raum 7}, M in natiirlicher Weise mit einem inneren Produkt, das differenzierbar mit
p € M variiert, versehen ist. Derartige Situationen treten sehr haufig auf, wobei
die Skalarprodukte auf T'M oft in anderer Weise erzeugt werden. Deshalb ist es
sinnvoll und niitzlich, auf diesen Sachverhalt etwas genauer einzugehen.

Eine Riemannsche Metrik auf M ist ein Tensor g € 7.0(M), so dafl g(p) fiir
jedes p € M ein inneres Produkt auf T, M darstellt. Dann heifit (M, g) Riemann-
sche Mannigfaltigkeit.

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Im folgenden schreiben wir
oft ((z',...,2™),U) fiir die Karte (¢,U) von M mit ¢ = (2',...,2™). Dann
setzen wir

i = g(a‘;, aik) € E(U) (5.3)
und
[g"] = [gju] ' € C®(URLE™) , G :=det[gp] € E(U) . (5.4)

Man nennt g auch (ersten) Fundamentaltensor, [g;i] ist die Darstellungsmatrix
von g in den lokalen Koordinaten (x!,...,2™), die (erste) Fundamentalmatrix,?
und G heifit wieder Gramsche Determinante.

5.4 Bemerkungen (a) Ist g eine Riemannsche Metrik auf M, so ist die Abbildung
V(M) x V(M) —EM), (v,w)— g(v,w) (5.5)
wohldefiniert, bilinear, symmetrisch und positiv in dem Sinne, dafl gilt

g(v,v) >0, gv,0)=0<=v=0. (5.6)

Beweis Die Aussage, dafl die Abbildung (5.5) wohldefiniert ist, folgt unmittelbar aus
Bemerkung 4.18(c). Die restlichen Behauptungen sind direkte Folgerungen aus den Ei-
genschaften von Skalarprodukten. m

3Vgl. Bemerkung VII.10.3(b).
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(b) Essei ((z!,...,2™),U) eine Karte der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).
Dann gilt

j k
glU = Zj,kgjkdm] ® dz” .
In diesem Zusammenhang schreibt man meistens dad dz® fiir dad ® da®.
Beweis Gemif (4.8) besitzt v € V(U) die Basisdarstellung
; 0
= da’ .
v ZJ< z’,0) dxi
Hieraus, aus der Bilinearitéit der Abbildung (5.5) und der Definition von dz’ ® dz*

und g;i erhalten wir die Behauptung. m

(c) Essei ((z',...,2™),U) eine positive Karte der orientierten Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Dann gilt fiir das Volumenelement wy; von M

wy|U =VGdat A~ Ada™ .

Beweis Dies folgt aus Satz 2.13. m

(d) Es sei g eine Riemannsche Metrik auf M, und (z!,...,2™) bzw. (y!,...,y™)
seien lokale Koordinaten auf der offenen Menge U von M. Dann gilt

_ i 7 k _ r s
glU = Zj,k gk dr! @ dz” = Zns grs dy” @ dy
mit . i
oz’ Oz
grs:Zqu oy ays T 1<rs<m.
Beweis Wegen

. J
dx]:Z g;dyr, 1<r<m,

ist dies eine Konsequenz von (b). m

(e) Verlangt man von g € 7°(M) nur, daf fiir jedes p € M die Bilinearform g(p)
auf T, M symmetrisch und nicht ausgeartet sei, so heifit g indefinite Riemannsche
Metrik, und (M, g) ist eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. In diesem Fall
verwenden wir die Notationen (5.3) und (5.4) ebenfalls. Dann bleiben (a), (b)
und (d), mit Ausnahme von (5.6), richtig. Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit ist
auch pseudo-Riemannsch.

(f) Es sei (M,g) eine (pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeit, und W sei offen
in M. Gilt fiir vy,...,v, € V(W)

g(vj,vr) = £0i , 1<jk<m,

so heifit (vi,...,v,) Orthonormalrahmen auf W. Im Falle einer Riemannschen
Mannigfaltikeit gilt natiirlich g(v;, v;) = 1 fiir 1 < j < m. Ein Orthonormalrahmen
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(v1,...,vm) auf W ist somit ein m-Tupel von (glatten) Vektorfeldern auf W, die in
jedem Punkt p € W eine ONB (beziiglich des (indefiniten) inneren Produktes g(p)
von T, M) bilden. Im allgemeinen braucht es keine Orthonormalrahmen zu geben,
da es gemifl Bemerkung 4.5(d) ja noch nicht einmal m Vektorfelder geben musf,
die in jedem Punkt linear unanhéngig sind.

Ist (¢, U) eine Karte von M, so gibt es einen Orthonormalrahmen auf U.

Beweis Die Basisvektorfelder 01, ...,9m € V(U) sind in jedem Punkt linear unabhéngig.
Da g nicht ausgeartet ist, erzeugt man mittels des Gram-Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahrens (z.B. [Art93, §§ 7.1 und 7.2]) hieraus einen Orthonormalrahmen. Die
genauere Ausfithrung bleibt dem Leser iiberlassen. m

(g) Es sei (M, g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist (¢, U)
eine positive Karte von M mit ¢ = (z!,...,2™), so setzen wir

wy|U := /|Gldat A - A dz™ .

Dadurch wird eine Volumenform, wy; € Q™ (M), auf M definiert, das Volumen-

element von M. Fiir jeden positiven Orthonormalrahmen (vy, ..., v,;,) auf U gilt
wyp (V1,0 0m) =1

Beweis Wir zeigen zuerst, dafl wys € Q™ (M) wohldefiniert ist. Dazu seien (e1, ..., €m)

ein fest gewithlter positiver Orthonormalrahmen auf U und (¢',...,e™) der zugehorige

Dualrahmen, d.h., es gelte e/ € Q' (U) und (¢7, e},) = &}, fiir 1 < 5,k < m. Dann folgt aus
Bemerkung 2.18(d), daf

e A Ae™ = /|Gldz A Ada™

gilt. Da dies fiir jedes positive Koordinatensystem (', ..., z™) auf U richtig ist, folgt, dafl
wum |U € Q™ (U) wohldefiniert ist, unabhéngig von der speziellen Wahl der lokalen Koor-
dinaten. Es sei nun { (pa,Ua) ; v € A} ein positiver Atlas von M, und (va,1,...,Va,m)
sei ein positiver Orthonormalrahmen auf U, mit Dualrahmen (¢l,...,e%). Dann defi-
nieren wir was auf M durch was |Uy := €l A--- Ae™. Aus den vorstehenden Uberlegun-
gen folgt, daBl wys wohldefiniert ist und zu Q™ (M) gehort. Die letzte Behauptung ist
nun klar. m

(h) (Regularitit) Es seien k € N und M eine C*T*-Mannigfaltigkeit. Dann bleiben die
obigen Definitionen und Aussagen richtig, wenn iiberall V(M) bzw. £(M) durch V¥ (M)
bzw. C*(M) ersetzt wird. m

Es sei (IV,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und f: M — N sei eine
Immersion. Dann ist f*g eine Riemannsche Metrik auf M, die mit f von N auf M
zuriickgeholte Metrik. Ist M eine Untermannigfaltigkeit von N und ist i : M — N
die natiirliche Einbettung, so ist i*¢g die von N (genauer: von (N, g)) induzierte
Riemannsche Metrik.
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Sind (M, g) und (N, ¢) Riemannsche Mannigfaltigkeiten und ist f: M — N
eine Immersion, so heifit f isometrisch, wenn g = f*¢g gilt. Ist f ein isometrischer
Diffeomorphismus, so sind die Mannigfaltigkeiten M und N isometrisch isomorph.

5.5 Beispiele (a) Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und (¢, U)
sei eine Karte mit ¢ = (2*,...,2™). Dann sind (U, g) und (¢(U), p.g) isometrisch
isomorph. Hierbei gilt

— ) J drF
Pxg = ZM gjr do’ dx
Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Fundamentalmatrix. m

(b) Der R™ ist eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der euklidischen Metrik
gm = (-]-), der Standardmetrik. Also induziert R™ auf M eine Riemannsche Me-
trik g, die wir ebenfalls Standardmetrik nennen. Sie ist offensichtlich unabhéngig
von R™ in dem Sinne, daf8 R™ dieselbe Metrik auf M induziert, wenn M in R"™ liegt.
Insbesondere gilt g(p) = (+|-), fiir p € M (mit der bis jetzt verwendeten Notation)
fir das von (-|-) in T, M induzierte Skalarprodukt.

Ist (p,U) eine Karte von M mit ¢ = (2',...,2™) und ist h:=io¢ ! mit
i: M — R™ die zugehorige Parametrisierung, so gilt

0rg = Z]"k(ajhmkh) da? da®

Mit anderen Worten: Die erste Fundamentalmatrix [g;x] ist beziiglich der lokalen
Koordinaten (x!,...,2™) durch

[(95h|0kh)] € C=(p(U),R™*™)

gegeben. Dies ist konsistent mit Bemerkung 5.4(b) und zeigt auch, dafl Satz 5.1
ein Spezialfall von Bemerkung 5.4(c) ist.

Beweis Aus g =i g folgt © g= (¢ ') i gm = h gm. Bs seien (y',...,y™) die eukli-
dischen Koordinaten von R™. Dann gilt

=> ('), hgn=)Y_ h(d/®@dy)=> dn’ @dhn’
j=1 Jj=1 Jj=1

wie leicht aus der Definition der Riicktransformation des (0, 2)-Tensors dy? @ dy’ und aus
Beispiel 3.4(a) folgt. Nun ist die Behauptung eine einfache Konsequenz aus der Bilinea-
ritét der Abbildung (o, 3) — a ® 3 fiir o, 8 € Q' (¢(U)) und aus dh? =3, Ok’ dz*. m

(c) (Graphen) Es seien X offen in H™ und f € C*°(X,R"). Ferner bezeichne M
den Graphen von f, und

o: M —R", (2, f(x)—z

sei die natiirliche Karte (¢, M). Dann gilt fur die Standardmetrik g von M
Z da?) +Z (9; f|On f) da? dac®
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Insbesondere gilt im Fall einer Fliche (m = 2)
9=+ 0uf1*)(dx)? +2(01f |02 f) dxdy + (1 + |02£1%)(dy)*

Beweis Wegen g;i =k + (0;f |0k f) fiir 1 < j,k < m folgt dies aus (b). m

(d) (Parametrisierte Flichen) Es seien X offen in H? und h: X — R" eine Ein-
bettung. Dann ist die Standardmetrik der Fliche M := h(X) durch

= E(du)? + 2F dudv + G(dv)?

gegeben, wobei wir die Notationen von Beispiel 5.3(f) verwenden.

(e) (Ebene Polarkoordinaten) Es sei V5 := (0,00) x (0,27). Dann ist die Polar-
koordinatenabbildung

fa: Vo =R, (r,0) = (2,y) = (rcos g, rsing)
eine Einbettung mit M := fo(V2) = R*\ (RT x {0}), und
92| M = (dx)* + (dy)* = (dr)* + r*(dg)?
Beweis Dies folgt leicht aus (d). m
(f) (Kreiskoordinaten) Beziiglich der Parametrisierung
h:(0,21) — R?, t+s (cost,sint)

von ST\ {(1,0)} gilt fiir die Standardmetrik der Kreislinie: gg: = (dt)?.
Beweis Wegen |0h| = 1 folgt dies aus (b). m
(g) (m-dimensionale Polarkoordinaten) Es seien m > 3 und*

fm: Vip = R™ (0,01, ..., Op2) = (2%, 23, ..., 2™)

die (Restriktion auf V,,, der) Polarkoordinatenabbildung (X.8.17). Dann ist fy,
eine Parametrisierung von R™\ H,,_1, und

m m—2
Z (dz?)? = (dr)?® 412 amo(dgp + Z ko (dUy) }
j:l k=1
mit
m—2
Q1 1= H sin219i, 0<k<m-3, Gmom—2 = 1.
i=k+1

4Wir verwenden die Notationen von (X.8.11)—(X.8.24).
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Insbesondere gilt fiir die Kugelkoordinaten (m = 3)

(dz)? + (dy)® + (d2)? = (dr)? + r?[sin® 9(dyp)? + (d9)?] .

Beweis Mit y = (r,2) € R x R™ ! lesen wir aus (X.8.14)
N fm(y) = hm—1(2) ,  9jfm(y) = rdj—1hm—-1(2) ,  2<j<m, (5.7)

ab. Also impliziert (X.8.13)

|01 fm|> =1 . (5.8)
Differenzieren von |hm_1|2 =1 ergibt (Am—1|0khm—1) =0 fiir 1 <k <m — 1. Also folgt
aus (5.7)

(O1fm (W) |0k fm (y)) = 7 (hm—1(2) | Ok—1hm—1(2)) =0 , 2<k<m. (5.9)
Aus (5.7) erhalten wir auch
(9 fm () | O fin () = 72 (8j—1hm—1(2) | Ok—1hm—1(2)) ,  2<jk<m. (5.10)

Die Rekursionsformel (X.8.12) fithrt mit z = (2 , zm—1) € R™ ™2 x R zu
Ojhm—1(2) = (0jhm—2(2 ) sin 2m—1,0) , 1<j<m—2, (5.11)

und
Om—1hm-1(2) = (hm_z(z ) COS Zm—1, — sin zm_l) .
Hieraus und aus (X.8.13) folgt

|Om—1hm—1(2)]> = |hm—2(2)|* cos® zZm—1 +sin”® zp—1 = 1

und, analog wie oben,
(05hm=1(2) | Om—1hm—1(2)) = sin zm—1 €08 Zm—1 (hm—2(2 ) |Dhm—2(z )) =0
fiir 1 <7 <m—2. Mit (5.7) beweist dies
O fn(2)* =12, (8jfm|Omfm) =0, 2<j<m-—1. (5.12)
Schliefllich ergibt sich aus (5.11)
(8]‘hm—1(z) } akhm_l(z)) — sin’? zm_l(ajhm_g(z ) } Orhm—2(z )) , 1<j<m-2.

Somit erhalten wir aus (5.7) und (5.10) die Rekursionsformel

(0 fm (V) | O fn () = si0® 2in—1(0; frn—1(y ) | Ok frn—1(y ) (5.13)

fir 2<jk<m-—1und y=(y,ym) € R™ ' xR. Da (5.8) und (5.12) fiir alle m >3
richtig sind, ergibt sich aus (5.13) induktiv

10) fm|> = 2amj—2, 2<j<m-1, (5.14)

und

Nun folgt die Behauptung aus (5.8), (5.9), (5.12), (5.14), (5.15) und (b). m
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(h) (m-dimensionale sphérische Koordinaten) Es sei m > 2, und
hm: Wm_)Rerl 5 (3071917"'3191%71)'_)(y17y27"'ﬂym+1)
mit W, := (0,27) x (0,7)™! und

1 . . .
Y = cospsint; sindy - - -sind,, 1 ,
2 . . . .
Y = sinpsind; sindy - - -sin -1
3
Yy

cosd sintdy - - -sinty, 1 ,

y" = co8Vy_osinty, 1 ,

ym+1 = cos V1

sei die Abbildung der (m-dimensionalen) sphérischen Koordinaten.® Dann ist h,,
eine Parametrisierung der offenen Teilmenge U,, := S™\ H,, der m-Sphiire. Fiir
die Standardmetrik, ggm, von S™ gilt
m—1
gsm = am11,0(d9)” + Y amy1k(ddy)* .
k=1
Insbesondere gilt fiir die 2-Sphére (mit ¢ := )

gs2 = sin® ¥(dp)? + (dv)? .
Beweis Wegen hy, = fm41(1,-) ist die Behauptung eine einfache Konsequenz von (g). m

(i) (Minkowskimetrik) Wir bezeichnen die euklidischen Koordinaten von R* mit
(t,z,y, z) oder (2°, 21, 2%, %) und setzen Rig := (R*,(-]-)1,3) mit der Minkowski-
metrik

3
()13 = (dt)* = (dz)* = (dy)* — (dz)* = (da®)® = ) (da?)* .

Jj=1

Dann ist R‘ig eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, die ,, Raumzeit“ oder der

Minkowskiraum der Relativitidtstheorie.

Fiir v = (v%,...,0%) C Rig nennt man i

. :
olf5 = (v]v)13 = (v°) = Zj:l(v])2 R
Langenquadrat des Vektors v. Vektoren, deren Léngen-
quadrat positiv bzw. negativ ist, heiflen zeitdhnlich bzw.
raumihnlich, und die mit Lingenquadrat 0 isotrop. Die
isotropen Vektoren in R‘ll)?) bilden einen (Doppel-)Kegel,
den Lichtkegel £ 3. !

5Vgl. Beispiel VIL.9.11(b).

L3
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(j) (Pseudokugelkoordinaten) Es seien Vi 3 :=R x V3 und

f1,3: V1,3 - R4 ) (p7Xa(p719) — (xOVleTang)

mit

2% = pcoshy ,

2! = psinh x cos psind |

x? = psinh y sin psin® |

23 = psinh y cos
die Pseudokugelkoordinatenabbildung. Dann ist f; 3 ein glatter Diffeomorphismus
von V1 3\ {0} auf das Innere

51)3 = {ac S R4 ; |1’|i3 > 0}

des Lichtkegels, und

(-[)13 = (dp)® — p*[(dx)* + sinh? y sin? 9(dy)? + sinh? x(dv)?] .
Beweis Dies folgt leicht aus den Eigenschaften von sinh und cosh (vgl. die Aufgaben
I11.6.5 und 1V.2.5) sowie Bemerkung 5.4(d). m

(k) (Hyperbolische Réume) In Verallgemeinerung des Minkowskiraumes setzen
wir fiir n € N*

C1)1m = (dz®) =) (da?)? .

j=1

Dann ist R;’fﬁll = (Rm+17 (-])1,m) eine m-dimensionale pseudo-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit.

Es sei
M™:={(2",2) eRxR™; (2°)> = [z]* =1, 2" >0},

d.h., M™ sei die ,,obere“ Zusammenhangskomponente des m-dimensionalen zwei-
schaligen Hyperboloids

Ky ={zeR™"; (Az|z) =1}, A:=diag(l,—1,...,—1)
(vgl. Beispiel 1.17(b)). Ferner seien i: M™ < R™%! die kanonische Einbettung und
gam = =" ([)1m -

Dann ist
Hm = (Mm7gHm)

eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, der m-dimensionale hyper-
bolische Raum. Ist N := (N, g) isometrisch isomorph zu H™, so sagt man, N sei
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ein Modell von H™. Insbesondere ist R, versehen mit der in ,,Polarkoordinaten®
(r,o) € R x S™~1 dargestellten Metrik

(dr)?

12T rgsm

ein Modell von H™.
Beweis Fiir u: R™ — R™™ 21— /1 + |z|? gilt M™ = graph(u). Also ist

o: M™ >R, (h(z),2) —

ein Diffeomorphismus der Hyperfliche M™ in R™*! auf R™. Folglich miissen wir nur
zeigen, daf die von —(-|-)1,m auf M induzierte Bilinearform ggm(0) positiv definit ist
und dal ¢ gum die angegebene Gestalt hat, da man hieraus abliest, dafl ggm (p) fiir jedes
pe M\ {¢ (0)} positiv definit ist.

Mit h(z) == (u(z),z) fir z € R™ gelten h =io0¢~ " und

djh = (dju,e5) ,  1<j<m,

mit dem j-ten Standardbasisvektor e; von R™. Wegen d;u(z) = 2/ /u(z) folgt
(¢ grm)sn(x) = (93| Okh)1m(z) = (60 — 2’2") [u’ (@),  x€R™,

also insbesondere (¢ gum)(0) = Zj(dmj)z.
Wie in (g) sei

fm : (07 OO) X Wm_l e Rm 9 (Ty 19) = Thm—l(ﬁ)

die m-dimensionale Polarkoordinatenabbildung. Dann ist 9 := f;,' o ¢ eine lokale Karte
von M, und a:=i0¢ ' =ho f = f,h ist die zugehorige Parametrisierung. Hierfiir
finden wir

a(r,9) = (\/1 + rz,rhm_l(ﬁ)) ,
und folglich

r

Ora(r,9) = (\/1 L2

hm_l(ﬁ)) L Ogsa(r,9) = (0,70;hm—1(r,))

fiir (r,9) € (0,00) X Win—1. Wegen |hm—1| = 1 ergibt sich somit

Y gam = —a (-])1,m
2

1 T
=Y @bt Gihim) da’ da® (1 ~ e 7"2) (dr)? .

Hieraus folgt, wegen (h) und da der noch fehlende Teil von M™ \ {¢~"(0)} durch eine
Rotation von M™ um die 2:°- Achse analog parametrisiert werden kann, die Behauptung. m
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() (Das Poincarésche Modell) In Analogie
zur stereographischen Projektion der Sphéire
auf die Ebene betrachtet man die stereo-
graphische Projektion der Pseudosphire

Sig={(tz,y) eR®; * —a® —y? =1} .

Als Nullpunkt, Nord- und Siidpol von 575
setzt man den Ursprung bzw. die Punkte
N :=(1,0,0) und S :=(-1,0,0) fest. Dann
wird der Wert s(p) des Punktes p € M? der
stereographischen Projektion s : M2 — R? als Schnittpunkt der Verbindungsgera-
den von S und p mit der Ebene R? x {0} in R? definiert. Wenn p € M? bzw. s(p)
die (euklidischen) Koordinaten (t,z,y) bzw. (u,v) besitzt, so entnimmt man der
obenstehenden Figur, dafl gilt

r t+1 y t+1
vw 1 7 v 1 7

Wegen t2 — 2% — y? = 1 folgt t? — (u? + v?)(t + 1)? = 1. Hieraus berechnet man

1+u?+0? 2u 2v
t= 5 xr = ’ Yy = .
1—u2—2? 1—u?—? 1—u?—v?
Dies zeigt, dafl
1+u? + 0 2u 2v
M2 2
m: B — M?* | <U’U)H(1—11,2—’()271—u2—1)271—u2—7)2>

eine Parametrisierung von M? iiber B? ist. Hierfiir gilt

(du)? + (dv)?

7T*gH2 :4(1_u2_1}2)2 .

Also ist ) 9
(Bz 4 (d2)° + (dy) )
(1= a2 — y2)2
ein Modell der hyperbolischen Ebene, das Poincarésche Modell.

Beweis Der Nachweis, daB 7 g2 die angegebene Form hat, bleibt dem Leser als Ubung
iiberlassen. m

(m) (Das Lobachevskische Modell) Analog zu (h) und (j) kénnen wir M? durch
die Pseudokreiskoordinaten

h1,2: R+ X [0727{.) e Rg ) (X7g0) = (t?‘ray)

mit
t=coshy, x=sinhycosy, y=sinhysing
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parametrisieren. Hierfiir gilt hf ygms = (dx)* + sinh? x (dy)?. Also ist
(R* x [0,27), (dx)? + sinh? x (de)?)

ein Modell der hyperbolischen Ebene H2, das Lobachevskische Modell.

Beweis Das Bestiitigen der angegebenen Formeln wird wieder dem Leser als Ubungs-
aufgabe iiberlassen. m

(n) (Allgemeine pseudo-Riemannsche Metriken) Es seien X offen in H™ und
gik = gi; € E(X) fir 1 < j, k < mmit det [g]k(x)] # 0 fiir x € X. Dann wird durch

g:= Zj)k Jjk da? da*

eine pseudo-Riemannsche Metrik auf X definiert. Ist die Matrix [gjk(x)] fiir jedes
x € X positiv definit, so ist g eine Riemannsche Metrik auf X.

Nun seien { (¢a,Ua) ; a € A} ein Atlas fiir M und
Ja,jk = Ja,kj € g(‘pa(Ua)) ) 1< ju k <m 5

mit det[ga i (x)] # 0 fir € 9o (Uy) und a € A. Dann gibt es genau eine pseudo-
Riemannsche Metrik g auf M mit

9|Ua = ga := Zj , Jajk daida®

wenn fiir o, 3 € A mit U, NUg # (0 und fiir den Kartenwechsel h := @El 0, gilt

Oh? Oh*
98,rs = Zch 9z O’ Ja,jk -

Beweis Dies ist eine Konsequenz von Bemerkung 5.4(d). m

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit hat auf jedem Tangentialraum eine eukli-
dische Struktur, die es erlaubt, Lingen und Winkel zu messen. Somit ist beispiels-
weise, in natiirlicher Verallgemeinerung von Paragraph VIII.1, die Lénge eines
(glatten) Weges v: I — M in der Mannigfaltigkeit M durch

[ st 5w)a

gegeben, wobei () € T ;)M der ,,Geschwindigkeitsvektor® im Punkt ~(t) ist:

() = (Tiy)(t, 1),  tel.

Wir wollen hier nicht néher auf solche Fragestellungen, die im Rahmen der Rie-
mannschen Geometrie ausfiihrlich behandelt werden, eingehen (vgl. jedoch Auf-
gabe 5).
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Der Sternoperator®

Es seien (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und wjy; das Volu-
menelement von M.

Fiir 0 < r < m definieren wir bilineare Abbildungen
(-] )gr: QM) x Q" (M) — E(M) (5.16)
durch

(@]B)g.r(p) = (a(p)| Bp)) peM, opBeQ" (M), (5.17)

g(p)r’
wobei wir mit (-[-)g(p),» die in (2.14) und (2.15) eingefiihrten Skalarprodukte auf
/\TT; M bezeichnen. Der Hodgesche Sternoperator

x: QT (M) - Q"N (M), a— xa (5.18)
wird ebenfalls punktweise definiert:

(xa)(p) :==x*alp), peM, acQM).

5.6 Bemerkungen (a) Die Abbildung (5.16) ist wohldefiniert, bilinear, symme-
trisch und positiv.

Beweis Esist nur zu zeigen, daBl («|8)g,» fir o, 8 € Q" (M) zu E(M) gehort, da die ande-
ren Aussagen aus den Eigenschaften von (-|-),(p),» folgen. Es sei also (¢, U) eine positive
Karte von M. Gemé&fi Bemerkung 5.4(f) kénnen wir einen orientierten Orthonormal-
rahmen (v1,. .., v,) auf U wihlen. Es sei (7', ..., 7™) der zugehérige Dualrahmen. Dann
ergibt sich aus Bemerkung 3.1(e)

alU = Z agym’t A AT (5.19)
7) I
mit
agy = a(vj,...,v5.) € EU) , (j) €, . (5.20)

Nun folgt die Behauptung aus (2.14), (2.15) und Bemerkung 2.15(c). m

(b) Der Sternoperator ist ein wohldefinierter £(M )-Modulisomorphismus mit

Kk = (_1)r(m—r)a R S QT(M) . (521)

Beweis Da (5.21) aus Beispiel 2.17(e) und der punktweisen Definition (5.18) folgt und
da (5.21) auch zeigt, daB der Sternoperator bijektiv ist, bleibt wieder nur zu zeigen,
dafl x« glatt ist. Dazu sei (¢,U) eine positive Karte von M. Wie im Beweis von (a)

6Die restlichen Ausfithrungen dieses Kapitels konnen bei einer ersten Lektiire ausgelassen
werden.
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sei (v1,...,vm) ein Orthonormalrahmen auf U, und (n',...,n™) sei der Dualrahmen.
Dann ergibt sich xa|U € £(U) aus (5.19), (5.20) und der expliziten Darstellung von *«a
in Beispiel 2.17(d). m

(c) Fiir a, 8 € Q"(M) gilt

aNx8 =0 Nxa=(a|B)grwn - (5.22)

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Beispiel 2.17(f) und der punktweisen Definition aller
involvierten Operationen. m

(d) *1 =wps und *wps = 1.
(e) (Regularitit) Es ist klar, dal die obigen Aussagen sinngemé$ richtig bleiben, wenn
M eine C**'-Mannigfaltigkeit ist und wir Q(M) durch Q) (M) ersetzen. m

Aufgrund der punktweisen Definition des Sternoperators lassen sich die an-
deren Formeln der Beispiele 2.17 auch auf den hier betrachteten Fall {ibertragen.
In den folgenden Beispielen stellen wir einige Rechenregeln, die man so erhélt,
zusaminen.

Es sei ((asl, co ™), U) eine Karte von M. Ist (91, ..., dp,) ein Orthonormal-
rahmen auf U, so sagt man, (x!,... 2™) seien orthonormale Koordinaten auf U.
Gilt lediglich g(9;,0,) = 0 fiir j # k, so sind die Koordinaten orthogonal.

5.7 Beispiele In den folgenden Beispielen sind (x!,...,2™) orthonormale Koor-
dinaten auf U C M und o € Q(U).

(a) Euklidische Koordinaten sind Orthonormalkoordinaten. Polar-, sphirische und
pseudo-Kugelkoordinaten sind orthogonal.

Beweis Dies folgt aus den Beispielen 5.5. m
b) *> . ajdr? =" (~1 ilg;da' Ao Adzd A Ada™
7 Jj=1 J
(c) = Zj(—l)j’laj dat A+ Adad A Ada™ = (=1)m-t > a5 da’.

(d) Fiir m = 3 gilt

*d(Z] a; d$]> = (82(13 — 63(12) dl‘l + (83(11 — 61(13) dl‘Q + (81(12 - 62(11) dl‘g

Beweis Dies folgt aus Beispiel 3.7(a) (und den Bemerkungen zu (4.16)), da (2.20) die
Beziehungen

w(dz® Ada®) = da' | x(de® Adz') =da? | #(dz' Ade?) = d2?

impliziert. m
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Natiirlich kann man * Z(j)e ) dxz) auch explizit ausrechnen, wenn keine
orthonormalen Koordinaten verwendet werden. Der Einfachheit halber beschran-
ken wir uns auf den Fall von 1-Formen.

5.8 Satz FEs sei ((a:l, coo ™), U) eine positive Karte von M. Dann gilt

sdz! = Zk(—l)k_lgjk\/del Ao Adab A Ada™

Beweis Wegen xdz/ € Q™7 1(U) garantiert Beispiel 3.2(b) die Existenz von aj
in £(U) mit

*dzd = Z((—l)‘*laﬂ dz' Ao Adaf Ao Ada™
Hieraus folgt

da® A sda? = Zz(—l)’f*aﬂ def Adzt A AdZEA - A de™

(5.23)
zajkdxl A ANdxe™ .

Aus Bemerkung 2.14(b) erhalten wir (da?|dz*),1 = ¢g7F. Somit liefert Bemer-
kung 5.6(c)

dz® A xda? = gFwy = g VG dat A - Ada™ (5.24)

wobei die letzte Gleichheit aus Bemerkung 5.4(c) folgt. Nun ergibt sich die Be-
hauptung aus (5.23) und (5.24). m

Die Koableitung

Es sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Um Fallunterschei-
dungen zu vermeiden, setzen wir 271 (M) := {0}, so daB}, wegen Q™1 (M) = {0},
auch *: Qm+H(M) — Q7 1(M) definiert ist. Mit Hilfe des (so erweiterten) Stern-
operators und der dueren Ableitung definiert man fiir 0 < r < m die Koableitung

§: Q" (M) — Q1 (M)

durch?
b = (—1)™sdxa | aeQ"(M).
"Statt (—1)™("*+1) wird oft (insbesondere in der Differentialgeometrie) der Normierungsfaktor

(—=1)m(r+D+1 yerwendet. Der Grund fiir unsere Wahl wird in Bemerkung 6.23(c) ersichtlich
werden.
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Mit anderen Worten: Das Diagramm

Q" (M) - Q"TT(M)
(—1)mr+Dg d
A\ A\
Qr—l (M) - * Qm—r+1 (M)

ist kommutativ.

In den folgenden Bemerkungen stellen wir einige Rechenregeln fiir die Ko-
ableitung zusammen.
5.9 Bemerkungen (a) 0% = 0.
Beweis Wegen sxa = (—1)"" " folgt §da = txdsxdxa = £xd*+a =0 aus d> = 0. m
(b) *8d = dox und xdd = ddx.
Beweis Fiir a € Q"(M) gehort do zu Q"7 (M). Also folgt

w6da = (=1)™ D ssdrda = (—1)™ srdxda .
Wegen dxda € Q™ "(M) finden wir somit *dda = (—1)_T2d*doz. Analog ergibt sich
_ m(m—r+1) _ m(m+1)—r2
doxa = (—1) dxdxxa = (—1) dxdo .

Da m(m + 1) gerade ist, beweist dies die erste Aussage. Die zweite wird auf &hnliche
Weise gezeigt. m
(c) dxd =dxd = 0.
Beweis Der einfache Nachweis bleibt dem Leser iiberlassen. m
(d) *da = (—1)""tdxa und 6(xa) = (—1)"*da fiir a € Q" (M).

Beweis Die erste Aussage folgt aus
sdo = (1) Wsrdra = (=)™ T (=) T e = (1) dxar
Die zweite ergibt sich durch eine analoge Rechnung. m

(e) (Regularitdt) Aus der Definition von § und den Bemerkungen 4.11(b) und 5.6(e)
folgt unmittelbar, dafl ¢ eine R-lineare Abbildung von {},) nach Q{k__ll) istfirl <r<m
und k € N™. Dies bleibt fiir C*T*-Mannigfaltigkeiten richtig. m

5.10 Beispiele FEs sei ((xl, s x™), U) eine positive Karte von M.
(a) Fira=3",4q; dz? € QY(U) gilt

b= \/1G Zj,k 8(; (9" arVG) € £(U) .
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Beweis Aus Satz 5.8 folgt
o= Zj aj E:k(—l)k_lgjk\/Gda:1 Ao ANdzF A Ada™
Hieraus leiten wir (wegen r = 1)

5a_*d*a_*z Z Z )t 8 (ajgjk\/G)d:ré/\dml/\‘--/\cfm\k/v--/\d:rm
9] k m
:*Zj,k O (g] ak\/G)dm A~ ANdx

ab. Wegen

de' Ao Adz™ = \/1G wm (5.25)

und Bemerkung 5.6(d) folgt die Behauptung. m

(b) Sind (z!,...,2™) orthonormale Koordinaten, so folgt aus (a)
(5(2 a]dx]) Z oja; .

(¢) da =0 fiir a € E(M).
(d) S(adxt A+ Adz™)

= Z‘k(_l)kilaaj (;G)gj’“\/del Ao Adah A Ada™
s €T

Beweis Mit (5.25) und Bemerkung 5.6(d) erhalten wir
s(adz' A- - Adz™) = a/\/G .
Folglich gilt

sdx(adz' A--- Ada™) = *Z 88mj (\/GG> da’
J

Nun folgt die Behauptung aus Satz 5.8. m

(e) Mit orthonormalen Koordinaten gilt

52 )dm(J ZZ Ve 18jka(j)dml/\---/\cgnﬁ/\---/\dxjr.

(J)€el, (J)€d, k=1

Beweis Wegen der Linearitiit geniigt es, a = adz'¥ mit (j) € J, zu betrachten. Aus
(2.20) und Theorem 4.10(ii) erhalten wir

dxa = s(j) da A dzU") = s(7) Z dj,adx’ A dzt")
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Somit impliziert Beispiel 2.17(d)

xdxa = 5(j) Z s(jr, (jc))ajkad;r:jl Ao Adzin A Ada
k=1

mit s(jk, (jc)) = sign(jk, (F)s g1, ,jAk, e ,jr). Da (j°) aus m — r Elementen besteht,
folgt
s(iss (7)) = (=" Vsign (i jas - G- (5°))
_ (_1)(m—T)(T—1)+k—1S(j) )

Beachten wir die (mod 2)-Kongruenzen
m-rr—-1+k—-14+mr+)=k—r(r+1)—-1=k-1,

so folgt die Behauptung aus der Definition von ¢§. m

5.11 Bemerkungen (a) Die Aussagen iiber den Sternoperator und die Koablei-
tung gelten mit geeigneten Modifikationen auch fiir pseudo-Riemannsche Mannig-
faltigkeiten.

Genauer sei (M, g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Aus Bemerkung 2.18(a) folgt, da wir 7, M mit dem vom R induzierten inneren
Produkt versehen kénnen, daf die Darstellungsmatrix g von ¢(p) in jedem p € M
beziiglich einer geeigneten Basis eine Diagonalmatrix ist mit den Eintrégen +1 in
der Hauptdiagonalen. Hierbei ist (—1)® = sign g(p), wobei s die Anzahl der nega-
tiven Elemente bezeichnet, eindeutig bestimmt durch g(p). Wir nehmen nun an,
sign(g) = sign g(p) sei konstant auf M, d.h. unabhéngig von p. Aus (dem Beweis
von) Bemerkung 5.4(f) folgt, daf diese Annahme sicher dann erfiillt ist, wenn M
durch eine einzige Karte beschrieben werden kann.

Unter dieser Voraussetzung kann der Sternoperator, ausgehend von (2.25),
wieder punktweise definiert werden. Dann miissen (5.21) und (5.22) durch

swxa = sign(g)(—1)"m Moy | ae Q" (M),

und
aN*f = pA*a=sign(g)(a|B)g,rwn , @, B€Q(M),

ersetzt werden, wie aus Bemerkung 2.19(d) bzw. (e) folgt. Hierbei ist wys das in
Bemerkung 5.4(g) definierte Volumenelement von M. Aulerdem impliziert Bemer-
kung 2.19(c)

x1 = sign(g)wnr , *wpy=1.

Die Koableitung wird in diesem Fall durch
Sov = sign(g) (=)™ Vsdxa aeQ (M), (5.26)

definiert. Man verifiziert leicht, dafl mit diesen Modifikationen die Aussagen der
Bemerkung 5.6 unverédndert gelten.
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Beweis Die Behauptungen ergeben sich aus den Bemerkungen 2.19. m

(b) Es sei ((z',...,2™),U) eine positive Karte von M. Dann gilt

‘ 1 9
) — jk
5Zj a; dx /il Zch i (g ak\/\G\) e &) .

Beweis Dies folgt, analog zum Beweis von Beispiel 5.10(a), unter Verwendung von Be-
merkung 5.4(g). m

5.12 Beispiele Wir betrachten den Minkowskiraum Rig mit der Metrik (-|-)13,
also mit g := (dt)? — (dx)? — (dy)? — (dz)>.

(a) Geht (4,7, k) durch zyklische Vertauschung aus (1,2,3) hervor, so gelten mit

(z',2%,27) == (,y, 2)

w(da’ A dt) = da? Ada® ,  w(dat Ada?) = —daF Adt .

Beweis Es sei (eo, e1, €2, e3) die kanonische Basis von R‘ig. Dann gelten
9(60760):17 g(ejvej):_lv 1<5<3.
Hieraus folgt _ v
(dt|dt)gp =1, (da’|dx’)g1 = -1,
also
(dt Adz? |dt Ada?)go = —1, (da? Ada®|da? AdaP)g0 =1, 1<j<k<3.
Nun erhalten wir die Behauptung aus Bemerkung 2.19(c). m

(b) Es seien Ej;, H; € 5(Ri3) und
o = (Byda' + Byda® + Ezda®) A dt
+Hydx?® A da® + Hyda? A dat + Hgdml Adz? .
Dann gilt
s = —(Hydx' + Hadx? + Hadx®) A dt
+E1da® A da® + Exda® A det' + Esdat A da? .

Beweis Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus (a) und der &(R{ 3)-Linearitit des
Sternoperators. ®

(c¢) Fiir a aus (b) gilt

3 3
0B, R0E, OH; OH; |,
T2 g T g M > (o ~ 0 ) &

j=1 (4,3,k)
wobei in der letzten Summe iiber alle zyklischen Permutationen von (1,2, 3) sum-

miert wird.
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Beweis Aus (b) wissen wir, daf

3
*a:—ZHid:pi/\dt—i— Z E;da’ Ada” .

=1 (4,4,k)

Hieraus folgt

0H: ;.
d*a:—zz 6:10; dz’ Adx' Adt

3

i=1j

J

S

oE

8Ei Jj k i i J k
+ 30 (%, dtndd’ ndat+ T dat nda? A dat)

(4,5,k)
Aus Bemerkung 2.19(c) leiten wir

w(dt A dz' A da?) = —dz® | w(da' A da? A da®) = dt

ab. Hiermit erhalten wir

OH; OH, 0B, <~ OE
sdxor = — Z (8951' — 8x5>d:vk—z 5t dx +k§::laxfdt.

(4,5,k) i=1

Nun folgt die Behauptung wegen m = 4 und sign(g) = —1. m

Aufgaben

1 Es seien (M,,g;), j=1,2, pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit dM; = (,
und es bezeichne 7; : M1 x Ma — M; die kanonische Projektion auf M;. Folgende Aus-
sagen sind zu beweisen:

(i) (M1 X M2, g1 + mog2) ist eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, das Produkt von
M1 und Mz.

(ii) Fiir (p1,p2) sind My x {p2} und {p1} x M2 Untermannigfaltigkeiten von My x M.
(iii) T(P1,P2)(M1 X M) = T(Pl)PZ)(Ml X {pQ}) @ T(Pbpz)({pl} X MZ)'
(iv) way <My = Tiwn, A oW, .
2 Es sei M eine orientierte Hyperfliche in R™™*. Man nennt v: M — TR™"! positi-
ves(s) Einheitsnormale(nfeld), wenn v eine Einheitsnormale von M ist, so daf} fiir jedes

p € M und jede positive Basis (v1, ..., vm) von T,M das (m + 1)-Tupel (v(p),v1,...,vm)
eine positive Basis von T,R™"! ist.

(a) Man zeige, dal v wohldefiniert und eindeutig ist.

(b) Von den folgenden Flichen in R? sind die positiven Einheitsnormalen zu bestimmen:
(i) graph f, mit X offen in R und f € £(X), (i) RxS", (i) S*, (iv) Ta, .

(Hinweis: (iv) Aufgabe VII.10.10 und Beispiel VIL.9.11(f).)
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3 Essei M eine orientierte Hyperfliche in R™ !, versehen mit der Standardmetrik, und
v bezeichne die positive Einheitsnormale von M. Man zeige:

(i) v definiert eine glatte Abbildung von M in S™, die GauB3abbildung, die wieder mit v
bezeichnet wird.

(i) Fiir p e M und v € T, M gilt ((Tpv)v|v(p))
(iii) Die Abbildung

= 0. Also gehort (Tpv)v zu Tp M.

RrmM+1

L:M— U L(T,M) € L(T,M), pr— Ty,

p M
die Weingartenabbildung von M, ist wohldefiniert.
(iv) Firp € M und v,w € T, M gilt
9(p)(L(p)v,w) = g(p) (v, L(p)w) ,
d.h., L(p) ist auf dem Innenproduktraum (7,M, g(p)) symmetrisch. Der durch
h’(p)(v7w) = g(p)(L(p)v,w) ) p € M ’ v, w € TPM ’
definierte Tensor h € 73’(M) heifit zweiter Fundamentaltensor von M.

(v) Mit lokalen Koordinaten (U, ), der natiirlichen Einbettung i: M — R™! und
fi=io0¢ ! gilt fir hy = h(@/amj,a/(?xk)

hji = (Ov |0k f) = —(v|0;0k [) -

4 Man berechne den zweiten Fundamentaltensor von R?, S%, R x S' und Tgm als
Untermannigfaltigkeiten von R®.

5 Es seien I ein kompaktes Intervall in R und M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
sowie v € Cl(I, M). Ferner seien i: M — R™ die natiirliche Einbettung und 7 := i o ~.
Dann ist die Lange L(¥) vom 7 im Sinne von Paragraph VIIL.1 erkldrt. Man zeige: Mit
A(t) == (Tyy)(t, 1) fiir t € I gilt

L) = [ ol 3w) at
I
Im Fall L(¥) = L(I) sagt man, ~y sei nach der Bogenlinge parametrisiert.

6 Essei M eine orientierte Fliche in R®, und v € C%(I, M) sei nach der Bogenlinge pa-
rametrisiert. Ferner bezeichne v das positive Einheitsnormalenbiindel von M. Dann heif3t

Kg (7) = det[f'y, ;5/7 V]
Kriimmung von v in M oder geoditische Kriimmung von .

(a) Man verifiziere, dafl im euklidischen Fall M = R? die geoditische Kriimmung mit der
(tiblichen) Kriimmung von Paragraph VIIL.2 {ibereinstimmt.

(b) Es seien M = S? und (x,y, z) die euklidischen Koordinaten in R®. Ferner sei v, fiir
z € (—1,1) eine Bogenlédngenparametrisierung von L. := /1 — |z[2 S" x {2} (vgl. Bei-
spiel 1.5(a)). Dann gilt

Kg(V2) = \/1 e .

Folglich ist die geodétische Kriimmung des Kreises L. konstant und verschwindet fiir den
Aquator.
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7 Man beweise die Gleichung p wgm = p—(m+1)

durch direktes Nachrechnen.

a von Beispiel 4.13(c) fiir m = 2 und 3

8 Man beweise die im Beweis von Beispiel 5.5(b) gemachten Aussagen.

9 Man zeige, dafl durch
{zeC;Imz>0}—=D, z— (1+1iz)/(1—iz)
ein Diffeomorphismus der ,joberen komplexen Halbebene* auf die Einheitskreisscheibe
gegeben ist. Dann verwende man diese Abbildung, um zu zeigen, dafl
(12 (dz)* + (dy)2>
’ 2
Y
ein Modell der hyperbolischen Ebene ist, das Kleinsche Modell.
10 Es ist zu zeigen, daB die Lobachevskiebene von Beispiel 5.5(m) ein Modell von H? ist.
11 Fira e Q" (M) und 3 € Q" (M) zeige man

dlaN*8) =daANxB+aA*ij .

12 Es ist zu zeigen, dafl die Koableitung nicht von der Orientierung der zugrunde lie-
genden Riemannschen Mannigfaltigkeit abhéngt.

13 Es sei M orientiert, (N, g) bezeichne eine weitere orientierte m-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, und f: M — N sei ein isometrischer Diffeomorphismus. Man
zeige, dal f wny = *twnp und dal genau dann f wy = wn gilt, wenn f orientierungs-
erhaltend ist.

14 Esseien M und N wie in Aufgabe 13, und f: M — N sei ein orientierungserhalten-
der isometrischer Diffeomorphismus. Dann ist fiir 0 < r < m das Diagramm

*

Q" (M) - Q"TT(M)
! !
owy) - e

kommutativ.

15 Es seien M und N wie in Aufgabe 13, und f: M — N sei ein isometrischer Diffeo-
morphismus.® Dann ist fiir 0 < » < m das Diagramm

0

Q" (M) - QN(M)
/ f

)
Q" (N) - Q7YN)

kommutativ.

8Man beachte Aufgabe 12.



6 Vektoranalysis

Vektorfelder und Pfaffsche Formen kénnen mittels des Rieszschen Isomorphis-
mus ineinander iibergefiihrt werden. Wahrend Vektorfelder unmittelbar der geo-
metrischen Anschauung zuginglich sind, ist der Kalkiil der Differentialformen
von groflem ,rechnerischem® Wert. Hinter den wenigen relativ einfachen Regeln,
welchen duflere Produkte und &uflere Ableitungen zu gehorchen haben, stehen
nimlich komplizierte Transformationsvorschriften fiir den Ubergang von einem lo-
kalen Koordinatensystem zu einem anderen. In diesem Paragraphen wollen wir den
Rieszschen Isomorphismus ausnutzen, um einige der Begriffe und Sétze, die wir fiir
Differentialformen kennengelernt haben, in die Sprache der klassischen Vektorana-
lysis zu iibersetzen. Dabei werden wir auf Begriffe wie ,,Divergenz* und ,,Rotation
von Vektorfeldern® stoflen, welche in der Physik und der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen von fundamentaler Bedeutung sind.

Fiir den ganzen Paragraphen gilt:
e M ist eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

e Die Indizes i, j, k, ¢ laufen immer von 1 bis m, falls nichts anderes angegeben
ist, und > g bedeutet, dafl von 1 bis m zu summieren ist.

Der Rieszsche Isomorphismus

Es sei g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M. Dann definieren wir den Riesz-
schen Isomorphismus, ©,4, durch

Qy: V(M) — Q' (M), v Oy (6.1)

und
(@gv)(p) = @g(p)v(p) ) peM,
wobei Oy, 1 TyM — Ty M der durch

(Ogpyusw) = gp)(w,w) ,  w,w € T,M ,

definierte Rieszsche Isomorphismus aus (2.12) (bzw. aus Bemerkung 2.18(b)) ist.
Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, so schreiben wir auch © statt ©,.

6.1 Bemerkungen (a) Die Abbildung (6.1) ist wohldefiniert.
Beweis Es ist zu zeigen, daBl Ov fiir v € V(M) zu Q' (M) gehért. In lokalen Koordina-

ten gilt
;0
_ j
=27
mit v/ € £(U). Hieraus und aus den Bemerkungen 2.14(a) und 2.18(b) folgt
i 7] i 7]
_ J _ J
Ov(p) = Oyy) Zj v’ (p) oxily, Zj v (p)Og(p) i 1,

=2 W)Y, aiw(p) da"(p) =D a;(p) da’ (p)
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mit
ay = Zj grjv’ € EU) .
Nun erhalten wir die Behauptung aus den Bemerkungen 4.5(c) und 5.4(e). m

(b) In lokalen Koordinaten gilt

@(Zj v 8ij> = Zj a; dz’ mit a; := Zk girv® (6.2)

Statt ©uv wird oft v” oder g’v geschrieben, da © gemif (6.2) ein ,,Absenken der
Indizes* bewirkt (vgl. Bemerkung 2.14(d)).

Beweis Dies wurde im Beweis von (a) gezeigt. m
(c) Die Abbildung ©: V(M) — QY (M) ist ein £(M)-Modulisomorphismus.

Beweis s sei o € Q'(M). Dann gilt «(p) € T, M fiir p € M. Aus Paragraph 2 wissen
wir, dafl © 4, ein Vektorraumisomorphismus ist. Also ist @;&))oz(p) € T, M wohldefiniert.
Wir setzen

(©30)(p) := O, a(p), pEM, acQ'(M).
In lokalen Koordinaten gilt dann aufgrund der Bemerkungen 2.14(a) und 2.18(b)
Oga(p) = O Y a5(p)da’ () =D 0i(p)Oy(,, da’ (p)

SDIIO) SIS DRI

= :

mit
v o= Zkgjkak e &) .

Somit folgt aus Bemerkung 4.3(c), da3 Oga zu V(M) gehort. Aus den Definitionen von
©4 und O, folgt unmittelbar ©,0, = idg1 () und ©,04 = idy(ar). Also ist ©4 bijektiv,
und 99—1 =0,.

SchlieBlich sehen wir, daf fiir a € £(M) und v € V(M) gilt

O4(av)(p) = Oypya(P)v(p) = a(p)Oypv(p) = (aO4v)(p) , peEM.

Folglich ist © ein £(M)-Modulisomorphismus. ®

(d) In lokalen Koordinaten gilt

@—1(Zj aj dx]) = Zj v aij mit vl = Zk gjkak ) (6.3)

Statt © ' wird oft of oder g geschrieben, da © ! eine , Anhebung der Indizes“
bewirkt.

Beweis Dies wurde im Beweis von (c) gezeigt. m
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(e) (Orthogonale Koordinaten) Sind (z!,...,2™) orthogonale Koordinaten, mit
anderen Worten: Gilt
g 0 .
(e ) =0 GFk
so vereinfachen sich (6.2) und (6.3) zu
o - 9
Ov = Zj g;jv? dx?  bzw. © lo = Zj g’ a; Py

fiir v =73, v 0/0z7 bzw. o = 2. ay dz? .

(f) Esseien (NN, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ € Diff (M, N)
mit ¢.g = Ag fiir ein A # 0. Dann ist das Diagramm

V(M) <~ V(N)
On = = Oy
v © v
QM) « QY(N)

o)

kommutativ. Also gilt ©rr¢* = Ap*On.
Beweis Unter Verwendung der Definitionen und Rechenregeln fiir Vorwarts- und Riick-
transformationen von Vektorfeldern und Formen (siche insbesondere (4.25)) finden wir
fiir v, w € V(N)
Ag(v,w) = ¢ g(v,w) = g(p v, w) = (Omp v,0 wn = (¢ Omup v,w)N
=3(Ox'¢ Oup v,w) .
Da g nicht ausgeartet und R-linear ist, folgt
M =0x'e Oup v, veVM),
und hieraus die Behauptung. m

(2) (Regularitit) Esseik € N, und M sei eine C**'-Mannigfaltigkeit. Dann bleiben die
obigen Definitionen und Aussagen richtig, wenn glatte Vektorfelder, Differentialformen
bzw. Funktionen durch C*-Vektorfelder, C*-Differentialformen bzw. C*-Funktionen er-
setzt werden. m

6.2 Beispiele (a) (Euklidische Koordinaten) Es sei M offen in R™. Wir bezeich-
nen mit (z,...,2™) euklidische Koordinaten, d.h. (-|-) = zj(dxj)Q. Dann gilt

) ‘ ‘
@(Zjv] 8xj> = Zj ajdx’ a; =1’ .

In der Regel fithrt man natiirlich keine neue Bezeichnung ein, sondern schreibt
>_; V) da? fiir das Bild von ) v7 0/027 unter ©. In diesem Fall bewirkt also ©,
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daB die Komponenten v7 des Vektorfeldes > j v/ §/0z7 als Komponenten der Pfaff-
schen Form Y- ; v/ dz/ aufgefafit werden.

Beweis Wegen g;i = d,i folgt dies aus Bemerkung 6.1(b). m
(b) (Kugelkoordinaten) Es sei V5 := (0,00) x (0,27) x (0,7), und
VR, (re0) = (2,y,2)

sei die Kugelkoordinatentransformation von Beispiel VII.9.11(a). Dann gilt beziig-
lich der Standardmetrik

@(vl g + 02 g + 03 g

_ .1 2 200\, 2 2.3
o o 319)_1} dr + r° sin”(9)v* dp + r=v° do .

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 6.1(b). m

¢) (Minkowskimetrik) Auf R}, gilt
(c) ( 13

Oy (Zizo vt ai#) =9da® — Zj:l vl da?

fir g :=(-])1,3. m

Der Gradient
Fiir f € £(M) gehort df zu Q(M). Folglich ist
grad, f = @;1 df e V(M)

ein wohldefiniertes Vektorfeld auf M, der Gradient von f auf der (pseudo-)Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) (oder beziiglich g). Hierfiir schreiben wir auch
grad,, f oder grad f, falls keine Mifiversténdnisse zu erwarten sind. Also ist grad f
durch die Kommutativitit des Diagramms

E(M) = Q" (M)

gr’“‘d,/ \d (6.4)

)
V(M) - QN (M)

IR

definiert.

6.3 Bemerkungen (a) Die Abbildung grad: E(M) — V(M), [ gradf ist
R-linear.

(b) Fiir f € E(M) wird das Vektorfeld grad f durch die Beziehung
g(grad f,w) = (df,w) ,  weV(M),

charakterisiert.
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(c) In lokalen Koordinaten gilt

e 0 0
grad f = Zj (Zk g’k a;;) PR (6.5)

Beweis Da wir aus (4.5) und (4.8) wissen, daB df =3, Of )0z dx? gilt, folgt die Be-
hauptung aus Bemerkung 6.1(d). m

(d) (Orthogonale Koordinaten) In orthogonalen Koordinaten vereinfacht sich
(6.5) zu
L of 0
df = I
grad f ng OxJ Oz’

Da in diesem Fall g die Form

9= Zj 955 (da”)? | (6.6)
die Fundamentalmatrix also Diagonalform, hat, gilt ¢/ =1/ gjj- Somit kann man
die Koeffizienten g7 direkt aus der Darstellung (6.6) ablesen.

(e) Es seien (N, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ € Diff (M, N)
mit ¢.g = Ag fiir ein A # 0. Dann ist das Diagramm

Agrad,,
£(M) - V(M)
A A
¥ 14
grad
E(N) - V(N)

kommutativ. Also gilt grad,, o ¢* = A\"1p* o grad .

Beweis Da aus Bemerkung 6.1(f) die Relation A0,/ ¢ = ¢ ©3' folgt, finden wir fiir
fe&(N)

Agrady (¢ f) =8y d(p ) =0y ¢ df =¢ OF'df = ¢ grady f ,
wobei wir (4.19) verwendet haben. m
(f) (Regularitit) Es sei k € N. Fiir f € C*™(M) gilt grad f € V*(M). Hierbei geniigt

es anzunehmen, daB M eine C**'-Mannigfaltigkeit sei. m

6.4 Beispiele (a) (Euklidische Koordinaten) Es sei M offen in R™. Bezeichnen

wir mit (z!,...,2™) euklidische Koordinaten, so gilt g;x = d;x, und folglich
of 0
df = ,
grad f Z]‘ 0xI Oxd

Diese Darstellung stimmt offensichtlich mit jener von Satz VII.2.16 {iberein. Im
Fall einer beliebigen lokalen Riemannschen Metrik haben wir (6.4) bereits in Be-
merkung VII.2.17(c) hergeleitet.
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(b) (Kugelkoordinaten) Es sei V3 — R?, (r,p,9) — (x,y,2) die Kugelkoordina-
tenabbildung. Dann gilt beziiglich der Standardmetrik

af L 0f 9 10f 0

grad f = or Or + r2sin® 9 Op Op 12 99 U

Beweis Da die Kugelkoordinaten orthogonal sind, folgt dies aus Beispiel 5.5(g). m

(c) (Sphirische Koordinaten) Es sei ho: Wo — R?, (p,9) — (z,y,2) die Pa-
rametrisierung der offenen Teilmenge Us := S?\ Hy der 2-Sphire. Dann gilt fiir
fe Cl(U27 R)

1 of o . of o0

rad = .
grads: f sin?9 dp dp 09 9V
Beweis Dies lesen wir aus der Darstellung von gg2 in Beispiel 5.5(h) ab. m

(d) (Minkowskimetrik) Es seien X offen in ]R‘ll)?) und f € C1(X,R). Dann gilt
beziiglich der Minkowskimetrik

of 0 _of @ _of o _af o

eradf = o ot T orar oy oy 9z 02

wie wir unmittelbar aus der Definition von (-|-); 3 ersehen. m

Die Divergenz

Es sei nun M orientiert, und wy; bezeichne das Volumenelement von (M, g). Dann
werden die Abbildungen

cwy EM) — Q™M) a— awpy (6.7)

und
—wpr s VM) — QY M), v v Swy (6.8)

punktweise definiert.

6.5 Lemma Die Abbildungen (6.7) und (6.8) sind wohldefinierte £(M)-Modul-
isomorphismen. Ist ((xl, coo ™), U) eine Karte von M, so gelten

awns |U = +a+/|Gldzt A - A dz™ (6.9)
und
.0
(Zj v’ axj) — WM

y - (6.10)
= E ‘(_1)]711]] \/|G| det A Adri A Ade™ 7
J

wobei in (6.9) das positive bzw. negative Vorzeichen steht, wenn die Karte positiv
bzw. negativ orientiert ist.
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Beweis (i) Aus der punktweisen Definition von « wp; und aus den Bemerkungen
5.4(c) und (g) folgt unmittelbar, daf (6.9) gilt. Hieraus und aus Bemerkung 4.5(c)
ergibt sich, daf awyy fiir a € E(M) zu Q™ (M) gehort. Also ist die Abbildung (6.7)
wohldefiniert. Es ist klar, daf sie £(M )-linear ist. Aufgrund von Bemerkung 4.14(a)
gibt es zu jedem a € Q™ (M) genau ein a € £(M) mit a = awyy. Folglich ist (6.7
auch bijektiv.

(ii) Die Giiltigkeit von (6.10) folgt aus Bemerkung 4.13(b), falls die Karte
positiv ist. Andernfalls ersetzen wir' ! durch —2'. Dann wird v! durch —v!
substituiert. Dies zeigt, dal (6.10) unabhiingig von der Kartenorientierung ist.

Wegen /|G| € E(U) zeigen (6.10) und Bemerkung 4.5(c), daB v — wy, fiir
v e V(M) zu Q™ (M) gehort. Somit ist die Abbildung (6.8) wohldefiniert und
offensichtlich £(M)-linear.

Es sei o € Q™ 1(M). Dann folgt aus Beispiel 3.2(b) und Bemerkung 4.5(c),
daf} es eindeutig bestimmte a; € £(U) gibt mit

a|U:Zj(—l)jflajdxlA---Ad/ﬁA---Adazm.

Dann gehort v/ == a;/+/|G| zu E(U). Also gilt

-0
v::Zjv] 9 eVv(),

und (6.10) zeigt (v — wpr)|U = «|U. Hieraus folgt, dafi die Abbildung — wys
surjektiv ist. Da ihre Injektivitat klar ist, sehen wir, daf} sie ein Isomorphismus
von V(M) auf Qm~1(M) ist. m

6.6 Bemerkungen (a) Es seien (NN, g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und ¢ € C*°(M,N) mit p*wy = pwys fir ein g # 0. Dann ist das
Diagramm

p(war)
E(M) - Q™(M)
A A
® @
cWN
E(N) - Q"(N)
kommutativ, d.h., es gilt
e a)wnr = p*a-wy),  a€&(N).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus dem Verhalten von (dufieren) Produkten unter Riick-
transformationen. m

1Der Leser iiberlege sich, wie dieser Beweis im Fall einer eindimensionalen berandeten Man-
nigfaltigkeit gegebenenfalls zu modifizieren ist.
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(b) Es sei (N,g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, und die
Abbildung ¢ € Diff (M, N) erfiille ¢*wy = pwps fiir ein g # 0. Dann ist

w(— wnr) B
von e e
@ @
vy N e

ein kommutatives Diagramm, d.h., p((¢*v) = war) = ¢* (v = wy) fiir v € V(N).
Beweis Aus Bemerkung 4.13(a) leiten wir
u(lp v) mwm) =9 v (m)=p v o wn=p (p pv_wn)=¢ (VIwN)
firve V(N) ab. m
(c) (Regularitéit) Es sei k € N. Dann gelten offensichtlich
cwnr s CF (M) — QU (M)

und
—wn: VE(M) — QG (M)

und diese Abbildungen sind C'* (M )-Modulisomorphismen. Dabei geniigt es anzunehmen,
daB M eine C*T!1-Mannigfaltigkeit sei. m

Mit Hilfe der Isomorphismen (6.7) und (6.8) definieren wir eine Abbildung
divg: V(M) = E(M), wv—divgu (6.11)

durch die Forderung, dal das Diagramm

divy
V(M) - &(M)
—wy >~ ewu (6.12)
A\l d v
QT (M) - QT(M)

kommutativ sei. Mit anderen Worten: Fiir v € V(M) wird div, v, die Divergenz des
Vektorfeldes v auf der orientierten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
(oder: beziiglich g) durch die Relation

(divy v)war = d(v — war) (6.13)

definiert. Statt div, schreiben wir auch divys oder, wenn keine Miverstdndnisse
zu befiirchten sind, einfach div.
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6.7 Bemerkungen (a) Die Abbildung (6.11) ist R-linear.
(b) Essei ((2',...,2™),U) eine Karte von M. Fiir v := 2 v 9/0z7 € V(U) gilt
1 0 ;
ive = ) 7). .14
divv \/‘G‘ Zj oxJ (\/‘G‘ v ) (6 )

In orthogonalen Koordinaten gilt aulerdem \/\G\ = \/\gll G227 Gmml-

Beweis Es sei € := 1 bzw. ¢ := —1, falls die Karte positiv bzw. negativ orientiert ist.
Aus (6.9), (6.10) und (6.13) erhalten wir (auf U)

div(v)wy =d(v —wn) = Ed(Z (=17 |Gldzt A A dzi A -+ A da:m>
J

1 0(v /|G —
:62:”(—1)]_1 (va;/,J ) dz* Ada' Ao ANdxi Ao A dz™

= €<Z o0 VIGI) ) dz" A Ada™

J Ox

_ < 1 Z a(yj \/_lGD)wM

VIG| bzt
firve V(M) m

(c) Es sei (IV,g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, und die
Abbildung ¢ € Diff (M, N) erfiille ¢*wy = pwps fiir ein g # 0. Dann ist

divas
V(M) - E(M)
© @
divy
V(N) » E(N)

ein kommutatives Diagramm, d.h., divas o p* = ¢* o divy.

Beweis Aus Bemerkung 6.6(b) und aus (6.13) erhalten wir, unter Beriicksichtigung
vondop = od,

pdivar (@ v)wn = pd(e v = wn) =dp (v = wn) =¢ d(v — wN)
= ¢ [(divn v)wn]| = ¢ (divi v)¢ wn = pp (divy v)war
fiir v € V(N). Nun folgt die Behauptung aus Lemma 6.5. m

(d) (Regularitéit) Es sei k € N. Dann gehort divo fir v € V*(M) zu C*(M), und die
Abbildung

div: V""Y(M) — CF(M) |, v dive
ist R-linear. Dazu geniigt es anzunehmen, M sei eine C**2-Mannigfaltigkeit.

Beweis Dies ist eine Konsequenz der Bemerkungen 4.11(b) und 6.6(c). m

Die Divergenz eines Vektorfeldes besitzt wichtige geometrische und physika-
lische Interpretationen, auf die wir erst im n#chsten Kapitel eingehen werden.
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6.8 Beispiele (a) (Euklidische Koordinaten) Es sei U offen in R™. Bezeichnen
wir mit (x!,...,2™) euklidische Koordinaten, so gilt

ov’
dive = Zj O
firv="73", v? §/0x7. Diese Formel bleibt richtig, wenn ((z!,...,2™),U) beliebige
orthonormale Koordinaten von (M, g) sind.
(b) (Ebene Polarkoordinaten) Es sei V5 := (0,00) x (0,27), und
fo: Vo =RY (r,¢) (2,y) := (rcos g, rsingp)
sei die ebene Polarkoordinatenabbildung. Dann gilt beziiglich der Standardmetrik

5 0 ) 1 a(rvt) n ov? _ vt n ot ov?

0
(1
d1v<v v r  Or Ay r or + dp

ar dy

Beweis Dies folgt aus v/G = r, wie wir z.B. an der in Beispiel 5.5(¢) angegebenen Dar-
stellung von g2 ablesen. m

(c¢) (Kugelkoordinaten) Es sei V5 := (0,00) x (0,27) x (0,7), und
f3:‘/v3_)R3’ (T7¢??9)'_>(1:7y?z)

sei die Kugelkoordinatenabbildung von Beispiel 5.5(g). Beziiglich der Standard-
metrik g3 := (dz)? + (dy)? + (dz)? gilt

. 0 0 0 1 o(r?vt) o 1 9(v3sind)
1 2 3 _
aiv (v or TV, T 319) T2 o T ap Tsinw ow
2 ot P 5 O0v3
=Y + or +8<,0 + cot(W)v® + 99

Beweis Aus Beispiel 5.5(g) folgt \/|G| = r2sin¥, was die Behauptung impliziert. m

(d) (Minkowskimetrik) Esseien M := R;_l73 und g := (dt)? — (dz)? — (dy)? — (dz)?.
Dann gilt

o3 8) oYt w00
ot Jx dy 0z

P B B
: 0 1 2
div(v ot T ar T oy T as

fir v/ € E(Ryg), 0<j<3. m

Der Laplace-Beltrami Operator

Durch Hintereinanderschalten der beiden Differentialoperatoren erster Ordnung
grad und div erhalten wir einen der wichtigsten Differentialoperatoren zweiter
Ordnung, den Laplace-Beltrami Operator A,.
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Es sei (M, g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
wird Ay durch
Ay = divg grad,

also durch die Kommutativitit des Diagramms

£(M) B £(M)
gradg\‘ /;ivg
V(M)

definiert. Statt A, schreiben wir auch Ajps oder einfach A, wenn keine MiBver-
stédndnisse zu befiirchten sind.

6.9 Bemerkungen (a) Die Abbildung Ays: E(M) — E(M) ist R-linear.
(b) Ist ((z',...,2™), U) eine Karte von M, so gilt

Auf = \/|G| Z &k Oz (\/‘ ‘g]k of ) ) feé&). (6.15)

In orthogonalen Koordinaten vereinfacht sich (6.15) zu

Jj af
At = HG'Z]W(M 97 0) . feEw).  (616)

mit /|G| = v/|g11 - 922+ * G-
Beweis Dies folgt aus den Bemerkungen 6.3(c) und (d) sowie 6.7(b). m

(c) Essei (N,g) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ferner sei

p € Diff (M, N), und es gebe A # 0, p # 0 mit p.g = Ag und p*wy = pwys. Dann
ist das Diagramm

AAns
E(M) - E(M)
o = = o
Ay
E(N) » &(N)

kommutativ: AAp; o p* = p* o Ap.
Beweis Dies ist eine Konsequenz der Bemerkungen 6.3(e) und 6.7(c). m
(d) (Regularitét) Es sei k € N. Dann gilt offensichtlich

Anr: CPP2(M) = CH(M)

und diese Abbildung ist R-linear. Hierfiir geniigt es anzunehmen, daB M eine C*+2-
Mannigfaltigkeit sei. m
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6.10 Beispiele (a) (Euklidische Koordinaten) Es sei M offen in R™, und
((z',...,2™), M) seien euklidische Koordinaten. Dann stimmt Aj; mit dem (iibli-
chen) m-dimensionalen Laplaceoperator

= 52
2,9
iiberein (vgl. Aufgabe VIL.5.3).

(b) (Kreiskoordinaten) Beziiglich der Parametrisierung
h:(0,21) — R? | ¢ (cosp,sing)
von ST\ {(1,0)} (und der Standardmetrik) gilt Agi = d2.
Beweis Bemerkung 6.9(b) und Beispiel 5.5(f). m
(c) (Ebene Polarkoordinaten) Fiir ebene Polarkoordinaten
(0,00) x (0,27) — R? | (r,9) > (rcos g, rsin p)
gilt (beziiglich der Standardmetrik von R?)

Ay = iar(rar-) + :2 92 =02 + i ot Loz [(ra Pt Ag] .

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 6.9(b), Beispiel 5.5(e) und (b). m

(d) (m-dimensionale sphirische Koordinaten) Der Laplace-Beltrami Operator
der S™ hat fiir m > 2 (beziiglich der Standardmetrik) in den sphérischen Koordi-
naten von Beispiel 5.5(h) die Darstellung

_ 1 oh
sin? ¥y - -+ -sin? 0y, Op?

— 1 0 0
+ sin® ) .
z:: sin® O sin2 91 - -+ -sin? D1 Ok ( Uk 819,)
Insbesondere gilt

_ 1 2 1 B 1 5 )
Ase = 2y 0ot 4 yOo(snd0s) = . 5 05+ 05+ cotddy .

Beweis Aus den Beispielen 5.5(g) und (h) folgt

m—2 m—1

G = Ham+1k—H Hsm19
k=0 i=k+1 m P ’Z

»
»

Durch Vertauschen der Produktoperationen fin-
den wir
m—1
G =TT sin® 9 = [wms1(9)]” 6.17
[ (@] (617) gl g

1=1

mit der vor Satz X.8.9 eingefiihrten Abkiirzung.
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Aufgrund der Orthogonalitit der sphéirischen Koordinaten folgt aus den angegebe-
nen Beispielen auch

- 1 1 .
g]]: . = m—1 . 2 ’ 1§]§m
Am+1,5—1 Hi:j sin” 9;
Hieraus leiten wir
m—1 m—1 1
VG g = < sin” 9, H 5 )sinj_1 ¥j—1
! - sin” U
=1 k=j
i=j—1

1 0 . j—1 3}
= X S -
sind ™' 01 [[7 sin® 0 0951 < . ! 619;‘—1>

fiir 2 < 7 < m. Nun ist die Behauptung klar. m

(e) (m-dimensionale Polarkoordinaten) In m-dimensionalen Polarkoordinaten
mit m > 2 gilt fiir den m-dimensionalen Laplaceoperator

1 _ 1
Am - rmfl 8T(Tm 167-') + /,12 ASW‘L—I - 6,,2‘ +
1
) [(r0r)* + (m — 2)rd, + Agm-1] .

-1 1
m ar+ 2 Asmfl
r

r

Beweis Aus den Beispielen 5.5(g) und (h) lesen wir g, = (dr)? + 7?ggm-1 ab. Hieraus
ergeben sich G = ™™V (G g1 sowie g'! = 1 und

- 1 (im1y(ie1 )
g7 = Lagn TV 2<i<m.

Nun folgt die Behauptung wegen der Orthogonalitéit der Koordinaten aus (6.16). m

(f) (Minkowskimetrik) Der Laplace-Beltrami Operator des Minkowskiraums R‘ll)?)

hat in orthonormalen Koordinaten die Darstellung 92 — A3 mit dem dreidimensio-
nalen (euklidischen) Laplaceoperator. Mit anderen Worten: Der Laplace-Beltrami
Operator des Minkowskiraums ist der Wellenoperator.?

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus (6.16). m

Im néchsten Satz stellen wir einige der wichtigsten Rechenregeln der Vektor-
analysis zusammen. Hier und im folgenden bezeichnen wir die pseudo-Riemannsche
Metrik von M mit (-|-)

2Siehe Aufgabe VIL5.10.
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6.11 Satz  Es seien (M, (-|-)a) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, f,g € E(M) und v, w € V(M). Dann gilt:
(i) grad(fg) = fgradg + ggrad f;
(ii) div(fv) = fdive + (grad f|v)m
(iii) A(fg) = fAg+ 2(grad f| gradg)m + gAf;
(iv) fAg—gAf = div(f grad g) — div(g grad f).

Beweis (i) Da © ein Modulisomorphismus ist, folgt aus (6.4), dal die Aussage
dquivalent zu

d(fg) = fdg+gdf (6.18)

ist. Weil es sich bei (6.18) um eine lokale Aussage handelt, geniigt es, diese For-
mel in lokalen Koordinaten zu beweisen. In diesem Fall ist sie eine unmittelbare
Konsequenz der Produktregel.

(ii) Aus (fv) —wwy = f(v Swar) = f A (v — wyr) und der Produktregel von
Theorem 4.10 folgt

d((fv) mwn) =d(fA (v —wn)) =df A(v D war) + fdlv —wa) . (6.19)

Da es sich wieder um lokale Aussagen handelt, kénnen wir lokale Darstellungen
verwenden. Dann erhalten wir aus (6.9) und (6.10) fiir v =}, v/ §/0z7 und eine
positive Karte

df A (v 2 way)

:(Z] gj‘id 7) Zk(—l)k_lvk\/|G|dxl/\-~-/\(Zc\k/\-~-/\dxm (6.20)
:( of >\/\G\dm A - /\dmmzz‘agvjwz\/[.

J 83@7

Aus Bemerkung 6.3(b) und (4.4) leiten wir

(gvadt o) = (df,0) = 3 (. aij Yo =30 O (6.21)

j Oz
ab. Also folgt aus (6.19)—(6.21) und der Definition (6.13)
div(fv)war = d((fv) = war) = (grad fv)pyws + fdivown ,

was die Behauptung impliziert.
(iii) erhalten wir unmittelbar aus A = div grad und (i) und (ii).
(iv) Aus (ii) folgt

div(fgradg) = fAg+ (grad f| grad g)as - (6.22)

Vertauschen von f und g und Subtraktion der so entstehenden Gleichung von
(6.22) liefert die behauptete Beziehung. m
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Die Rotation

Es sei nun (M, g) eine 3-dimensionale orientierte pseudo-Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Dann wird die Rotation,® rotv, des Vektorfeldes v € V(M) durch die
Kommutativitdt des Diagramms

e
V(M) - QY(M)

1%

rot d (6.23)
' — wm
V(M) o 0X(M)
erklédrt, d.h. durch
(rotv) mwpr = d(Ov) , ve V(M) . (6.24)

Diese Definition ist offensichtlich nur im Fall m = 3 moglich.

6.12 Bemerkungen (a) Die Abbildung rot: V(M) — V(M), v+ rot v ist R-linear.
(b) Es sei ((z',22,2%),U) eine Karte von M. Dann gilt

1 < G 0
rotv = e Z Z sign(j, k, 0) i (griv") Dt

=1 (j,k,L)E€Ss

fiir v = 23:1 v 9/0x7. Tm Falle orthogonaler Koordinaten vereinfacht sich diese
Darstellung zu

1 . ) 0 g O
rotv = \/|G| Z(j,k,Z)ES:s Slgﬂ(], k7£) 81’j (gkkv ) 81,(
. [(52(933713) — 05(ga2v?)) 0 + (95(g11v") — 01 (g33v?)) 0
\/|G| Ozt 0x?
0
+ (51 (922U2) — 62(911111)) ax?’}
mit \/ |G| = \/ |g11922933]. Insbesondere gilt in orthonormalen Koordinaten
0 0 0
rotv = (821)3 — 831)2) Py + (331)1 — 8103) 92 + (811)2 — 821;1) 93

Beweis Bemerkung 6.1(b) und die Eigenschaften der dufleren Ableitung ergeben

o0 =Y, (3, gutt) et = 32, 57 0, (57 g o

3Englisch: curl.
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Aus (6.10) lesen wir
rotv — wy = /|G| ((rot v)' dz® A da® 4 (rotv)? dz® A dz' + (rotv)® da' A d:rz) (6.25)
ab. Also folgt die Behauptung aus (6.24). m

(c) (Regularitiit) Esseik € N. Dann gilt rot v € V¥ (M) fiir v € V¥ (M). Hierzu geniigt

Ck+2

es anzunehmen, dafl M eine -Mannigfaltigkeit sei. m

Im Fall m = 3 bestehen wichtige Beziehungen zwischen den Operatoren grad,
div und rot, die im folgenden Diagramm {ibersichtlich zusammengefaflt sind.

6.13 Theorem Es sei (M, g) eine dreidimensionale orientierte (pseudo-) Riemann-
sche Mannigfaltigkeit.

(i) Das Diagramm

grad rot div
E(M - V(M) - V(M) - E(M)
>~ Oum = Jwm = ewn (626)
d ' d ' d '
Q%(M) - QY(M) - Q*(M) - Q°(M)

ist kommutativ.
(ii) rotograd = 0.
(iii) divorot = 0.

Beweis (i) folgt unmittelbar aus der Kommutativitéit der Diagramme (6.4), (6.12)
und (6.23).

(ii) und (iii) sind nun direkte Konsequenzen aus d? = 0. m

6.14 Korollar Es sei X offen in R® und in sich zusammenziehbar. Ferner sei v ein
glattes Vektorfeld auf X.
(i) Gilt rotv =0, so gibt es ein f € £(X) mit v = grad f, ein Potential fiir v.
(if) Gilt dive = 0, so existiert ein w € V(X ) mit v = rotw, ein Vektorpotential
fiir v.

Beweis (i) Aus (6.26) lesen wir ab, daf rotv = 0 dquivalent ist zu d(©xv) = 0.
Folglich ist die 1-Form ©p;v geschlossen, und das Lemma von Poincaré (Theo-
rem 3.11) garantiert die Existenz eines f € Q°(X) = £(X) mit © xv = df. Hieraus
folgt v = ©y' df = grad f.

(ii) Analog zu (i) ergibt sich aus dive =0, daf§ die 2-Form v —wx ge-
schlossen, also, wiederum aufgrund des Poincaréschen Lemmas, exakt ist. Folglich
gibt es ein a € Q1(X) mit do =v Jwy. Somit erfiillt w:= O3 'a € V(X) we-
gen der Kommutativitit des mittleren Teils von Diagramm (6.26) die Gleichung
rotw =v. m
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6.15 Bemerkungen Es sei X offen in R3.

(a) In euklidischen Koordinaten ist die Gleichung rotv =0 dquivalent zu den
Integrabilitdtsbedingungen

0" = o | 1<5,k<3,
wie wir aus Bemerkung 6.12(b) ersehen. Folglich ist Korollar 6.14(i) ein Spezialfall
von Bemerkung VIII.4.10(a).

(b) (Klassische Symbolik) Im Fall euklidischer Koordinaten stimmt gemé&f Bei-
spiel 6.4(a) grad f mit Vf von Satz VII.2.16 iiberein. In der physikalischen und
ingenieurwissenschaftlichen Literatur, oft auch in mathematischen Texten, wird
der formale Nablavektor

v ( o o0 0 )

Ox’ dy’ 0z

verwendet. Mit den Bezeichnungen z - y fiir das euklidische Skalarprodukt in R3
und z x y fiir das Vektorprodukt gelten dann die (formalen) Beziehungen

dive=V-v, rotv=Vxwv, Av=(V-V)v=: Vi,

wie man sofort aus den entsprechenden lokalen Darstellungen dieser Operatoren
und aus Bemerkung VII1.2.14(d) abliest. Insbesondere gilt die Merkregel, daf die
Komponenten des Vektors rot v durch Entwickeln der (formalen) Determinante

€1 2 €3
0/0x 0/0y 9/0z
vl v? v?

nach der ersten Zeile erhalten werden konnen. Hier sind €7, €5, €3 die Standard-
basisvektoren von R?, und 9/dx, 8/9y, 3/dz werden nicht als Tangentialvektoren,
sondern als Differentialoperatoren interpretiert.

Da das Symbol V im Rahmen der ,,Riemannschen Geometrie* eine andere
Bedeutung besitzt, werden wir im restlichen Teil dieses Buches den Gebrauch des
Nablavektors in der Regel vermeiden.

(c) (Physikalische Bedeutung der Rotation*) Wir betrachten einen starren Kérper,
der gleichformig um eine feste Achse rotiert. Dann wihlen wir eine Orthonormal-
basis (€1, €2, €5) und den Koordinatenursprung so, dafi die Rotationsachse mit der
€3-Achse iibereinstimmt. Ferner sei w die Winkelgeschwindigkeit, d.h., w ist die
Absolutgeschwindigkeit bei einer gleichformigen Drehung eines Punktes P, der von
der Rotationsachse den Abstand 1 besitzt. Mit dem Radiusvektor 7 des Punktes P,
d.h. mit dem Ortsvektor 7 des Punktes P im Koordinatensystem (O; €y, €, €3)

4Eine tiefergehende Interpretation der Rotation eines Vektorfeldes ist in Paragraph XII.3
gegeben.
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(vgl. die Ausfithrungen nach den Bemerkun-
gen 1.12.6) und dem Winkel 6 zwischen €&
und 7 (in der von €3 und 7 aufgespannten
Ebene) gilt fir den Abstand a von P zu der
Rotationsachse: @ = || sind. Also ist der Be-
trag des Geschwindigkeitsvektors ¢ des Punk-
tes P durch r

|U] = wa = w || siné 0

gegeben. Bezeichnen wir mit w := wes den ,,Vektor der Winkelgeschwindigkeit®,
der so orientiert ist, daf} es sich um eine ,,Rechtsdrehung® handelt, so folgt aus den
Eigenschaften des Vektorproduktes

T=x7, (6.27)

da sich der Punkt P mit konstanter Absolutgeschwindigkeit w auf einem Kreis um
den Nullpunkt in einer Ebene senkrecht zur €3-Achse bewegt.?

Es seien (z,y, z) die Koordinaten von P beziiglich (O; €1, &, €3). Dann gilt

0

7= w—
0z’

0
+

Tr— +z— W =
Ox ’

yé)_y 0z

und somit

T=wWXr=—-—wy——+wr— .

Ox oy

Fiir die Rotation des Vektorfeldes ¥ finden wir rot ¥ = 2w 0/0z = 2. Also gilt bei
Drehungen eines starren Korpers um eine feste Achse: Die Rotation des Feldes der
Geschwindigkeitsvektoren ist ein Vektorfeld, das parallel zur Drehachse verlduft
und dessen Betrag gleich der doppelten Winkelgeschwindigkeit ist.

(d) (Regularitdt) Fiir die Aussagen von Theorem 6.13 und Korollar 6.14 geniigen we-
sentlich schwéchere Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, die leicht aus den fritheren Be-
merkungen zur Regularitit abgeleitet werden kénnen. m

Die Lie-Ableitung

Es sei M nun wieder eine beliebige Mannigfaltigkeit. Fiir f € (M) und v € V(M)
setzen wir

L,f = (df,v) € E(M)

und nennen L, f Lie-Ableitung von f beziiglich v.

5Der formale Beweis von (6.27) bleibt dem Leser iiberlassen.
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6.16 Satz
(i) Die Abbildung L,: E(M) — E(M), die Lie-Ableitung beziiglich v, hat fol-
gende Eigenschaften:
(o) L, ist R-linear;
(8) Lo(fg) = Lu(f)g + fLug fiir f,g € E(M).
(ii) In lokalen Koordinaten gilt

of -
L”fzzjvj Oxd U:Zjvj oxi

Beweis (i) folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von d (vgl. (6.18)).
(ii) ist eine Konsequenz von (4.4). m

6.17 Bemerkungen (a) Aus Satz 6.16(ii) ist ersichtlich, da8 die Lie-Ableitung
eine Verallgemeinerung der Richtungsableitung aus Paragraph VIL.2 darstellt.

(b) Es sei A eine R-Algebra. Eine Abbildung D : A — A heifit Derivation (von A),
wenn D R-linear ist und die ,,Produktregel“

D(ab) = (Da)b+ a(DVb) , a,be A,
erfiillt. Also ist die Lie-Ableitung beziiglich v € V(M) eine Derivation der Alge-
bra £(M).
(c) Besitzt A ein Einselement e und ist D eine Derivation von A, so gilt De = 0.

Beweis Aus der Produktregel erhalten wir
De = D(ee) = (De)e + e(De) = De + De = 2De

also die Behauptung. m

Das folgende Theorem zeigt, dafl jede Derivation von £(M) durch eine Lie-
Ableitung gegeben ist.

6.18 Theorem Es sei D eine Derivation von £(M). Dann gibt es genau ein
ve V(M) mit D= L,.

Beweis (i) Wir zeigen zuerst, dal D ein ,lokaler Operator® ist. Es seien U eine of-
fene und K eine kompakte Umgebung von p € M mit K CC U. Bemerkung 1.21(a)
garantiert die Existenz von y € £(M) mit x| K = 1 und supp(x) CC U.
Essel f € (M) mit f|U =0. Dann gilt f = fx+ f(1 —x) = f(1 —x), und
folglich
Df(p) =Df(p)(1 = x(p) + f()DL~x)(p) = 0.

Da dies fiir jedes p € U richtig ist, folgt D(f)|U = 0. Ist x1 € E(M) eine weitere
Funktion mit supp(x1) CC U, die in einer Umgebung von p identisch gleich 1 ist,
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so verschwindet fx — fx1 € E(M) fir f € E(U) in einer Umgebung von p. Also
folgt aus dem Obigen D(fx) = D(fx1) fiir f € E(U). Folglich ist die ,,Restriktion
von D auf U“ durch

Duf:=D(fx), [fe&U),

wohldefiniert, unabhéngig von der speziellen Wahl von y.

(ii) Es sei nun (¢, U) eine Karte mit ¢ = (z!,..., 2™). Wir kénnen annehmen,
dal X := p(U) konvex ist. Fiir jedes feste p € U folgt aus dem Mittelwertsatz in
Integralform (Theorem VII.3.10) mit a := ¢(p)

(e f)(@) = (@+> (@ —a)fjz),  weX,

wobel wir

1
x)z/@f(a—t—t(x—a))dt, reX,
0
gesetzt haben. Also gelten

- )
= fiesU), g = 0 m),

und

+Z ) file),  aeU.

Hieraus, aus den Eigenschaften von D und aus Bemerkung 6.17(c) folgt

ZD@ aﬂ (), peU, (6.28)

wobei wir D statt Dy geschrieben haben.

(iii) Es sei (¢, V) eine zweite Karte um p mit ¢ = (y*,...,y™). Dann gilt
fiir den Kartenwechsel k := 1) o ¢!, analog wie in (ii), da wir U = V annehmen
kénnen,

K (x) =k (a) + Z((m‘ —aYkl(x), wreX, (6.29)

mit kg € £(X) und kg (a) = ¢k’ (a). Wegen p*k = 9 erhalten wir durch Anwenden
von ¢* auf (6.29)

W ( P+ (e ‘p)hi(g),  qeU, (6.30)

mit h% = @*kf € E(U) und

W) = ("0 ) ) = 7, )
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Hiermit ergibt sich aus (6.30)

Dy (p Z[w axk()’ peU, 1<jk<m. (6.31)

Nun setzen wir

P 0 .0
- j — j
E jD(p RIS E ij e (6.32)

Dann folgt aus (6.31) und Satz 4.7

dy’ 9
=303 D6 o ayJ:Zkakaxk:W'

Dies zeigt, dafl durch (6.32) auf U ein Vektorfeld vy € V(U) definiert wird, un-
abhéngig von den speziellen Koordinaten. Aus (6.28), (6.31) und Satz 6.16(ii) lesen
wir Dy f = Ly, f fir f € E(U) ab

(iv) Es sei nun { (¢a,Us) ; a € A} ein Atlas fiir M. Dann folgt aus (iii), da$
eszujedem o € Aein v, € V(Uy,) gibt mit Dy, f = Ly, f fiir f € £(Uy). AuBlerdem
zeigen die Uberlegungen von (iii), daf es genau ein v € V(M) gibt mit v|U, = vq
fir & € A. Nun erhalten wir D = L,, aus (i) und Satz 6.16(ii).

(v) Es seien v,w € V(M) mit D = L, und D = L,,. Dann gilt L,f = L, f
fiir jedes f € £(M). In einer beliebigen lokalen Karte ((«,...,2™),U) gilt somit

Zj(vj—wj)aagjzo, fe&).

Wihlen wir f := ¥, so finden wir 9f/dx7 = 6%, also v¥ —w* = 0. Da dies fiir
1 < k < m richtig ist, folgt v|U = w|U, und somit v = w. Damit ist alles bewiesen. m

6.19 Lemma Fliir v,w € V(M) ist L,Ly — Ly L, eine Derivation von £(M).

Beweis Offensichtlich ist L, L., — L, L, eine R-lineare Abbildung von £(M) in
sich. Fiir f,g € £(M) gilt, da £(M) kommutativ ist,

Lw(fg) = Ly (Lw(f)g + fng)
= gLvaf + vang + ngwa + vang .

Nun ist die Aussage offensichtlich. m

Es seien v, w € V(M). Dann folgt aus Theorem 6.18 und Lemma 6.19, daf es
genau ein glattes Vektorfeld, [v, w], auf M gibt mit

L[v,w] =LyLy — LyLy . (633)

Man nennt [v,w] Lie-Klammer oder Kommutator von v und w.
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6.20 Satz
(i) Die Abbildung V(M) x V(M) — V(M), (v,w) — [v,w] besitzt folgende Ei-
genschaften:
(o) (Bilinearitét) [-, -] ist R-bilinear.
(8) (Schiefsymmetrie) Fiir v,w € V(M) gilt [v,w] = —[w, v].

(v) (Jacobiidentitit) Fiir u,v,w € V(M) besteht die Relation
[u7 [v,wﬂ + [U, [w,u]] + [w, [u,vﬂ =0.

(ii) In lokalen Koordinaten gilt

Ow’ viN 0
— k ok
o wl = ijk (U ozt " 8:5’“) 07 (6:34)
firv=7%_, v/ 9/027 und w = > wl §/0x7.
Beweis Die einfache Verifikation bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen. m

6.21 Bemerkungen (a) Es sei M offen in R™, und (x',...,2™) seien euklidi-
sche Koordinaten auf M. Mit dem Nablavektor V kann (6.34) symbolisch in der
intuitiven Form

[v,w] = (v-V)w— (w-V)v
geschrieben werden.

(b) Es seien V ein Vektorraum und [-,-]: V x V — V eine Abbildung mit den Ei-
genschaften («)—(y) von Satz 6.20(i). Dann heiit (V,[-,-]) Lie-Algebra. Wegen (3)
ist die ,,Multiplikation® [-, -] i. allg. nicht kommutativ. Aus (3) und () folgt

[a, [b, c]] - Ua,b},c] = [[c, a],b] , a,b,ceV .

Somit ist die Multiplikation i. allg. auch nicht assoziativ. Folglich ist eine Liealgebra
i. allg. eine nichtkommutative, nichtassoziative Algebra.b Also ist (V(M), [, -]) eine
Lie-Algebra.

(c) (Regularitéit) Es seien k € N und v,w € V*(M). Ferner sei M eine Mannigfaltigkeit
der Klasse C**1. Dann ist L, keine Derivation auf £*71(M), da L, f firr f € EFF1(M)
im allgemeinen nur zu & k(M ) gehort. Folglich kann auch die Lie-Klammer nicht durch
(6.33) definiert werden. In diesem Fall definiert man [v,w] fiir v,w € V¥(M) mittels
lokaler Koordinaten durch” (6.34). Dann gilt [v,w] € V*"1(M). m

6Im trivialen , kommutativen® Fall, wo [a, b] = O fiir a,b € V gilt, ist sie natiirlich kommutativ
und assoziativ.
"Der Leser moge sich iiberlegen, dafl [v,w] auf diese Weise auf ganz M wohldefiniert ist.
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Der Hodge-Laplace Operator

Im restlichen Teil dieses Paragraphen verwenden wir die Koableitung und den
Sternoperator, um weitere wichtige Beziehungen der Vektoranalysis herzuleiten.

Es sei (M L) M) eine orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu-
erst stellen wir die Divergenz mittels der Koableitung dar.

6.22 Satz Das Diagramm

van 7 - aran
SN2
E(M) = Q°(M)
ist kommutativ: div =9 0 ©.
Beweis Es reicht, diese Gleichheit lokal zu beweisen. Dazu seien ((z*,...,2™),U)

lokale Koordinaten. Dann folgt fiir v =} v1 §/0z7 € V(U) aus den Bemerkungen
6.1(b) und 5.11(b)

A 0 j
5@vzézj(zkgjkv )dm = /[l Zj O (\/\G\v ).

Also ergibt sich die Behauptung aus (6.14). m

Mit der dufleren Ableitung und der Koableitung definieren wir fiir 0 <r <m
eine R-lineare Abbildung auf Q"(M) durch

Api=doé+6d: Q" (M) — Q" (M), (6.35)
den Hodge-Laplace Operator. Fiir a € £(M) folgt aus (6.4) und Satz 6.22
(dé + 6d)a = 6da = §0(0©~ da) = divgrada .
Also stimmt der Hodge-Laplace Operator auf Q°(M) = £(M) mit dem Laplace-

Beltrami Operator {iberein, was die Bezeichnung rechtfertigt. Sind keine Mif3-
verstindnisse zu befiirchten, so schreiben wir A fiir Ays. m

6.23 Bemerkungen (a) *A = Ax.
Beweis Aus den Bemerkungen 5.9(b) und 5.11(a) folgt

*A = *xdd + *x0d = dd* + do* = Ax .

also die Behauptung. m
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(b) dA = Ad = dod und §A = A§ = §do.

Beweis Aus d? = 0 erhalten wir
dA = ddé + déd = dod = dod + ddd = Ad .

Die zweite Behauptung wird analog gezeigt. m

(c) Es seien M offen in R™ und (z!,...,2™) euklidische Koordinaten. Dann gilt

MY, a0 d9) =Y Aagyda¥

firl<r<m.

Beweis Wegen der Linearitiit geniigt es, die Aussage fiir a :=adz™ mit (§) € J, zu
zeigen. Mit Beispiel 5.10(e) finden wir

déa = d(Z(—l)k_lajkadx“ A Adzir A A da:jr>
k=1
S DFY 00 ada’ Ade?t A A daik Ao A da
k=1 =1

Zajgkadm(j)"'z:(_l)k_l Z 64(9jkadml/\dmj1 A Adzie Ao AdaiT
k=1 k=1 (=1

£/Lg15-53r}
Analog erhalten wir
oda =6 Z Bgadmz Ade) = Z Bfa dz?
=1 (=1
£/L515- 530} £/L515-53r}

- N (~1)F9;, deada’ Ade?t A Adaik A Ade?T
=1 k=1
/g1 Jr}

Somit ergibt sich®
Apa = (dd+ dd)a = (Zk 62@) dz'9 = (Aa) dz? |

also die Behauptung. m

(d) (Regularitdt) Offensichtlich ist Ay eine R-lineare Abbildung von €, (M) nach
Qp—2y (M) fiir 0 <7 <m und k € N mit k > 2. Hierbei geniigt es vorauszusetzen, daf
M eine C**2-Mannigfaltigkeit sei. m

8Um die Richtigkeit dieser Formel zu gewéhrleisten, haben wir in der Definition von § das
Vorzeichen durch (—1)m(T+1_)festgelegt. Mit der in der Geometrie iiblichen Normierung ergéibe
sich (d6 + 6d)a = —(Aa) dz(D).
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Schliellich definieren wir den Laplaceoperator fiir Vektorfelder, 57 durch
A=Ay =03} oAy 0Oy : V(M) — V(M)

also durch die Kommutativitit des Diagramms

A
V(M) - V(M)
) o
A\l A A\l
Q' (M) - Q'(M)

6.24 Bemerkungen (a) Aus (6.4) und Satz 6.22 folgt A = grad div + ©~16d©.

(b) Es sei M offen in R™, und (z',...,2™) seien euklidische Koordinaten auf M.

Dann gilt
5(2 v’ 8.) :Z A a, .
i Oxd J oxJ
Identifiziert man wie iiblich das Vektorfeld v = 3>, v/ 9/927 mit (v',...,v"™), so
bedeutet Av, dafl der Laplaceoperator komponentenweise angewendet wird:

Av=(Avt,...,Av™) .

In diesem Fall schreibt man meistens A statt A.

Beweis Dies folgt aus Beispiel 6.2(a) und Bemerkung 6.23(c). m

(c) (Regularitit) Es sei k € N. Dann bildet A den R-Vektorraum V**2(M) linear in
e (M) ab. Hierzu geniigt es anzunehmen, dafi M eine C**+2_Mannigfaltigkeit sei. m

Das Vektorprodukt und die Rotation

In diesem letzten Abschnitt leiten wir die wichtigsten Rechenregeln fiir den Ope-
rator rot ab.

Es seien (M, (-|-)as) eine dreidimensionale orientierte Riemannsche? Man-
nigfaltigkeit und wy, ihr Volumenelement.

Auf V(M) definieren wir das Vektor- oder Kreuzprodukt
x: V(M) x V(M) - VM), (v,w)r—uvxw (6.36)
durch
v xw =03 wy(v,w,-) . (6.37)
Offensichtlich ist diese Abbildung wohldefiniert.

9Der Einfachheit halber beschréinken wir uns auf den fiir die Anwendungen wichtigsten Fall
einer Riemannschen Metrik.
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6.25 Bemerkungen (a) Essei (M, (-|)a) = (R* (-|)). Dann stimmt (6.37) fiir
konstante Vektorfelder mit der Definition von Paragraph VIIL.2 {iberein.

(b) Das Vektorprodukt ist bilinear, alternierend (schiefsymmetrisch) und erfiillt
(ulv X W)y = wpr(u,v,w) u,v,w € V(M) . (6.38)
Fiir p € M ist (v x w)(p) beziiglich des inneren Produktes (-|-)a(p) von T, M
orthogonal zu v(p) und w(p). Mit |v|ar := /(v|v)ar gilt
o x wlar = /I [l — (0]w)d, = ol wlar sing |

wobei ¢(p) € [0, 7] der unorientierte Winkel zwischen den Vektoren v(p) und w(p)
fiir p € M und v,w € V(M) ist.

Es bestehen die Graflmannidentitit
v1 X (vg X v3) = (v1|vg)prve — (V1 |v2)Arv3
und die Jacobiidentitét
vy X (vg X v3) +va X (v3 X v1) +v3 X (v1 X v3) =0
sowie die Relation
(v1 X v2) X (v3 X v4) = wpr(v1, V2, Va)v3 — wWar(V1, V2, V3) Vs

fiir v1,v2,v3,v4 € V(M). Insbesondere ist (V(M), x) eine Lie-Algebra.

Beweis Es handelt sich durchwegs um punktweise Aussagen, fiir die wir auf Aufgabe 2.3
verweisen. m
(c) Esseien ((2',2%,2%),U) positive Orthonormalkoordinaten'® fiir M. Dann gilt

firv=7>3, v/ 0/0x7 und w = > w’l 8027

_|_
Ox!
Beweis Aufgabe 2.3. m

(d) (Regularitit) Es sei k € N. Dann bleiben die obigen Aussagen fiir C*-Vektorfelder

richtig, und es geniigt anzunehmen, daB M eine C**'-Mannigfaltigkeit sei. m

Der folgende Satz zeigt, dafl das Vektorprodukt eng mit dem dufleren Produkt
von 1-Formen verkniipft ist.

0D h., (8/0z',0/022,0/0x) ist ein positiver Orthonormalrahmen.
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6.26 Satz Fiir v,w € V(M) gilt v x w = O~ x(Ov A Ow), d.h., das Diagramm

O x 06
V(M) x V(M) - QNM) x QY(M)
></ \/\
ot *
V(M) « Q'(M) ~ Q*(M)

ist kommutativ.

Beweis Es geniigt, die Gleichheit lokal zu zeigen, wobei wir fiir ((acl, 22, 2%), U)
1

positive Orthonormalkoordinaten wihlen kénnen. Sind (v!, v2,v3) und (w!, w?, w?)

die Komponenten von v, w € V(M), so folgt aus Bemerkung 6.1(e)
Ov A BOw = Zj vl dx? A Zk w” da®
= (V*w? — v3w?) da? A da® + (V' — vlw?) dad A dat
+ (v'w? — v?w') dat A da? .
Aus dem Beweis von Beispiel 5.7(d) wissen wir, dafl
w(dz® A da®) = dxt | x(ded Adx') = da?,  «(det A da?) = da? (6.39)
gilt. Nun erhalten wir die Behauptung aus den Bemerkungen 6.1(e) und 6.25(c). m

Als néchstes leiten wir eine Darstellung fiir den Operator rot her.

6.27 Satz Das Diagramm
V(M) - QY (M) - QM)
rot\‘ ;A
@—1
V(M) < Q' (M)
ist kommutativ, d.h. rot = O 'xdO.

Beweis Es geniigt wieder, die Gleichheit lokal beziiglich positiver Orthonormal-
koordinaten ((z',2?,2%),U) zu beweisen. Dann finden wir fiir v = 23:1 v! 9/0x7
mit Bemerkung 6.1(e)

d(Ov) = d(zj v dxj) = Zj . g;; da® A da?

o oty 5 (ot vty 1
= (8x2 - 0563) du” N da” (81‘3 - 0x1> du” A dr
o? oty 5

(8x1_8x2>dx ANdz® .

Somit folgt die Behauptung aus (6.39) und den Bemerkungen 6.1(e) und 6.12(b). m
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir einige wichtige Rechenregeln fiir drei-
dimensionale Vektorfelder herleiten.

6.28 Satz Fiir f € E(M) und v, w € V(M) gilt:
(1) div(v x w) = (rotv|w)y — (v]| rot w)ps;
(ii) rot(fv) = frotv + grad f x v;

(iii) rot(v x w) = (divw)v — (divv)w — [v, w];

) rot(

(iv) rot(rotv) = graddive — Aw.
Beweis (i) Aus Bemerkung 5.9(d) erhalten wir mit m =3

w0 = (=1)™Hssdra = dxar a€ Q*(M) .
Nun leiten wir aus den Sétzen 6.22 und 6.26

div(v x w) = 60 (0~'%(Ov A Ow)) = §%(Ov A Ow)
= *d(Ov A Ow) = *(dOv A Ow — Ov A dOw)

ab. Aus Satz 6.27 folgt © rot = xdO. Nun ergibt Bemerkung 2.19(d) d© = %O rot
wegen m = 3 und r = 2. Folglich erhalten wir

div(v x w) = *((*O rotv) A Ow — Ov A xO rot w)
= x(OQw A %O rotv — Qv A xOrot w) |

wobei wir *@ rot v € Q?(M) verwendet haben. Nun folgt aus (2.22) mit r = 1 sowie
aus (2.13)

div(v x w) = [(w| rotv)p — (v| rotw)|was |
also, wegen *wj); = 1, die Behauptung.
(ii) Aus Satz 6.27 ergibt sich

rot(fv) = O '%dO(fv) = 0 1xd(fOv)
= O %(df AOv + fdOV)
= O '%(Ograd f A Ov) + fO 1 xdOV
=grad f X v+ frotv .
Hierbei haben wir auch von Satz 6.26 und den Rechenregeln fiir d Gebrauch
gemacht.

(iii) Es geniigt, die Aussage lokal zu beweisen. Dazu kénnen wir positive
Orthonormalkoordinaten verwenden. Dann folgt die Behauptung aus den lokalen
Darstellungen der Bemerkungen 6.12(b) und 6.25(c) und aus Satz 6.20 durch eine
einfache Rechnung, die wir dem Leser iiberlassen.
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(iv) Aus Satz 6.27 und der Definition von ¢ folgt

rotrotv = O 'xdOO 'xdOv = O 'xdxdOv
= (=13 15dev = —015dOw .

Nun ergibt sich die Behauptung aus Bemerkung 6.24(a). m

Um den Kalkiil einzuiiben, haben wir die erste Rechenregel dieses Satzes
mit Hilfe der Eigenschaften der Koableitung und des Sternoperators bewiesen.
Natiirlich hétten wir auch mit orthonormalen Koordinaten einer positiven Karte
arbeiten kénnen. Mit anderen Worten: Wir kénnen annehmen, da M offen in R3
und (-|-)as die Standardmetrik (-|-) ist. Unter Verwendung des (formalen) Nabla-
operators erhilt man dann aus (6.38)

V(v xw)=det[V,v,w]
= 01 (v*w® — v¥w?) + (V3w — viw?) + 3 (viw? — v wh)
durch Entwickeln der (formalen) Determinate nach der ersten Zeile. Unter Ver-

wendung der Produktregel rechnet man leicht nach, dafl die letzte Zeile mit dem
Ausdruck w - rot v — v - rot w iibereinstimmt, was die Behauptung beweist.

Der formale Kalkiil mit dem Nablaoperator ist jedoch mit duflerster Vor-
sicht anzuwenden. Berechnet man nédmlich rot(v x w) = V x (v x w) formal unter
Verwendung der Grafimannidentitét, so findet man die falsche Aussage

Vx(wxw)=(V-wv—(V-v)w.

Wo liegt der Fehler?

Aufgaben

1 Man finde die Darstellung des Laplace-Beltrami Operators beziiglich
(i) der Zylinderkoordinaten (0,27) x R — R?, (i, 2) — (cos p, sin p, 2);

(ii) der Parametrisierung
(0,2m)> = R*,  (a,B) — ((2+ cosa) cos B3, (2 + cos ) sin B, sin )

des 2-Torus T3 ; von Beispiel VIL.9.11(f);

(ili) der Parametrisierung X — R®, z — (z, f(z)) des Graphen von f € £(X), falls X
in R? offen ist.

2 Esseien (Mj,g;), j = 1,2, Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit 9M; = (), und 7; be-
zeichne die kanonische Projektion M; x My — M;. Man zeige:

Ay vy = T Ay + T A,



XI.6 Vektoranalysis 399

3 Es seien M und N Riemannsche Mannigfaltigkeiten, und f: M — N sei ein isome-
trischer Diffeomorphismus. Dann ist fiir 0 < r < m das Diagramm

An
Q" (M) - QN(M)
f f
An
Q"(N) - QY(N)

kommutativ.

4 Es sei (M,g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Man zeige die Kommutati-

vitdt des Diagramms
*
Q' (M) - Q"TH(M)

und leite hieraus die Beziehungen
(1) div = xd*0;
(ii) rot = O '%d©® (m = 3);
(iii) An = *dxd
ab, wobei Ajs der Laplace-Beltrami Operator von M ist.

5 Es sei Q offen in R3. Fiir E,H,j € C°(Rx Q,R?), pc C°R xQR) und ¢ >0
setze man

F:=0.E A (cdt) +*(0.H A (cdt)), J:=0.j—pdteQRiy),

wobei FE, H und j als zeitabhéngige Vektorfelder und p als zeitabhéngige Funktion
auf Q aufgefaBt werden und O.: V(R?) — Q'(R*) den (euklidischen) Rieszschen Tso-
morphismus bezeichnet. Ferner steht dt fiir den ersten Standardbasisvektor in Q' (R{ 3).
Man zeige:

(a) Die Aussagen
(i) dF = 0;
(ii) OH /0t + crot E =0 und divH =0

sind dquivalent. (Erste Gruppe der Maxwellschen Gleichungen)
D.h., die 2-Form F ist genau dann geschlossen, wenn die Vektorfelder F¥ und H die erste
Gruppe der Maxwellschen Gleichungen erfiillen.

(b) Die Aussagen

(i) dF = 4nJ,;

(ii) OF /0t — crot H = 47§ und div E = 4mp
sind #quivalent. (Zweite Gruppe der Maxwellschen Gleichungen)
(c) Die Aussagen

(i) Aps F =05
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(i) OH/Ot 4+ crot E =0, OE/Ot —crot H =0, divE =0, divH =0

sind dquivalent. Folglich ist die 2-Form genau dann harmonisch, wenn die Vektorfelder
E und H die homogenen Maxwellschen Gleichungen erfiillen.

(d) Gilt dF = 0, so erfiillen j und p bzw. J die Kontinuitétsgleichung
Op/ot+divj =0 bzw. gradgs J =0
(e) Die Aussagen

(i) F ist exakt;

(ii) Esgibt A € C(R x Q,R), ein Vektorpotential, und ® € C°(R x Q,R), ein skalares
Potential, mit
rotA=H, —0A/0t—grad® =F

sind dquivalent.

6 Es sei X offen in R?® und in sich zusammenziehbar. Ferner seien f, g € £(X). Man zeige:
(i) Es gibt ein v € V(X) mit grad f x grad g = rot v.
(ii) Gilt f(z) # 0 fiir z € X, so gibt es ein h € £(X) mit (grad f)/f = grad h.

7 Man verifiziere, dafl

An(fgrad f) = grad div(f grad f) = An f grad f + grad |grad f|3, + f grad Aus f
fiir f € £(M) mit |v]3; == (v|v)a fiir v € V(M).
8 Man zeige, daB fiir « € Q'(M) und v,w € V(M) gilt

do(v,w) = Lo{a, w) — Lo, v) — (o, [v,w]) .

9 Es seien M und N m-dimensionale Mannigfaltigkeiten sowie ¢ € Diff (M, N). Dann gilt

e [v,w] =[p v,0 W], v,w € V(M) .

10 Es seien T2 := S' x S c R* und a, 8 € Q*(T?) mit
o= —2*dat + 2t da® ., pi= —z*dz® + 2* da* .
Dann gilt Aa = Ap = 0.

11 Man zeige, daB fiir H € £(R*™) das Vektorfeld sgrad H € V(R?*™) divergenzfrei ist.



Kapitel XII

Integration auf
Mannigfaltigkeiten

In den ersten beiden Kapiteln dieses Buches haben wir die Grundlagen der Maf-
und Integrationstheorie entwickelt und im dritten Kapitel unsere Kenntnisse iiber
Mannigfaltigkeiten vertieft sowie in die Theorie der Differentialformen eingefiihrt.
Damit sind wir nun in der Lage, die Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten
auszudehnen, also iiber ,,gekriimmte Bereiche“ zu integrieren.

Im ersten Paragraphen fithren wir das Riemann-Lebesguesche Mafl einer
Mannigfaltigkeit ein. Seine Konstruktion beruht ganz wesentlich auf den Eigen-
schaften des Lebesgueschen Mafles, welches wir mittels lokaler Karten vom R™
auf die Mannigfaltigkeit ,, hochziehen*. Dabei spielt der Transformationssatz die
Hauptrolle, da er die Unabhéngigkeit von den lokalen Koordinaten garantiert. Wir
zeigen, dafl das Riemann-Lebesguesche Volumenmaf ein vollstéindiges Radonmaf3
ist, womit uns dann die gesamte, im zweiten Kapitel entwickelte, Integrations-
theorie zur Verfiigung steht. Als erste Anwendungen der allgemeinen Theorie be-
rechnen wir die Volumina einiger Mannigfaltigkeiten.

Im zweiten Kapitel verallgemeinern wir die Theorie der Kurvenintegrale, bei
der es sich darum handelt, 1-Formen {iber Kurven, also 1-dimensionale Mannig-
faltigkeiten, zu integrieren. Nun zeigen wir, wie m-Formen {iber m-dimensionale
Mannigfaltigkeiten integriert werden kénnen. Um einen effizienten Kalkiil zu ge-
winnen, erweitern wir den Transformationssatz und den Satz von Fubini auf den
Fall der Integrale von Differentialformen. Damit sind wir in der Lage, auch kom-
pliziertere Integrationsprobleme zu behandeln, was wir durch eine Reihe von Bei-
spielen belegen.

Wir besprechen auch physikalische und geometrische Interpretationen von
Integralen von Differentialformen und stellen die Grundbegriffe der Fliisse von
Vektorfeldern vor. Als eine Anwendung beweisen wir das Transporttheorem und
zeigen Folgerungen auf.
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Den Hohepunkt der Differential- und Integralrechnung auf Mannigfaltigkei-
ten stellt zweifelsohne der Stokessche Integralsatz dar, dem der letzte Paragraph
gewidmet ist. Wir beweisen eine Version fiir Mannigfaltigkeiten mit Singularitéten,
die den meisten in der Praxis auftretenden Bediirfnissen gerecht wird. Natiirlich
zeigen wir einige der klassischen Anwendungen des Stokesschen Theorems auf und
geben auch einen ersten Einblick in seine topologischen Konsequenzen. Im Rahmen
dieser Einfiithrung miissen wir aber leider darauf verzichten, tiefer einzudringen. Es
ist das Ziel dieses Werkes, dem Leser die Grundlagen fiir das weitere Vordringen
in die faszinierende Welt der Mathematik zu geben. Im Rahmen weiterfithrender
Vorlesungen und Literaturstudien wird er eine Vielzahl von Anwendungen und
Verallgemeinerungen der hier dargestellten Theorie kennenlernen.



1 Volumenmafle

In Paragraph VIII.1 haben wir gesehen, wie wir die Liange einer Kurve berech-
nen konnen. Wir wissen auch, wie wir Flachen- und Rauminhalte unter Graphen
bzw. von einfachen Koérpern bestimmen kénnen. Nun wenden wir uns dem Pro-
blem zu, Flédcheninhalte und Volumina von gekriimmtem Flidchen bzw. allgemeinen
Mannigfaltigkeiten zu bestimmen.

In diesem Paragraphen fithren wir das Riemann-Lebesguesche Volumenmafl
einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit ein und zeigen, daf es ein vollstéandi-
ges regelméfBiges Radonmaf} ist. Damit steht uns die gesamte, in Kapitel X ent-
wickelte Integrationstheorie auch auf Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung. Mit Hil-
fe lokaler Darstellungen kénnen wir Integrale auf Mannigfaltigkeiten in manchen
Fallen explizit berechnen, was wir mit Beispielen illustrieren.

Im ganzen Paragraphen ist
e M cine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit m € N*.

Die Lebesguesche o-Algebra von M

Da eine Mannigfaltigkeit lokal wie eine offene Teilmenge von H™ , aussieht“, ist
es naheliegend, die Mefibarkeit mittels lokaler Karten von H™ auf M ,hinaufzu-
ziehen“.

Eine Teilmenge A von M heifit (Lebesgue) mef3bar, wenn es um jedes p € A
eine Karte (o,U) gibt, so daB o(ANU) zu L(m) gehort, d.h. A,,-meBbar ist.
Wir setzen

Ly :={ACDM; Aist mefibar} .

Die folgenden Bemerkungen zeigen, dafl diese Definition sinnvoll ist.

1.1 Bemerkungen (a) Die Definition ist koordinatenunabhéngig.

Beweis Es sei A C M, und zu jedem p € A gebe es eine Karte (¢p,Up,) um p mit
wp(ANUp) € L(m). Ferner seien (¢, V) eine Karte von M und ¢ € AN V. Da die Menge
wp(Ug NV) offen ist in H™, ist sie Ap,-meBbar. Also trifft dies auch auf

0a(ANV NUg) = pq(ANUg) Npg(V NU,)
zu. Aufgrund von Korollar IX.5.13 folgt nun aus
P(ANVNUg) :wo‘Pq_l(‘Pq(Amvaq)) )

daB Y(ANV NUg) zu L(m) gehort. Weil dies fiir jedes ¢ € ANV gilt und die MeBSbarkeit
gemiB Bemerkung IX.5.14(c) eine lokale Eigenschaft ist, folgt /(A NV) € L(m), also die
Behauptung. m

(b) Ist M offen in R™, so gilt Ly = L(m)|M. Also sind die hier eingefiihrte
Notation und die von Paragraph X.5 konsistent.

Beweis Dies folgt unter Verwendung der trivialen Karte (id, M). m
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1.2 Satz L) ist eine o-Algebra iiber M, die Lebesguesche o-Algebra von M. Sie
enthélt die Borelsche o-Algebra B(M).

Beweis Es sei (p,U) eine Karte von M. Fir A € Ly gehort p(ANU) zu L(m).
Da L(m) eine o-Algebra ist, gilt folglich p(A°NU) = p(U)\p(ANU) € L(m).
Weil dies fiir jede Karte richtig ist, folgt A¢ € L.

Ist (A;) eine Folge in Ly, so finden wir analog

o((U,45) ) = (U, (4 n0)) =, w4, n0) € £Gm)

was (J; A; € L impliziert.

SchlieBlich ist offensichtlich, daf§ M zu Ly, gehort. Damit ist gezeigt, dafl Ly,
eine o-Algebra ist.

Ist O offen in M, so ist (O NU) offen in H™ und gehort somit zu L£(m).
Folglich gehort O zu Ly, was Ly D B(M) zur Folge hat. m
Die Definition des Volumenmafles

Es sei nun g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M, und (p,U) sei eine Karte
von M mit ¢ = (z!,...,2™). Dann ist die Gramsche Determinante G = det[g;x],
mit g;r = g(0/0x7,8/02"), wohldefiniert, und V|G| € E(U). Fir A€ Ly mit
A C U setzen wir

vol, o (4) = [ e VIG] drn = [ enialir, (L.1)
(A

©v(A)

1.3 Lemma Fiir A € Ly ist voly ;7 (A) unabhéngig von der Karte (¢, U) mit ACU.

Beweis Es sei (¢, V) eine weitere Karte mit A C V und ¢ = (y*,...,y™). Wir
konnen V' = U voraussetzen. Nun fassen wir U als orientierte Mannigfaltigkeit auf
mit dem positiven Atlas {(¢,U)}. Dann ist

wy = /|Gldzt A Adz™ € Q(U)
gemifl Bemerkung X1.5.4(g) das Volumenelement von U. Ferner gilt
wy = V|Gl dyt A Ady™

wobei das positive bzw. negative Vorzeichen zu wéihlen ist, falls ¢ positiv bzw.
negativ orientiert ist. Wegen f:=1v o ¢~! € Diff (¢(U),%(U)) und ¢ = f~'o
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folgt aus Beispiel XI1.3.4(c)

eeV/|Gldat A A da™ = puwy = (f71) et = fruwy
= £ (/|G dy' A A dy™)
= 4/ (0 /|G]) det(Df) dzt A - A dz™
= [*(¥«V/|G]) |det(df)| dat A -+ Adz™

da f genau dann orientierungserhaltend bzw. -umkehrend ist, wenn ¢ positiv bzw.
negativ orientiert ist. Also gilt

0:\V/|G| = ($.\/|G]) o f|det(Df)] -

Weil o(UNIM) = p(U) NIH™ eine A,,-Nullmenge und p(U\OM) = o(U)\OH™
offen in R™ ist, und weil f(¢(U)) = ¢(U) gilt, folgt aus dem Transformationssatz
in der Version von Korollar X.8.5

| eieldo= [ w.iGay.
e(U) $(U)
Dies beweist die Behauptung. m

Nach Bemerkung XI.1.21(b) und Satz IX.1.8 ist M ein Lindel6fscher Raum.
Somit besitzt M einen abzéhlbaren Atlas 2 := { (¢;,U;) ; j € N}. Fiir A€ Ly
setzen wir

Ay =ANnU,, An+1Z:(AﬁUn+1)\UAk, neN.
k=0

Dann ist (A4;) eine disjunkte Folge in £ mit A; C Uj, und A = {J; A4;. Folglich ist

volg(A) := > volg 1, (4;) (1.2)
j=0

ein wohldefiniertes Element von R™.

1.4 Lemma Die Definition (1.2) ist unabhéngig vom speziell gewéhlten Atlas.

Beweis Essei 2 := { (%5, (7]) NS N} ein weiterer abzéahlbarer Atlas, und ﬁj sei
in Analogie zu A; unter Verwendung von (7] statt U; definiert. Da vol, y; und
VOlg,ﬁk MaBe auf U; bzw. Uy, also o-additiv sind, folgt aus U; 4 =Ux A=A

VOlg7Uj (A]) = VOlg)Uj (A] N A) = VOlg)Uj (A] n U g}g>

:VOIg,Uj (U A ﬂAk) Z VOlgU ﬂ;[k).
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Durch Vertauschen der Rollen von 2 und 2 finden wir analog
VOlgi}k (Ak) = Zj VO19751¢ (Ak N AJ) .
Wegen A; N A, C U; 0 Uy, ergibt Lemma 1.3
VOlg’Uj (Aj N Ak) = V0197ijk (A/c N Aj) .

Somit erhalten wir aus Bemerkung X.3.6(b)
Zj voly. 1, (A;) = Zj Zk voly.p, (A; N Ay) = Zj Zk vol 5 (Ax N 4y)
= Zk Zj VOlgi}k (A N Aj) = Zk VOlgi}k (Ag)

was die Behauptung beweist. m

Natiirlich soll voly(A) das ,, Volumen“ von A C M darstellen, wobei wir den
Mafltensor g zugrunde legen. Wir wollen uns nun iiberlegen, wie dies zu ver-
stehen ist.

Die Definition (1.2) zeigt, dafl eine beliebige mefibare Teilmenge A von M
in abzéhlbar viele paarweise disjunkte Teile A; zerlegt wird und daf das ,,Volu-
men“ von A gleich der ,Summe* der Volumina dieser Teilstiicke ist. Hierbei ist
jedes A; im Definitionsgebiet einer Karte eines Atlas enthalten. Folglich geniigt es
zu verstehen, wie vol,(A) zu interpretieren ist, wenn A im Definitionsbereich U
der Karte (p,U) enthalten ist.

Dazu seien z € p(U) und p := ¢~ (z), und £},... ¢™ seien positive Zahlen,
so daf} der Quader

Q= H[xj,xj + #7]

j=1
mit der ,linken unteren Ecke“ x und dem Volu-
men A\, (Q) = /(- --- - ¢™ noch ganz in p(U)

liegt. Wenn die Kantenlingen ¢/ geniigend
klein sind, wird das von den Vektoren

0 0

A L
Ozt p7 ’ ox™ lp

in T}, M aufgespannte Parallelepiped Q= T~ 1(Q) das Bild A := ¢~ }(Q) von Q
in M gut approximieren.

Wir kénnen annehmen, dafl (o, U) eine positive Karte von U ist. Dann folgt
aus Bemerkung X1.2.12(c) fiir das Volumen von @

w(p)((lail p,...,ﬁmajm ’p) :w(p)(ail p""’ajm ’p)gl. G

= VICI (0)An(Q) = 04 V/IC] ()M (Q) -
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Nun zerlegen wir ) in endlich viele achsenparallele Quader @)}, die hchstens
Seitenflichen gemeinsam haben.

T, @ 1 A\}

@, — Qs

|

Wir bezeichnen mit z; die linke untere Ecke von Q; und setzen p; := ¢~ !(x;).
Auferdem sei @); das Bild von Q; in T}, M unter der Tangentialabbildung T} jgo’l.
Dann folgt aus den obigen Betrachtungen

woly(4) = [ eVIGlde = Y /161 ()l @) -

Dies zeigt, daB3 vol, (apfl(Q)) naherungsweise gleich der Summe der Volumina der
Parallelflache, welche eine Approximation von A C M darstellen, ist. Bei ,un-
begrenzter Verfeinerung® strebt einerseits diese Summe gegen das Integral, also
gegen voly(A), andererseits approximieren die @); die Menge A beliebig genau.
Dies zeigt, dafl voly(A) in der Tat mit dem unserer Anschauung entsprechenden
Volumen von A iibereinstimmt.

Im folgenden setzen wir )\( M,g) = vol,. Hierfiir schreiben wir auch Ay oder Ay,
falls keine Unklarheiten zu befiirchten sind. Auflerdem ist

vol(M) := Ay (M)
das Volumen von M bzw., im Fall m = 2, die (Ober-)Fliche von M.

1.5 Satz A, ist ein Radonmaf auf M, das Riemann-Lebesguesche Volumenmaf}
von M.

Beweis (a) Es ist klar, daB A\p; die o-Algebra Ly in [0, 00] abbildet und der
leeren Menge den Wert 0 zuordnet.

Es sei { (¢;,U;) ; j € N} ein abzéhlbarer Atlas, und (Ay) sei eine disjunkte
Folge in Ljs. Dann ist (A NUj)ken eine disjunkte Folge in Uj. Also folgt aus
Satz 1.2 mit A :=J, Ax und A\ppu; := voly y,

Wegen Ay (Ag) = Zj v, (Ar N Uj) finden wir
Ar(4) =30 Mo (ANT;) =30 % Ao, (AN T)

SDIDIRUTACIOED PRICHE
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wobei wir wieder auf Bemerkung X.3.6(b) zuriickgegriffen haben. Dies zeigt, daf§
Ay eine o-additive Funktion, also ein Maf, ist.

(b) Es sei A € Ly, und (p,U) sei eine Karte mit A C U. Dann folgt aus
Korollar IX.5.5, daf} es eine Gs-Menge G und eine F, -Menge F in ©(U) gibt mit
F C p(A) € Gund Ay, (F) = A (0(4)) = Ay (G) Hieraus folgt

[eiGlas= [ wv/iGldz= [ .v/iGlds.
F @(A) G

Also finden wir eine wachsende Folge (F j) kompakter Teilmengen E } von F mit
Uj Fj = F. Dann ist Fj = o1 (E) eine kompakte Teilmenge von A, und aus dem
Satz iiber die monotone Konvergenz folgt

A () = A/ |Gld A\ |G|dx = A |Gldz = X\ (A) .
M«»Léw¢HmTéww|m wa¢m i (4)

Folglich gilt

A (A) =sup{ Ay (K) ; K C A, K ist kompakt in M } . (1.3)
Analog zeigt man

A (A) =inf{ Ay (0) ; O D A, Oist offenin M} . (1.4)

(¢) Es sei nun A eine beliebige Menge in £y;. Dann zeigt der Beweis von
Lemma 1.4, daf} es eine disjunkte Folge (A4;) in L mit A; C U; und J; 4; = A
gibt. Gilt A\p(A4;,) = oo fiir ein jo € N, so folgt Aas(A) = co. AuBerdem zeigt
dann (b), daf es zu jedem « > 0 eine kompakte Menge K mit K C Aj, C A und
A (K) > a gibt. Hieraus folgt, daf§ (1.3) auch in diesem Fall richtig ist. Also gel-
te Aar(A4;) < oo fiir j € N. Ferner seien a < 3 < Aps(A). Dann gibt es ein N mit
Zjv oA (45) > B > a. GeméB (b) finden wir zu jedem j eine kompakte Teilmen-
ge K von A; mit A\ (K;) > A(A;) — (B — )27~ 1. Dann ist K := U?’:O K eine
kompakte Tellmenge von A, und es gilt

Z)\M >Z)\M —(f—a) 2271 —-B-—a)=a.

Da dies fiir jedes o < A\p(A) richtig ist, sehen wir, dafi (1.3) auch in diesem
Fall gilt.

Aus (b) folgt ebenfalls, daf8 es zu € > 0 und j € N eine offene Menge O; mit
ACOj C U und Ay(0)) < Ap(Aj) +e27971 gibt. Dann ist O := U; O; offen
in M und erfiillt O D A sowie

<Z >\M <Z >\M +€—/\M(A) €.

Dies zeigt, dal auch (1.4) giiltig ist.
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(d) Es sei pe M, und (¢,U) sei eine Karte um p. Dann gibt es eine kom-
pakte Umgebung K von p in M mit K C U. Da ¢(K) in H™, also in R™, kom-
pakt ist, folgt aus (1.1), der Stetigkeit von ¢, /|G|, Theorem X.5.1(i) und Korol-
lar X.3.15(iii), daB ¢.\/|G| iiber p(K) integrierbar ist. Also ist Aas(K) endlich,
was zeigt, dal A\p; lokal endlich ist. Somit ist es ein Radonmafl. m

Eigenschaften

Der néchste Satz charakterisiert die Ap/-Nullmengen.

1.6 Satz FEs sei A € L)y. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) An(A) = 0;
(i) Am(e(ANU)) =0 fiir jede Karte (¢,U);
(iii) A (9(ANU)) =0 fiir jede Karte eines abzéihlbaren Atlas von M.

Beweis ,(i)=(ii)* Wegen ANU € Ly und ANU C A folgt

0 = Au(A) zAM(AﬁU):/ 0./|Gde
©(AND)

Da ¢,+/|G]| stetig und punktweise strikt positiv ist, folgt A (@(ANU)) = 0 aus
Bemerkung X.3.3(c).

,(i1)=>(iii)“ Dies ist klar.

»(ii)=(1)* Aus Ap(p(ANU)) =0 und (1.1) folgt Ay (ANU) =0. Es sei
{(¢;,U;) ; j € N} ein abzéhlbarer Atlas. Dann gilt A = AN U; U; =U;(ANT;),
und die Behauptung ergibt sich aus der o-Subadditivitit von Ay, m

Dieser Satz zeigt, dafl der Begriff der Aj;/-Nullmenge unabhéngig von der
speziellen pseudo-Riemannschen Metrik ist. Deshalb nennen wir A/-Nullmengen
einfach Nullmengen oder Lebesguesche Nullmengen von M.

Im folgenden Theorem stellen wir die wichtigsten Eigenschaften von Riemann-
Lebesgueschen Mafien zusammen.

1.7 Theorem Es sei (M,g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(1) (M, Lar, Anr) ist ein o-kompakter vollstédndiger MafBraum.
(ii) Aar ist ein regelméiBiges Radonmaf.

(iii) n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von M mit n < m und OM sind
Nullmengen in M.

(iv) Ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, so gilt Ayr = Ay,
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Beweis (i) Da M ein lokal kompakter metrischer und ein Lindel6fscher Raum ist,
folgt die o-Kompaktheit aus Bemerkung X.1.16(e). Nun folgt die Behauptung aus
den Sédtzen 1.5 und 1.6 sowie der Vollstandigkeit des Lebesgueschen Mafles.

(ii) Es sei O offen in M und nicht leer. Ferner sei (p,U) eine Karte mit
UNO # 0. Dann hat (O NU) positives Lebesguesches MaB. Da ¢..+/|G| stetig
und punktweise strikt positiv ist, folgt aus Bemerkung X.3.3(c)

AM(O)zAM(OﬁU):/ /|Gl dz >0 .
»(0NU)

Somit erhalten wir (ii) aus (i) und Satz 1.5.
(iii) Dies folgt aus Satz 1.6 und Beispiel IX.5.2.
(iv) Mit der trivialen Karte ergibt sich

/\M(A)Z/d$=>\m(A) s Ae Ly,
A

also die Behauptung. m

Integrierbarkeit

Es sei E := (E,|-|) ein Banachraum. Aufgrund von Theorem 1.7 steht uns die ge-
samte in den Paragraphen X.1-X.4 entwickelte Integrationstheorie zur Verfiigung.
Insbesondere sind die Rdume £,(M, Ay, E) und L, (M, Ay, E) fiir p € [1,00] U {0}
definiert.

1.8 Satz Fiir f: M — F sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f € Lo(M, Ay, E);
(i) @.f € Lo(e(U), E) fiir jede Karte (o, U) von M;
(iii) @.f € Lo(p(U), E) fiir jede Karte eines abzihlbaren Atlas von M.

Beweis ,,(i)=(ii)“ Es sei f Ap-meBbar. Nach Theorem X.1.4 ist dann f Aps-fast
separabelwertig und L£j;-mefibar. Aus Satz 1.6 und der Definition von L), folgt
nun leicht, dafl . f: @(U) — E Ap-fast separabelwertig und L (;)-mef3bar ist.
Folglich impliziert Theorem X.1.4, dafl v« f € Lo (<,0(U)7 E) gilt.

,»(il)=>(iii)“ Dies ist trivial.

»(iil)=(1)* BEs sei {(¢;,U;) ; j € N} ein abzihlbarer Atlas von M, und es
gelte ¢j. f € Lo(p;(U;), E) fiir j € N. Satz XI1.1.20 garantiert die Existenz einer
glatten Zerlegung der Eins {7; ; j € N}, welche der Uberdeckung {U; ; j € N}

von M untergeordnet ist. Dann gehort ¢j.7m; zu C*(p;(U;)) fiir j € N. Somit
folgt aus Bemerkung X.1.2(d)

@i (15 ) = (0um5) (055 f) € Lo(@;(Uj), E) ,  jeN.
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Wie im ersten Teil des Beweises leiten wir hieraus 7 f € Lo(M, Ay, E) fiir j € N
ab. Wegen f = (Z;o:l ) f = > o=y m;f folgt nun die Ap-MeBbarkeit von f aus
Theorem X.1.14. m

Da Ajs ein regelméfiiges Radonmaf ist, ist die im Anschlufl an Satz X.4.17
getroffene Vereinbarung giiltig, was im néchsten Satz zu beachten ist.

1.9 Satz
(a) Im Sinne von Untervektorrdumen gilt:
(i) C(M,E) C Lo(M, 1, E).
(ii) Co(M, E) ist dicht in Ly(M, Ay, E) fiir 1 < p < oo.
(b) Ist K eine kompakte Teilmenge von M, so gilt

[ ranul < [ 1f1dv < Wflouem ilK) . e COLE).,
K K

Beweis Aufgrund von Theorem 1.7 folgt dies aus Theorem X.4.18(i) und Korol-
lar X.3.15(iii). m

Wir zeigen nun, wie die Berechnung von | v J A o auf die Integration mittels
lokaler Koordinaten zuriickgefithrt werden kann. Dazu betrachten wir zuerst den

lokalen Fall.

1.10 Theorem Es seien (¢, U) eine Karte von M und f € Lo(U, Ay, E). Genau
dann gehort f zu L1(U,\, E), wenn (¢, f)e./|G| in Ly (¢(u), Am, E) liegt. In

diesem Fall gilt
[ rivi= [ (epeiclds. (1.5)
U e(U)

Beweis (i) Es sei f = xa fiir ein A € Ly mit A C U. Dann gilt

/fwM /wM—/ %¢GM=memw¢Gm

wegen V. f = paxA = Xp(a)- Nun folgt, dafl (1.5) fiir einfache Funktionen richtig ist.

(i) Es sei f € £1(U, Ay, E). Dann gibt es eine £4-Cauchyfolge (f;) einfacher
Funktionen mit f; — f Ap-f.ii. und

[ fave— [ v (1.6)
U U
Ferner ist (¢ f;) eine Folge in EF (p(U), E), und es gilt

(1) 0V IG] = (0 ) V|Gl At in o(U) .
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Auflerdem folgt aus der Giiltigkeit von (1.5) fiir einfache Funktionen

/\fj—fk\dAM=/ \w*fj—w*fkw*\/lGldm:/ Ihy — i da
U »(U) @(U)

mit h; := ¢, (f;j\/|G|). Also ist (h;) eine £,-Cauchyfolge in F := Ly (o(U), E).
Wegen Theorem X.2.10(ii) finden wir ein h € F' mit h; — h in F. Dann folgt
aus Theorem X.2.18(i), daB es eine Teilfolge (hj, )ken von (h;) gibt mit h;, — h
Am-Lil. fir k — oco. Da f; — f Ay-f.i. impliziert, daBl h; — ¢. (f\/|G|) At
gilt, finden wir, dal A A,,-f.ii. mit @, (f\/|G|) iibereinstimmt. Nun ergibt Theo-
rem X.2.18(ii)

idA\y = h;dx — N G|)dx .
/Uf] M [D(U) j ar /SO(U)QO (f\/‘ ‘) €T

Somit folgt die Behauptung aus (1.6). m

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Dazu fithren wir die auch im folgen-
den niitzliche Sprechweise ein: Es seien { (p;.0;) ;5 j € N} ein abzéhlbarer Atlas
fir M und {7; ; j € N} eine glatte Zerlegung der Eins, welche der Uberdeckung
{U; ; j €N} von M untergeordnet ist. Dann nennen wir { (¢;,U;,m;) ; j € N}
Lokalisierungssystem fiir M. Die Existenz solcher Systeme wird durch Satz X1.1.20
gesichert.

1.11 Satz Es sei {((,oj7 Uj,mj); j€ N} ein Lokalisierungssystem fiir M. Genau
dann gehort f € Lo(M, Ay, E) zu Li(M, Ay, E), wenn 7, f fiir jedes j € N in
L1(Uj, A\, E) liegt und

Z/U i | fld\a < oo (1.7)
§=0""

gilt. In diesem Fall besteht die Gleichung

/MfdAM :;0/% i f dAar - (1.8)

Beweis (i) Es sei f € £1(M, Ay, E). Dann gelten f = (372 m;) f =202 i f
mit punktweiser Konvergenz, sowie

TRl <D I fl =Y mlfI<Ifl,  0<k<n<oo.
j=0 §=0

Also folgt my f € L1(Uk, A, E) wegen supp(my) CC Uy. Die Theoreme X.3.9 und
1.10 sowie der Satz von Lebesgue implizieren nun (1.7) und (1.8).
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(i) Es gelte 7 f € L1(Uj, A, E) fiir j € N sowie (1.7). Mit hy, 1= 37 m; f
fiir n € N folgt

k
/ hyj — hi| A <
M

LWI"HdAM’ 0<j<k<o.
i=j+17Ui

Somit ist (h;) eine £;-Cauchyfolge in L1 (M, Ayr, E). Da (h;) punktweise gegen f
konvergiert, folgt aus der Vollstéindigkeit von £1(M, Ay, E) und Theorem X.2.18,
dal f beziiglich des Mafles \p; integrierbar ist. m

1.12 Bemerkung (Regularitét) Offensichtlich bleiben alle obigen Definitionen und Sétze
richtig, wenn M eine C'-Mannigfaltigkeit ist. m

Berechnung einiger Volumina

Satz 1.11 kommt natiirlich hauptséchlich theoretische Bedeutung zu. In prakti-
schen Fillen ist man oft in der angenehmen Situation, da M bis auf eine Null-
menge durch eine einzige Karte beschrieben werden kann. In diesem Fall kann
Theorem 1.10 verwendet werden. In den folgenden Beispielen betrachten wir sol-
che Fille im Spezialfall f = 1.

1.13 Beispiele Falls nichts anderes gesagt wird, verwenden wir die Standardmetrik
auf M.

(a) (Kurven) Essei~y:J — R™ eine Einbettung des perfekten Intervalls J C R.
Dann ist M :=~(J) eine eingebettete Kurve in R™, und vol(M) = L(M), wobei
L die Bogenlinge bezeichnet. Allgemeiner gilt fir f € £1(M, Ay, E)

/MfdAM=/J<fov>W|dt.

In diesem Fall setzt man ds := v/Gdt und nennt ds Bogenlingenelement, was
durch Theorem VIII.1.7 motiviert ist.

Beweis Dies folgt aus Beispiel XI.5.3(e) und Theorem VIIL.1.7. m
(b) (Graphen) Es seien X offen in R” und f € C°°(X,R). Dann gilt!

vol(graph(f)) = /X V14 |VF2dae .

Beweis Beispiel X1.5.3(d). m
(c) (Sphéren) Es seien m € N* und r > 0. Dann gilt

rvol(rS™) = (m + 1) vol(rB™ 1) |
insbesondere: vol(rS') = 277, vol(rS?) = 47r? und vol(rS3) = 272r3.

1Vgl. Beispiel VIII.1.9(a).
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Beweis Aus Bemerkung IX.5.26(b) wissen wir, daf3

vol(rB™ ) = ™ yol(B™ ) (1.9)
gilt. Wegen Beispiel VIII.1.9(c) kénnen wir somit m > 2 voraussetzen. Es seien

ha:B' >R, z +/r2—|z?
die Parametrisierung der oberen bzw. unteren offenen Halbsphére r»SY'. Hierfiir finden wir
Vha(z) = —x/he(z), also |Vhe(z)]? = |2|?/(r? — |z|?) fiir € rB™. Somit folgt aus (b)
und dem Transformationssatz
voltrs) = [ /(e ~Jal?) do = rm/B V(1= [y]2) dy = ™ vol(SZ)
Wegen S™ = ST US™US™ !, wobei S™ ! mit der , Aquatorsphire* ™! x {0} von ™
identifiziert wird, und wegen A\gm (S™™ ') = 0 folgt somit
vol(rS™) = r™ vol(S™) . (1.10)

Aufgrund von (1.9) und (1.10) gentigt es,

vol(S™) = (m + 1) vol(B™ 1)
zu zeigen.

Wir verwenden die Parametrisierung A, : Wy, — R™ ! von §™\ H,,, die wir in Bei-
spiel XI1.5.5(h) betrachtet haben und bezeichnen mit 1 die zugehérige Karte. Dann lesen
wir aus der dort angegebenen Formel fiir ggm ab (da die Fundamentalmatrix Diagonal-
gestalt hat), daB gilt

m—1 m—1

m—1
v G= H Umi1,k = H H sin® 0 = wfy11 (9)
k=0

k=0 i=k+1
mit

Wint1(9) := sinh sin g - -+ - sin™ 01 , 9= (01,...,9m—1) €0, 7r]m_1 .
Wegen W,,, = (0,27) x (0,7)™ ", Beispiel X.8.10(c) und des Satzes von Fubini erhalten

WIr

Agm (S™\Hp) = Y VGd(p,9) = 27r/ W1 (9) dY = (m + Dwm i1

W (Q”)mil

mit Wy, 41 := vol(B™1). Da S™ N H,, eine Nullmenge von S™ ist, folgt die Behauptung. m

(d) (Schraubenfliche) Esseien 0 < o < § < oo und
a > 0 sowie T' > 0. Ferner sei

h:(a,B8) x (0,T) — R?

durch
h(s,t) := (scost,ssint, at)

bestimmt. Dann ist h eine Parametrisierung einer
Schraubenflache F', die dadurch entsteht, dafl ein zur
Zeit t = 0 auf der z-Achse liegender, das Intervall (o, 3) ausfiillender ,,Stab“ mit
der Winkelgeschwindigkeit 1 um die z-Achse rotiert und sich gleichzeitig mit der
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Geschwindigkeit a nach oben bewegt. Hierfiir gilt

I
vol(F) = Z [3\/32 + a2+ a*log(s + Vs? + aQ)}

(03

Insbesondere erhalten wir fiir « =0, =1 und T = 2m, d.h. fiir eine Umdrehung
eines Stabes der Lénge 1 um einen seiner Endpunkte,

vol(F) = 77{\/1+a2+a210g(1+ \/1+a2) —a210ga]

= 77[\/1+a2+a210g(\/1—|—1/a2—|—1/a)} .

Fiir a = 0 erhélt man die Einheitskreisscheibe mit Flacheninhalt 7, wéhrend fiir
a > 0 stets vol(F') > 7 gilt, was natiirlich auch mit der Anschauung iibereinstimmdt.

Beweis Eine einfache Rechnung zeigt, daf ¢ VG = v/s2 + a2 gilt, wobei ¢ die zu h
gehorige Karte ist, d.h., h =io0 o '. Wegen

[5\/52 + a2 +a®log (s + /s —|—a2)]‘ =2y/s2 + a2
folgt die Behauptung aus dem Satz von Fubini. m

(e) Fiir das Volumen der Kreisscheibe RB? in der hyperbolischen Ebene H? gilt

vol , (RB?) = 2m(\/1+ R — 1) .

Fiir grole R verhilt sich dieser Ausdruck nidherungsweise wie 2w R, wihrend im
euklidischen Fall das Volumen wie R? wiichst.

Beweis Aus Beispiel XI1.5.5(k) wissen wir, dafl beziiglich Polarkoordinaten gilt

(dT)2 2 2
gz = | o +r7(dp)” .
Hieraus lesen wir
w2 = " dr N\ dp
Ve

ab. Da eine einpunktige Teilmenge von H? eine Nullmenge ist, folgt

R 27 R
dr
vol, , (RB> :/ / " drde=2r " ,
gH2( ) Jo Jo \/1—|—7“2 v Jo \/1—|—7“2

also die Behauptung. m

Aufgaben

1 Es scien N eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und f € Diff' (M, N).
Man zeige: A € Ly <= f(A) € Ln.
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2 Man bestimme wy; fiir das Hyperboloid H := {(x,y,z) ER3; 22492 — 22 = 1}
beziiglich der Standardmetrik und der Parametrisierung

(t, ) — (coshtcos p,coshtsinp,sinht) .
Ferner berechne man das Volumen des Teils von H, fiir den gilt 0 < z < 1.
3 Essei Z:=8"x (—1,1) ein gerader Kreiszylinder in R®. Man berechne fz |z|* d)z.

4 Es ist das Integral f52 2?9?22 d\g2 zu berechnen.

5 Der durch den Zylinder
Zp = {(CE,y,Z) €R3 5 $2+y2 :Rﬁ}

aus dem Ball RB® herausgeschnittene Teil heifit
Vivianischer Kérper Vg.

Man zeige:
(i) vol(Vr) = 2(m — 4/3)R® /3.
(ii) Der Inhalt des durch Zp aus RS? herausgeschnittenen Teils Dy (obere und untere
Deckfléiche von Vg) ist gleich 4R? (/2 — 1).

6 Man zeige, daB gilt: vol(M x N) = vol(M) vol(N), falls N eine n-dimensionale unbe-
randete Mannigfaltigkeit ist.

7 Esseien v: [0,1] — (0,00) x R, t— (p(t),o(t)) eine glatte Einbettung, i: S — R?
sowie

FeS' <0, =R, () = (p(t)i(a), (1)) -
Schlieflich bezeichne ZZ := f(S' x [0,1]) die von v in R® erzeugte Rotationsfliche.
Man zeige:

vol(Z3) =2 [ olt) | (0]t

8 Es sei F,; ein Rotationsellipsoid in R? mit den Halbachsen a > b > 0. AuBlerdem sei

k:=+Va?®— b2/a. Dann gilt?
/2
vol(Eqp) = 47rab/ V1—Fk%sintdt .
0

9 Man zeige, daf} fiir die Torusflache T?L,1 mit a > 1 gilt: vol(Tiyl) = 472a.

10 Es seien a € (1/2,1] und r(z):=2"% fur
x > 1. Man zeige, dafl das Volumen des Rotations-
korpers

{(:v,y,z) €[l,00) xR?; 2 +2° < r2(x)}

endlich, seine Oberfliche aber unendlich grof ist.

2Vergleiche Bemerkung VIIL.2.3(b).
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11 Es seien H? := { (z,y) eR?; y > O} und i: S < R2. AuBerdem sei M eine kom-
pakte Untermannigfaltigkeit von H? mit dim(M) = 2. Dann ist

RM::{(m,u)ERXRZ; (w,|u\)€M}C]R3

der durch Drehung von M um die z-Achse entstandene Rotationskorper.
Man zeige:

(a) Ry — M x S*, (z,u) — ((z, |u]),u/|u|) ist ein Diffeomorphismus, und
M xS =Ry, ((z,y),0)— (2,yi(0))

ist seine Umkehrabbildung (,,Zylinderkoordinaten®).
(b) VOI(RM) =27 fM yd)\M.
(c) Es gilt die erste Guldinsche Regel:

vol(Rar) = 2w S2 (M) vol(M) ,

wobei S2(M) die zweite Koordinate des Schwerpunktes S(M) von M, also den Abstand
des Schwerpunktes von der Drehachse, bezeichnet (vgl. Aufgabe X.6.4), d.h., das Volumen
des Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem Fliacheninhalt eines Meridian-
schnittes und der Linge des Weges, den der Schwerpunkt bei einer vollen Umdrehung
durchléuft.

12 Es gelten die Bezeichnungen von Aufgabe 11, aber nun sei dim(M) = 1. Man zeige:
(a) Die Aussagen (a) und (b) jener Aufgabe gelten ebenfalls.?
(b) Mit dem Schwerpunkt

1 ~ 3
S(M) = VO](M) /Mld]Rs d\y €R

gilt die zweite Guldinsche Regel:
vol(Rr) = 27 S2 (M) vol(M)

d.h., der Inhalt der Rotationsfléche ist gleich dem Produkt aus der Linge eines Meridian-
schnittes und der Lédnge des Weges, den der Schwerpunkt dieses Schnittes bei einer vollen
Umdrehung zuriicklegt.

13 Man bestimme den Schwerpunkt der Halbkreisscheibe RB* NH?. (Hinweis: Aufga-
be 12.)

14 Es seien N eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ € Diff (M, N). Ferner
seien E ein Banachraum und p € [1, 00]. Fiir f € EV sei J,f € EM durch

Tof(s):=¢ [f(s)detTsp,  seM,

erkliart. Man beweise die folgenden Aussagen:
(a) J, bildet L,(N,dAn, E) linear und stetig in £,(M, d\y, E) ab.

3Vgl. Aufgabe 7.
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(b) Fir f € Lo(N,dAn, E) sind die Aussagen
(i) f=0 An-Liy
(i) Jof =0 An-fi
Aquivalent.
(¢) Es sei J,[f] := [T f] fiir [f] € Lp(N, d\y, E). Dann ist J,[f] in L, (M, dAar, E) wohl-
definiert, und J,, bildet L, (N, d\n, E) isometrisch isomorph auf L,(M,d\u, E) ab.

15 Fiir p € [1, 00| gebe man einen isometrischen Isomorphismus von Lp((O, 00) X S"_l)
auf L,(R™) an.

16 Fiir f € Lo(R™) und s € S™™! sei die Funktion Ty f(s) : (0,00) — R durch
Tof(s)(r) = f(rs)r"™",  r€(0,00),

erkldrt. Ferner sei p € [1,00). Man zeige:
(a) Fiir f € E.(R™) gehort Tof zu Lo(S™", Ly(0,00)).
(b) Es sei f € E(R™). Dann gehért die Klasse [Tof] von To f zu L, (S™ ", Ly(0,00)).

(c) Es gibt eine eindeutig bestimmte Erweiterung
T € Lis(Lp(R™), L, (S" ™", Lp(0,00)))

von E(R™) — Lp(S™ 71, Lp(0,00)), f > [Tof], und T ist eine Isometrie.
(Hinweis: Man studiere die Beweise von Lemma X.6.20 und Theorem X.6.22.)



2 Integration von Differentialformen

In Paragraph VIII.4 haben wir Kurvenintegrale eingefithrt und auch gesehen, welch
grofle Bedeutung ihnen zukommt. In einem Kurvenintegral wird eine 1-Form iiber
eine orientierte Kurve, also iiber eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, integriert.
In diesem Paragraphen fithren wir hoherdimensionale Analoga, ndmlich Integrale
von m-Formen iiber orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeiten, ein.

Nachdem wir die Grundbegriffe kennengelernt haben, beweisen wir Verallge-
meinerungen des Transformationssatzes sowie den Satz von Fubini fiir Differential-
formen. Anhand von Beispielen zeigen wir, wie diese Rechenregeln und Sétze in
konkreten Fiéllen angewendet werden kénnen.

Schliefllich diskutieren wir Fliisse auf Mannigfaltigkeiten und beweisen das
wichtige Transporttheorem. Letzteres ist nicht nur in der Kontinuumsmechanik
von grofler Bedeutung, sondern liefert uns auch eine geometrische Interpretation
der Divergenz eines Vektorfeldes.

In diesem Paragraphen sind

e M und N m- bzw. n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeiten
mit m,n € N*,

Integrale von m-Formen

Es seien g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M, wjy; das Volumenelement und
Ay das zugehorige Riemann-Lebesguesche Volumenmaf. Ist w eine m-Form auf M,
so gibt es, wegen dim(/\mT;M) =1 fiir p € M, genau ein f € RM mit w = fwy,.
Dann heiit die m-Form w auf (M, g) integrierbar, wenn f \js-integrierbar ist,
d.h., wenn f zu L£1(M, Apr) gehort. In diesem Fall setzt man

/Mw = /M RONY (2.1)

und nennt |  w Integral der m-Form w iiber M.

2.1 Bemerkungen (a) (Lokale Darstellung) Es sei (p,U) eine positive Karte
von M mit ¢ = (z',...,2™). Die m-Form w := adx! A --- A dx™ ist genau dann
iiber U integrierbar, wenn ¢,a zu L1 (¢(U)) gehért. Ist dies der Fall, so gilt

/w:/adacl/\~-~/\dmm:/ w*adm:/ P . (2.2)
U U e(U) e (U)

Beweis Aus wy = /|G|dz' A+ Ada™ folgt w = (a/\/|G|)wu. Also ist w genau dann
integrierbar, wenn a/ V|G| zu L1(U, M) gehort. Wegen Theorem 1.10 ist dies genau
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dann der Fall, wenn
¢ a=y (a/VIG)e VIG| € Li(p(U)) .
Nun folgt die Behauptung aus (1.5) und (2.1). m

(b) (Reduktion auf lokale Darstellungen) Es seien w eine m-Form auf M und
{((pj7 Uj,mj); j€ N} ein Lokalisierungssystem fiir M mit lauter positiven Kar-

ten, ein positives Lokalisierungssystem. Fiir j € N seien a; dmjl- A ANdai die lo-

kale Darstellung von w|U; beziiglich der Karte (¢;,U;) und w; := mjw|U;. Genau
dann ist w iiber M integrierbar, wenn gilt

o]
Z/U ﬂ'j\aj\dle/\---/\dmz»”z
i=07U;

Ist (2.3) erfiillt, so besteht die Gleichung

/Mw:g/wwj. (2.4)

Beweis Dies folgt aus (a) und (dem Beweis von) Satz 1.11. m

Z/ @i« (5 |aj]) dz < oo . (2.3)

=07 % (U;)

(c) Jede stetige m-Form auf M mit kompaktem Triger ist iiber M integrierbar.

Beweis Es sei w eine stetige m-Form mit kompaktem Trager. Dann gibt es ein positives
Lokalisierungssystem { (¢ Uj,mj) 5 j € N} und ein k£ € N mit

supp(m;) Nsupp(w) =0,  j>k.

Folglich reduzieren sich die Reihen in (2.3) auf endliche Summen, und fiir j € N gilt
7 laj| € Ce(Uj). Satz 1.9(b) impliziert die Integrierbarkeit dieser Funktionen. m

(d) Aus (a) und (b) sehen wir, dafl das Integral einer m-Form auf M unabhingig
ist von der speziellen pseudo-Riemannschen Metrik. Wir koénnen also ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit stets die Standardmetrik zugrunde legen. In der
Tat benottigen wir tiberhaupt keine Metrik fiir die Integration von Differential-
formen. Wir kénnen némlich [}, w durch die Formeln (2.2)-(2.4) definieren. Zu
diesem Zweck wird nur das Lebesguesche Integral in R verwendet. Aus den obi-
gen Betrachtungen, fiir die wir irgendeine Riemannsche Metrik, beispielsweise die
Standardmetrik, zugrunde legen kénnen, folgt, dafl diese Definitionen sinnvoll, d.h.
unabhéngig von dem speziellen Lokalisierungssystem, sind. Somit ist insbesondere
das Integral einer stetigen m-Form mit kompaktem Triiger iiber eine beliebige
orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit definiert.

1Diese Tatsache ist von Bedeutung, wenn man abstrakte Mannigfaltigkeiten betrachtet. Man
zeigt, dafl auf solchen Mannigfaltigkeiten stets Riemannsche Metriken existieren.
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(e) (Linearitdt) Es sei Q7(M) die Menge aller glatten m-Formen auf M mit
kompaktem Tréger. Insbesondere ist £.(M) := Q2(M). Dann ist Q7 (M) ein E(M)-
Untermodul von Q™ (M), und

/:QZ“(M)—&R, w»—>/w
M M

ist wohldefiniert und R-linear.

Beweis Die erste Aussage ist offensichtlich. Wegen (c) ist die angegebene Abbildung
wohldefiniert, und ihre Linearitét folgt aus der Linearitéit des Integrals beziiglich Ays. m

(f) (Orientierbarkeit) Das Integral von m-Formen ist orientiert, d.h., wird die
Orientierung von M umgekehrt, so dndert sich das Vorzeichen:

[
(M,—Or) M

Beweis Dies folgt aus wy,—or) = —wn. B

(g) Die m-Form w auf M ist genau dann integrierbar, wenn y aw fiir jedes A € Ly
integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/w::/XAw, A€ Ly .
A M

Beweis Dies folgt leicht aus (a) und (b). m

(h) (Regularitit) Es geniigt anzunehmen, M sei eine C*-Mannigfaltigkeit. m

Es sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir A € L gelte
A (A) < oo. Dann ist x awps eine integrierbare m-Form auf M, und

A (A) = /AwM : (2.5)

Ist Apr(A) = 0o, so setzen wir [, wy := co. Mit dieser Definition gilt (2.5) fiir
jedes A € L.

Restriktionen auf Untermannigfaltigkeiten

Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von N, oder M sei die Berandung ON von N,
und ¢: M — N bezeichne die natiirliche Einbettung. Ferner sei w eine m-Form
auf N, und w|M = i*w sei integrierbar iiber M. Dann setzt man

/Mw = /Mi*w . (2.6)
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2.2 Bemerkungen Es seien (¢, U) mit p = (x!,...,2™) eine positive Karte von M

und h:=iop L

(a) Fiir die m-Form w auf N gilt
/ w= / h*'w ,
U e (U)
falls w|U integrierbar ist.

Beweis Aus (2.6) und Bemerkung 2.1(a) folgt

. . —1 . . —1
/w:/zw:/ gazw:/ (ap)zw:/ (ioy )w:/ hw,
U U p(U) p(U) p(U) e(U)

also die Behauptung. m

b) (Kurvenintegrale) Essei X := N offenin R", und w:= 5", a; dz’ € Q' (X).
g=1"J
Ferner sei m = 1. Dann ist

/ wz/ ardzt + -+ a, dz™
M M

ein Kurvenintegral.

Beweis Dies folgt aus Paragraph VIII.4 (durch eine offensichtliche Erweiterung der dor-
tigen Resultate auf nichtkompakte Kurven) und Theorem XI.1.18. m

(c) (Vektorielle Linienelemente) Es seien X offen in R und m = 1. In der physika-
lischen Literatur schreibt man w:=""_, ajdz? € Q'(X) oft als formales inneres

j=1
Produkt @ - ds des Vektorfeldes @ := (as,...,a,) und des vektoriellen Linienele-
mentes? ds := (dx!,...,dz"). Dann gilt

/w:/ @-ds .
M M

Es sei J := ¢(U). Dann ist J ein offenes Intervall in R. Da M eindimensional
und orientiert ist, gibt es fiir p € M genau einen positiven Tangenteneinheits-
vektor t(p) von M in p, d.h. genau ein t(p) = > , t'e; € T, M mit |t(p)| =1 und

wi (p)(t(p)) = 1. Mit ¢ := @(p) € J gilt (. t)(t) = hi(t)/|h(t)|. Also folgt aus (a),
Beispiel 1.13(a) und Theorem 1.10

w= hw= / (a; 0 Y dt = / Pua; oo td |h| dt
/U /QD(U) J; ! »(U) Z !

j=1

:/ @*(@_1w|t)<p*\/Gdt:/(@‘%\t)ds.
e (U)

U

2Vgl. Bemerkung VIIL.4.10(b).
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/Ei-cfs:/(Ei\i)ds7
M M

was auch durch ds = tds ausgedriickt wird.

Folglich gilt

(d) (Flichen im Raum) Es seim = 2, und N sei offen in R*. Ferner seien (x, y, 2)
die euklidischen Koordinaten von R® und

w:=adyNdz+bdzNdx+cdx Ndy .

Bezeichnen wir die lokalen Koordinaten von U mit (u,v), so gilt
/ w:/ ady Ndz +bdz Ndx + cdx A dy
U U

_ 0w 2) g 0ze) L @y
_/sa(U) [h I(u,v) o ba(uav) o a(u,v)]d( v)

- / (h*@) - (X, x X,)d(u,v)
p(U)

mit @ := (a,b,¢) und X := h.

Beweis Dies ist eine Konsequenz aus Beispiel XI1.3.4(d) und Bemerkung XI1.6.25(c). m
(e) (Vektorielle Flichenelemente) Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnun-
gen von (d). Wir definieren die positive (Einheits-)Normale v := vy von M durch
die Forderung, da$8 (v(p),v1,v2) fiir jedes p € M und jede positive ONB (v1,vz)

von T, M eine positive ONB von T,R? sei. Sind (u,v) positive Koordinaten auf U,
so gilt v

VlU:(aixgu)/‘aixgu" (2.7)

Das Tripel (dy A dz,dz A dz,dx A dy) wird in der physi- dF

kalischen Literatur oft orientiertes vektorielles Flichen-

element genannt, mit dF bezeichnet und durch ein ,in- .
finitesimales Fliachenstiickchen“ zusammen mit der Nor- dr
malen v, welche die Orientierung angibt, veranschaulicht.

Auflerdem wird

/Et’~d_f7'::/ adyNdz+bdz Ndx+ cdx Ndy
M M

gesetzt. Dann gilt mit dem skalaren Flichenelement dF := /G dx A dy A dz

/Ei-df?:/ a-vdF (2.8)
M M

was auch durch dF = v dF ausgedriickt wird.
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Beweis Wie im Beweis von Beispiel X1.5.3(g) sieht man, dafl v wohldefiniert ist. Wir
setzen wy := 8/0u und wsy := d/Ov. Dann ist (wi(p),w2(p)) eine positive Basis von
TyM C T,R3. Also ist wi(p) x w2(p) # 0. Wir definieren 7|U durch die rechte Seite von
(2.7). Dann gehort 7|U zu C*(U,R?). Bemerkung X1.6.25(b) impliziert

wps (7, w1, w2) = wgs (w1, w2, V) = (V|wr X wa2) = |wi X wa| . (2.9)

Folglich ist (w1 (p),w2(p),7(p)) eine positive Basis von T,R*, und 7(p) ist orthogonal zu
w1 (p) und wa(p). Hieraus folgt, dafl die positive Normale auf U durch (2.7) gegeben ist.

Bemerkung XI.6.25(b) und Beispiel XI.5.3(f) implizieren
lwi X wa| = v/|wi|? |w2]? — (w1 |wa)? = VEG — F2 .

Also gilt w1 x w2 = vVEG — F2 auf U, wie wir wiederum aus Beispiel XI.5.3(f) erhalten.
Nun ergibt sich (2.8) aus (d) und der Definition von Aj;. m

(f) Es sei M eine Untermannigfaltigkeit von N, oder M := dN. Unter einem
Vektorfeld von N lings M verstehen wir eine Abbildung

viM—TN mit v(p) € T,N, peM.

Man beachte, dafl v(p) kein Tangential-
vektor an M sein muf}, d.h., v ist i. allg.
kein Vektorfeld auf M. Ist k € NU {oo}, M
so sagt man, v sei ein C¥-Vektorfeld (ein N
glattes Vektorfeld im Fall k£ = o0) von N
lings M, wenn es zu jedem p € M ei-
ne Untermannigfaltigkeitenkarte (¢, U)
von N fiir M gibt mit p,v € C*((U N M), R™). Man verifiziert leicht, daf diese
Definition kartenunabhingig ist.?

Es sei nun (-]-) eine Riemannsche Metrik auf N, und M sei eine orientierte
Hyperfliche in N, d.h. m =n — 1. Dann gibt es genau ein glattes Vektorfeld,
v := vy, von N lings M mit folgenden Eigenschaften:

(i) v(p)LT,M, p e M;
(i) [v(p)| =1, p € M;

(iii) Fir jede positive Basis (v1,...,vm) von T, M ist (V(p), Viyonny vm) eine po-
sitive Basis von T),N.

Man nennt v positives Einheitsnormalenfeld léings M oder, kurz, positive Normale
von M.

Beweis Eine offensichtliche Modifikation des Beweises von Beispiel XI1.5.3(g) ergibt die
Behauptung. m

3Vgl. Bemerkung XI.4.2(a).
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(8) Es scien (N, (-]+)) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und M eine orientierte
Hyperfliche in N, oder M := ON. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld v von N lings M:

v Swy = W|V)wyr .

Beweis Es sei p € M, und (v1,...,vm) sei eine positive ONB von T,M. Dann bilden
die Vektoren (I/(p), Vi, .., vm) eine positive ONB von T, N. Also besitzt v(p) € T, N die
Basisdarstellung

m

v(p) = (v(p) [v(p))v(p) + Z(U(p)lvj)vj :
Somit erhalten wir aus der Alternierungseigensch;}t von wy
v(p) = wn(p)(v1,...,vm) = wN(p)(U(p),’Ul, s 7’Um)
= (v(p)[v(p))wn (P) (v(p), V1, .., vm)
= (v(p) lv(p)) (v(p) — wn(p)(v1,...,vm)) -
Wegen
v(p) = wn(P)(v1,...,vm) =wn(p)(¥(p),v1,...,vm) =1
und v Jwy € Q" (M) folgt v - wn = wnr, also die Behauptung. m

(h) Es seien (N, (+]-)) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und M eine orientierte
Hyperfliche in N, oder M := JN. Ferner sei v ein Vektorfeld von N lings M mit
(v|v) € L(M,d)pr). Dann folgt aus (g)

/MUAWNz/M(U\y)dAM .

Dieses Integral heif3t Fluf3 des Vektorfeldes v durch A (in Richtung der positiven
Normale). Insbesondere ist, in der Situation von (e),

/J-JF
M

der Fluf3 des Vektorfeldes @ durch M.

Zur Motivation dieser Begriffsbildungen versetzen wir uns in die Situation
von (e) mit N = X und nehmen an, X sei mit einer (fiktiven) stréomenden Fliissig-
keit (allgemeiner: einem kontinuierlich deformierbaren Medium) gefiillt. Wir be-
trachten ein (infinitesimales) Fliissigkeitsteilchen, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 ,,durch
den Punkt = geht“ und bezeichnen mit x*(z) := x(x,t) seine Position zur Zeit t.
Also ist t — x!(z) die Bahnkurve (Trajektorie) des Teilchens, das sich zur Zeit
t = 0 im Punkt x befindet.

Es sei nun v(y,t) der Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens, das zur Zeit ¢
durch den Punkt y geht. Dann gilt

dxdix) =o(x'(2),1) ,

wobei wir unter dx!(z)/dt die Ableitung von s — x*(z) an der Stelle s =t ver-
stehen.
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Wir nehmen an, die Fliissigkeit besitze zu jedem Zeitpunkt eine wohldefinier-
te (glatte) Massendichte (oder Ladungsdichte) p(x,t) > 0. Dies bedeutet, dafl die
Gesamtmasse (oder Ladung) der Fliissigkeit, die sich zum Zeitpunkt ¢ im (mefba-
ren) Teilbereich A von X befindet, durch

p(A,t) ::/Ap(ac,t) dx

gegeben ist.
Wir betrachten nun ein im Punkt x ange-

heftetes vektorielles Flichenelement dl_f'w. Dann v(z,t)
fiillt die Fliissigkeit, die im Zeitintervall [¢, ¢ + At] vr(z)

durch dF, ,nach aulen“, also in Richtung der po-
sitiven Normale v, stromt, ndherungsweise einen
schiefen Zylinder der Basisfliche dF, und Hohe dF,
At(v(z,t)|ve(2)).
Folglich stellt
Atp(z,t)(v(z,t) |v(z)) dF;

nidherungsweise die im Zeitintervall [¢, ¢ + At] durch dF, nach aufien transportierte
Fliissigkeitsmasse (oder -ladung) dar (vgl. Aufgabe X.6.1). Diese Uberlegungen
zeigen, dafl der Flufl des Vektorfeldes (pv)(-,¢) durch M, also

[ (onlv) dn
M

die Gesamtmasse (oder -ladung) angibt, die im Zeitpunkt ¢ durch M nach auflen
stromt, bezogen auf eine Zeiteinheit.

(i) Es seien (N, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und M eine Hyper-
fliche in N, oder M := dN. Ferner sei v ein Vektorfeld von N lings M. Dann

nennt man
/ v JWN
M

wieder Flu3 von v durch M, falls v — wy, iiber M integrierbar ist. Es gilt

/v#wN:/ *Ou .
M M

Beweis Dies folgt aus Aufgabe XI1.6.4. m

Der Transformationssatz

Der Transformationssatz fiir das Lebesguesche Integral, der eines der wichtigsten
Hilfsmittel sowohl fiir konkrete Berechnungen als auch fiir theoretische Zwecke ist,
besitzt eine Globalisierung.
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2.3 Theorem (Transformationssatz) Es sei f € Diff(M, N) orientierungserhal-
tend. Genau dann ist die n-Form w auf N integrierbar, wenn dies fiir* f*w auf M
der Fall ist. Dann gilt [y w = [,, [*w.

Beweis (i) Es seien w auf M integrierbar und (¢, U) eine positive Karte von M.
Dann ist (¢, V) := (¢ o =1, f(U)) eine positive Karte von N, und f ist ein orien-
tierungserhaltender Diffeomorphismus von U auf V. Ferner gelten ¢(V) = ¢(U)
und ¥, = (po f71). = . f*. Fiir die integrierbare Differentialform w € Q™ (V)
erhalten wir aus Bemerkung 2.1(a)

/vw - /w(w = /SD(U) Pl = /Uf*w '

Also ist die m-Form f*w auf U integrierbar.

(ii) Es sei { (¢, Uj,mj) ; jEN } ein positives Lokalisierungssystem fiir M.
Dann ist { (¢;,V;,p;) ; j € N} mit

(¢j7Vj7pj) = (4,0]' Of_l’f(Uj)’ﬂ-j Of_l)

ein positives Lokalisierungssystem fiir N. Sind w eine integrierbare m-Form auf N
und j € N, so ist pjw|V} eine integrierbare m-Form auf V;. Aus (i) folgt

/Vjpjw=/Uj f*(pjw):/Uj(f*pj)f*W:/U‘ﬂ'jf*w, jEN.

J

Somit erhalten wir aus Bemerkung 2.1(b)

/Nw=§%/ijw=§%/1]jﬁjf*w=/MfW~

Insbesondere ist f*w iiber M integrierbar.

(iii) Nun folgt die Behauptung durch Anwenden von (ii) auf f~!. m

Der Satz von Fubini

Als n#chstes beweisen wir eine globale Version des Satzes von Fubini fiir den
Fall einer Produktmannigfaltigkeit. Genauer nehmen wir nun an, M oder N sei
unberandet, und setzen L := M x N sowie £ := m + n. Aulerdem versehen wir L
mit der Produktorientierung (vgl. Beispiel X1.4.17(b) und Aufgabe X1.4.3).

4Man beachte, da8 aus M =~ N auch m = n folgt.
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Fiir jedes (p,q) € M x N sind {p} x N eine orientierte n-dimensionale und
M x {q} eine orientierte m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von L. Offensicht-
lich sind die natiirlichen Diffeomorphismen

{p}xN—=N, (pg)—q, Mx{qg—M, (pqg—p (2.10)

orientierungserhaltend.

Wegen
Tip,g) L = Tip,q) (M X {‘I}) ®Tp.a) ({p} X N)

(vgl. Aufgabe XI.5.1) induzieren die Diffeomorphismen (2.10) natiirliche Vektor-
raumisomorphismen

Tl — TpyM < TyN , (p.q) € M x N .

Im folgenden identifizieren wir {p} x N mit N und M x {q} mit M vermoge (2.10)
und folglich T, o)L mit T),M x Ty N, so daff wir

Tyl =T,M&T,N, (p.q)€ M xN, (2.11)

schreiben konnen, falls keine Miflverstéindnisse zu befiirchten sind.

Es seien w eine {-Form auf L und (p,q) € M x N. Fir ay,...,am € T,M
gehort

(b1y...,bp) — w(p,q)(at,...,am,b1,...,b,)
zu N\"T;N. Also ist
W(p, ) a1, ... am) :=w@, )(@1,. . Qmyyeeny)

eine n-Form auf N. Die Abbildung

W(p,-) = ((ala cam) = W(p, ) (ar, . am))

ist m-linear und alternierend auf (T,M )™ und nimmt ihre Werte im Vektorraum
der n-Formen auf N an. Also ist sie eine n-formenwertige m-Form auf M. Aufler-
dem sagen wir, W(p, -) sei iiber N integrierbar, wenn die n-Form &(p, -)(a1, ..., am)
fir jedes m-Tupel (a1,...,am) € (I,M)™ iiber N integrierbar ist. Es ist klar,

dafl dann
/N@(p7 )= ((al, B /N@(p, )ai, - ., Gm))

zu N1 M gehort.
Analog wird durch

W q) (b1, b)) = w( )y ey b1y b)) bi,...,b, € TyN ,

eine m-formenwertige n-Form &(-,q) auf N definiert, und &(-, q) ist tiber M in-
tegrierbar, wenn die m-Form &(-, q)(b1,...,by,) fiir jedes n-Tupel (by,...,b,) von
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Vektoren in T, N iiber M integrierbar ist. In diesem Fall gehort

/Ma(-,q) - ((bl, e by) /Ma(.,q)(bh . .,bn)>

zu N\"T;N.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir fiir Differentialformen ein niitzliches

Analogon zum Satz von Fubini beweisen.

2.4 Theorem (Fubini) Es sei w eine integrierbare ¢-Form auf L. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(i) Fiir Ay-f.a. p € M ist &(p, -) iiber N integrierbar, und fiir Ay-f.a. ¢ € N ist
@(-,q) tiiber M integrierbar.

(ii) Die Aps-f.ii. definierte m-Form

[o=(r [ aw.)

ist iiber M integrierbar und die \y-f.ii. definierte n-Form

/ w = (QH/ @(-,q))
M M
ist tiber N integrierbar.

R e]

Beweis (a) Es sei (p,U) bzw. (¢, V) eine positive Karte von M bzw. N mit
o= (x',...,2™) bzw. ¥ = (y',...,y"). Dann ist (x,W):= (¢ x 1,U x V) eine
positive Produktkarte von L. Schliefflich sei

wi=adz' A--- Adz™ ANdy' Ao A dy”

itber W integrierbar. Dann gehort y.a zu £4 (go(U) x (V), )\m+n). Also folgt aus
Theorem X.6.9, dafl

x«a(z,) € L1(V(V), \y) Am-fa. € oU) , (2.12)

daf
/ x«a(-y)dy € L1(o(U), Am) (2.13)
B(V)

(wobei diese Funktion nur A,,-f.i.. definiert ist) und daf

/ X0 Ay = / (/ X«a(z,y) dy) dz . (2.14)
x(W) p(U) Mp((V)

gilt.



430 XII Integration auf Mannigfaltigkeiten

Fiir (p,q) € U x V und vy, ...,v, € T,U folgt
O(p, Y1,y vm) = alp, ) dzt A Adz™ ANdy* A Ady"(vi, . Um0
a(p)a(p, ) dy' A--- A dy"

mit
a(p) :=dz" Ao Adz™(p) (v, ..., Um)
z.B. aus (XI.2.3) abliest. Also erhalten wir
D0, )1, vm) = alp)s (alp, ) dy' A Ady"
Nun beachten wir die Relation
Vi (a(p, ) (W) = a(p, v (v) = a(e™ (2), ¥ 7 (y)) = x+alz,y)

fir x = p(p) und y € (V). Hiermit und mittels Bemerkung 2.1(a) finden wir,
wegen (2.12), daf fiir A\y-fa. pe U

/ W(p,-) = / a(p,w_l(y)) dydz* A - Adx™(p) € A" T, U
v P(V)

wie man wegen (

1)
)

wohldefiniert ist. Weiter ergibt sich aus (2.13)
o [ B = [ ale @0 @) dydal e ndo”
v P(V)

= / xsa(z,y)dydzt A--- A dz™
(V)

fir Aps-f.a. p € U mit « = ¢(p). Somit implizieren (2.14) und Bemerkung 2.1(a)

I R Y R T
$(V)
:/ X*adAern:/
x(W) w

Durch Vertauschen der Rollen von U und V erhalten wir die verbleibenden Aus-
sagen in diesem Fall.

(b) Es sei {(¢;,Uj,m;); j €N} baw. {(¢;,V;,p;) ; j € N} ein positives
Lokalisierungssystem fiir M bzw. N. Dann ist
{(90] X wkv% X Vkaﬂ—j ®Pk) ; (Jvk) S NQ} )

mit m; ® pr(p,q) = 7m;(p)pr(q) fir (p,q) € M x N, ein positives Lokalisierungs-
system fiir L. Aus (a) erhalten wir

/ 7Tj®pkw=/ Wj/ prw,  (j.k) €N
U]‘XVk Uj Vi

Nun folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.1(b). m
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2.5 Korollar Es sei L := M x N, und 7 : L — M sowie mo: L — N seien die
kanonischen Projektionen. Ist o bzw. (8 eine integrierbare m- bzw. n-Form auf M
bzw. N, so ist v := nfo A w3 3 iiber L integrierbar, und [, v = [,, & [y 5.

2.6 Bemerkung (Regularitdt) Es geniigt, wenn M und N C'-Mannigfaltigkeiten und
f in Theorem 2.3 ein C*-Diffeomorphismus sind. m

Berechnung einiger Integrale

Die Formel (2.5) und die Sétze dieses Paragraphen stellen die Grundlage fiir die
Berechnung von Volumina dar. Wir illustrieren dies mit den folgenden Beispielen,
in denen wir stets die Standardmetrik verwenden.

2.7 Beispiele (a) Fiir (4,B) € Ly x Ly gilt Apxn (A x B) = Ay (A)An(B).
Insbesondere folgt

vol(M x N) = vol(M) vol(N) .

Beweis Wir betrachten die (m 4 n)-Form w := xaxpwr = xawm A xpwn auf der Pro-
duktmannigfaltigkeit L := M x N (vgl. Aufgabe XI.5.1). Damit folgt (unter Beriicksich-
tigung der Konvention 0 - co := oo - 0 := 0) die Behauptung aus Korollar 2.5. m

(b) (Sphiren) Fiir m > 1 und die kanonisch orientierte m-Sphire S™ in R™ ! gilt

m—+1
/ S (=1l dat A Adad A A da™ T = vol(S™)
Sm
j=1

insbesondere®

/ xdy —ydr =27m (2.15)
g1

und

/ rdy Ndz+ydz Ndx + zdx Ndy = 47 .
S2

Beweis Dies folgt aus den Beispielen XI.5.3(c) und 1.13(c). m

(c) (Sternférmige Bereiche) Esseim > 1, und f bezeichne den ,,Polarkoordinaten-
diffeomorphismus*

(0,00) x 8™ — Rm+1\{0} , (r,o)—ro:=ri(o)

5Das Kurvenintegral in (2.15) haben wir bereits in Beispiel VIII.4.2(a) berechnet. Nun ver-
stehen wir diese Formel.
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mit der kanonischen Einbettung i : ™ < R, R(y/|yl)
Dann gilt

fdy* Ao Ady™ T =™ dr Awgm . (2.16)
Ferner seien R € £1(S™,R") und “
A= {y e R™MN\{0}; |yl < R(y/lyl) } -

Also ist A ein (beziiglich 0) sternférmiger Bereich, dessen ,duflere Berandung*
itber der m-Sphére parametrisiert ist. Hierfiir gilt

1
)\m+1 (A) =

= R™ 1 d\gm . 2.17
m + 1 Sgm o ( )

Beweis Es seien (¢, U) eine positive Karte von S™ und h:=i0 ¢~ ': p(U) — R™"! die
zugehorige Parametrisierung. Dann hat f beziiglich der positiven Karte
(¥, V) := (id x ¢, (0,00) x U)
von M := (0,00) x S™ und der trivialen Karte von R™%\ {0} die lokale Darstellung
fo: (0,00) x (U) = R™ | (r,z) — rh(z) .
Folglich gilt _ _ _
df},(r,z) = ' (z)dr +rdh’(z) , 1<j<m+1.
Hieraus leiten wir durch Induktion leicht
Foldy' Ao ndy™ ) = dfy A-- A df

m—+1
=" (=1)'hdr Adht A Adhi A N dRT
Jj=1

+ ™ gRt A A dR™ T

her. Aus |h|> =1 erhalten wir Zj;ll h? dh? = 0, was zeigt, daB fiir jedes = € p(U) die
Kovektoren dh'(z),...,dh™ ! (x) linear abhingig sind. Also ist dh' A --- A dh™T! = 0.
Aus Beispiel XI.5.3(c) folgt

m+1

Fol@y' Ao ndy™ ) =™ dr A ST (<1 W AR A AdRT A A dR™
j=1

=r"drAh wsm =1 (r'"dr Awgm) .
Da dies fiir jede positive Karte von S™ richtig ist, gilt (2.16). Hieraus folgt auch, daf} f
ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus von M auf N := R™T!\ {0} ist.

Wir setzen w := xawn = xady' A--- Ady™". Dann erhalten wir aus dem Trans-
formationssatz

Am+1(A4) = An(4) = /

N

:/ " dr ANwsm .
F=1(A)

w= fw= f xar™dr Awsm
M M
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Wegen f~'(A) = { (r,0) € (0,00) x §™ ; 0 <r < R(0) } folgt aus dem Satz von Fubini

R(o) 1 L
/ "™ dr A wgm / (/ r’m dr) wgm (o) = 1 / R™ 1 gm
A sm \Jo gm

- ! / R™ ' d)s, .
m+1 Jgm

Dies beweist die Behauptung. m

(d) (Kegel iiber Sphérenstiicken) Es seien
m > 1 und B eine mefibare Teilmenge von S™.
Dann ist

K(rB) :={to; 0<t<1, o€rB}

ein Kegel, dessen Spitze im Ursprung liegt und
dessen Basis die Teilmenge rB der Sphire rS™
ist. Hierfiir gilt®

(m + 1) vol(K(rB)) = rvol(rB) .
Fiir B := S™ finden wir die Formel rvol(rS™) = (m + 1) vol(rB™*!) von Bei-

spiel 1.13(c) wieder.
Beweis Dies folgt mit R := rxp wegen (1.10) aus (c). m

(e) (Integration mittels Polarkoordinaten) Es sei g € Lo(R"). Genau dann ist g
integrierbar, wenn

(r— g(ra)r”fl) € £1((0,00)) , fa.ocec S 1,
und

(O’ — /000 g(ro)rnt dr) €Li(S" ).

Dann ist die Formel”

/ gdmz/ / g(ro)r™ =t dr dAgn- (2.18)
R™ sn=1.Jo

giiltig. Ist g rotationssymmetrisch mit g(z) = g(|z|) fiir # € R", so ist g genau dann
integrierbar, wenn g(r)r"~! iiber (0,00) integrierbar ist. In diesem Fall reduziert
sich (2.18) auf

/ gdx = vol(S"fl)/ g(ryr"—tdr ,
n O

wie wir bereits aus Theorem X.8.11 wissen.

6Diese Formel ist das Analogon zur Aussage der Aufgabe X.6.1 fiir Kegel mit ,ebener Grund-
fldche*.
"Vgl. Satz X.8.9.
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Beweis Wir betrachten die n-Form w := gdy' A --- Ady™ auf N := R™\{0}. Dann ist w
genau dann auf N integrierbar, wenn g zu £1(R™) gehort. Mit dem Polarkoordinaten-
diffeomorphismus von (c¢) erhalten wir aus (2.16)

fw=(f gr" " dr Awgn-1 .

Nun folgt die Behauptung aus Theorem 2.3 und Korollar 2.5. m

Fliisse von Vektorfeldern

Unter einem (globalen) Fluf3 auf M versteht man eine glatte Abbildung

X: MxR—M, (pt) '—>Xt(p) =x(1),
fiir die gilt
X' =idy, X*T'=x"ox', s teR. (2.19)

Aus (2.19) folgt
X' eDiff(M, M), (") '=x"', teR.

Wegen x(p, ) € C*(R, M) fir p e M ist v(p) := Tox(p,-)(0,1) € T,M wohldefi-
niert, und v ist ein glattes Vektorfeld auf M. Aus (2.19) folgt ebenfalls
dx'(p)
dt

Dies bedeutet, daf§ die Trajektorie X(p, -) fiir jedes p € M eine globale Losung des
Anfangswertproblems (in R")

= ’U(Xt(p)) , peM, teR. (2.20)

gy=vly), y0)=p (2.21)
ist.
Im folgenden bezeichnen wir mit V*(M) den C*(M)-Untermodul von V(M)
der C*-Vektorfelder mit kompaktem Triger, und V.(M) := V°(M).

Es sei nun, umgekehrt, v € V.(M), und M sei unberandet. Dann zeigt man in
der Theorie der Gewohnlichen Differentialgleichungen,® daf es genau einen Fluf3
auf M gibt, der (2.20) erfiillt, den von v erzeugten Fluf3. Fafit man x(p, -) als Bahn-
kurve eines , Fliissigkeitsteilchens® auf, das sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkt p
befindet, so ist v(p) die Geschwindigkeit,? mit der das Teilchen durch den Punkt p
geht. Bei dieser Interpretation ist x* sozusagen eine Momentaufnahme des gesam-
ten Stromungsbildes zum Zeitpunkt ¢.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen der Divergenz eines Vektor-
feldes und dem von ihm erzeugten Flufl ableiten. Dazu beweisen wir zuerst einen
Satz iiber lineare nichtautonome Differentialgleichungen.

87.B. [Ama95], falls M offen in R™ ist. Der allgemeine Fall wird mittels lokaler Karten hierauf
zuriickgefiihrt (vgl. [Con93], [Lan95)).

9Man beachte, daB, im Gegensatz zu Bemerkung 2.2(h), wir hier ,stationére®, d.h. zeitunab-
héngige, Vektorfelder betrachten.
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2.8 Satz (Liouville) Es sei A€ C(R,L(R™)), und X € C*(R,L(R™)) sei eine
Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

Y =AY, teR,
in L(R™). Dann ist W := det(X) eine Losung der skalaren Gleichung
y = spur(A(t))y , teR. (2.22)

Also gilt
W(t) = W(t)elio A ds 4y le R

Beweis Es sei r € R. Fiir n € R™ betrachten wir das Anfangswertproblem
y=Alt)y, teR, y(r)y=mn. (2.23),,

Aus dem Satz von Picard-Lindel6f (Theorem VII.8.14) folgt leicht, dafl dieses
Problem eine eindeutig bestimmte globale Losung u(-,r,n) € C1(R,R™) besitzt.1°
Dann ist

u(~7s7u(s7r717)) , rseER,

die eindeutig bestimmte Losung von (2.23)4 y(s,r). Mit anderen Worten: Wir fol-
gen der Losung u(-,r,n) von (2.23), , bis zum Zeitpunkt s. Dann ,setzen wir neu
an“, d.h., wir losen die Differentialgleichung (]

y=A(t)y ,von neuem®, wobei wir nun den
Wert wu(s,r,n) als Startwert im Zeitpunkt s
nehmen. Wir kénnen jedoch auch der Losung

u(-, 7, n) bis zum Zeitpunkt ¢ folgen. Dann im- 4
pliziert die eindeutige Losbarkeit von (2.23),,, u(t,r,m) = u(t, s, uls, 7))
fiir jedes (r,n) € R x R™, daB

S
u(s,r,n)

u(t,r,n) = u(t,s,u(s,r, 77)) , rs,teR, neR™, (2.24)

gilt.

Aus der Linearitéit der Differentialgleichung ¢ = A(t)y und ihrer eindeutigen
Losbarkeit folgt leicht, daB 7~ u(t,r,n) fir jedes Paar (t,r) € R? eine lineare
Funktion ist. Also gilt

u(t,r,n) =U(t,m)n , t,reR, neR™, (2.25)
mit U(t,r) € L(R™) = R™*™. Somit leiten wir aus (2.24)

U(t,r) =U(t,s)U(s,r), U(t,t) =1, , r,s,t € R, (2.26)

10Siehe Aufgabe VII.8.13.
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ab. Schliefilich folgt aus (2.25) und da u(-,r,n) fir jedes n € R™ die Losung von
(2.23),.,, ist, daB gilt

nU(t,r)=A)U({t,r), teR, U(r,r) =1,, . (2.27)

Dies zeigt, dal U(-,r) die eindeutig bestimmte globale Losung des Anfangswert-
problems in F := L(R™)

Y =ARt)Y , teR, Y(r)=1,
ist. 1!
Es sei nun B = [by,...,by,] € R™ ™. Dann ergeben diese Betrachtungen, daf}
U(-,7)B = [U(-,r)bl, e U(-,r)bm]

die eindeutig bestimmte globale Losung von

Y=AtY, tecR, Y(r)=B
in E ist. Ist X irgendeine Losung von ¥ = A(t)Y, so folgt hieraus, mit B := X(r),
Xt =U(t,rX(r), nteR. (2.28)

Wir fixieren 7 und setzen (t) := det(U(t,7)). Aus Beispiel VIL4.8(a) folgt,
wegen (2.27) und U(t,r) = [u1(t), ..., um(t)],

a(t) = detug(t), ... w1 (t), 1 (£), uje1 (), ... um(t)]
=t (2.29)
= Z det [ul(t), e ,u]'_l(t), A(t)uj(t), Uj_H(t), e ,um(t)] .
j=1
Fir t = r lesen wir aus U(r,r) = 1,, die Relationen u;(r) =e;, 1< j <m, ab,
wobei (e1, ..., e,) die Standardbasis von R™ bezeichnet. Somit ergibt (2.29)

m
a(r) = Zdet[eh...7ej,1,aj(r)7ej+17...,em]
j=1

(2.30)

ag (r) = spur(A(r))

<.
I
—

mit A(r) = [a1(r),...,an(r)]. SchlieBlich folgt X (t) = 01U(t,r)X (r) aus (2.28),
und somit

Wt)=at)W(r), teR.
Hieraus und aus (2.30) erhalten wir
W(r) = spur (A(r)) W (r) , reR,

was zeigt, dal W der Gleichung (2.22) geniigt. Der letzte Teil der Behauptung ist
nun eine Konsequenz von Beispiel VII.8.11(e). m

11Vgl. wiederum Aufgabe VII.8.13.
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2.9 Bemerkungen (a) Die im Beweis von Satz 2.8 abgeleiteten Aussagen iiber das
Anfangswertproblem (2.23),., verallgemeinern die entsprechenden Resultate aus
Paragraph VII.1 iiber die lineare Differentialgleichung @ = Ax mit der konstanten
Matrix A € L(R"™). Insbesondere gilt in diesem Fall

elt=9)A4 — Ul(t,s), s, teR .

Die Aussage von Theorem VII.1.11(ii), daB8 ¢ +— e*4 ein Gruppenhomomorphismus
ist, muf} im nichtautonomen Fall, d.h. im Fall ,,zeitabhéngiger Koeffizienten*, durch
(2.26) ersetzt werden.

(b) Ist X eine Losungsmatrix der Differentialgleichung Y = A(t)Y in £(R™), so
heifit W := det(X) Wronskideterminante. Aus der expliziten Darstellung von W
in Satz 2.8 liest man ab, dal W (t) genau dann fiir jedes ¢ € R von Null verschieden
ist, wenn W (tp) # O fiir ein tp € R gilt. In diesem Fall bilden die Spalten z1, ..., Z;,
von X ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung § = A(t)y in R™, denn
man verifiziert leicht, daf sich jede Losung dieser Gleichung als Linearkombination
von Ii,..., T, darstellen lif3t. m

Nun kénnen wir den angesprochenen Zusammenhang zwischen dem Fluf} ei-
nes Vektorfeldes und seiner Divergenz herstellen.

2.10 Satz Es sei M unberandet und pseudo-Riemannsch. Ferner sei v € V.(M),
und x sei der von v erzeugte Flufl auf M. Dann gilt

div(v)wy = (Xt)*(i [(*) wa]

s=t

also insbesondere d
div(v)wy = Ut [(Xt)*wM]

t=0

Beweis Da es sich um eine lokale Aussage handelt, geniigt es, die Behauptungen
in lokalen orthonormalen Koordinaten zu beweisen. Folglich konnen wir annehmen,
M sei offen in R™ und w 1= wyy = dz! A -+ Ada™.

Aus (2.20) erhalten wir durch Differenzieren nach p mit der Kettenregel
X = (O)rav)ox',  teRr,
mit 0 := Jp. Somit ergibt der Satz von Liouville (angewendet fiir jedes feste p € M)
[det(0x")] = spur[(x")*Ov] det(0x") | teR. (2.31)
Aus Beispiel XI1.6.8(a) folgt

spur[(x")*ov] = (x")* Zajvj = (x")*divw . (2.32)
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Geméf Beispiel XI1.3.4(c) wissen wir, dafl
(x")*w = det(dx")w , teR,
gilt. Hieraus folgt mit (2.31) und (2.32)
[(X")*w]" = [det(0x")] w = ((x")* divv) det(dx")w
= (") dive (x')"'w = ()" (div(v)w)

fiir t € R. Dies beweist die Behauptungen. m

Das Transporttheorem

Satz 2.10 erlaubt eine geometrische Interpretation der Divergenz eines Vektorfel-
des. Um dies zu erldutern, beweisen wir zuerst das wichtige Transporttheorem, das
insbesondere in der Kontinuumsmechanik von grofier Bedeutung ist.

2.11 Theorem (Transporttheorem) Essei M unberandet und pseudo-Riemannsch.
Ferner sei v € V.(M), und x sei der von v erzeugte Flufi auf M. SchlieBlich sei
f € E(M x R). Dann gilt fiir jede relativ kompakte Menge A € Ly

d
F(est) dong = / [02£ (1) +div(f(-H)0) | dhar . tER,
dt At At

mit A* := x!(A).

Beweis Aus x' € Diff (M, M) folgt A* € L fiir A € Ly (vgl. Aufgabe 1.1), sowie
At = (A)t. Also ist A* relativ kompakt, und Satz 1.9(b) impliziert, dafi f(-,¢t)
iiber A? integrierbar ist. Folglich ist die m-Form'? w; := y ¢ f (-, t)was iiber M
integrierbar, und der Transformationssatz liefert

[ retan = [ = [ o= [ (e

Aus dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen (Theorem X.3.18)
folgt somit

d d
o [ FCDD = [ () (233
Wegen (x')*(f(-,)war) = f(x',t)(x")*was ergibt sich aus Satz 2.10

d

O () = ( @y om)

L TOED) () wr + LD
= ({0 dran, & X + 060 (1) (¢

+ 0 OO (div(v)war) -

12y 4¢ ist die charakteristische Funktion von A*.
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Unter Berticksichtigung von (2.20) finden wir nun

d,
dt(x

) (fCthwnr) = (X)) [((f (1), 0) + 02 f (1) + (1) div v)war]

= (") *[(02f (- ) + (grad f(-, 1) ’v)M + f(, t) divo)wa]

= () [(02f (1) +div(f (-, t)v) )wn] ,
wobel wir im letzten Schritt Satz XI1.6.11(ii) verwendet haben. Nun folgt die Be-
hauptung aus (2.33) und dem Transformationssatz. m

2.12 Korollar Fiir t € R und jede relativ kompakte Menge A € Ljy; sowie jedes
v € V(M) gilt

d volps(AY) = divvdAiy , vE V(M) .
dt At

Das Vektorfeld v € V(M) heifit divergenzfrei, wenn div v = 0 gilt. Hat v einen
kompakten Tréger, so heifit der von v erzeugte Flufl y volumenerhaltend, wenn gilt

VOlM(At):VOIM(A) s tER, Ae Ly .

Aus Korollar 2.12 lesen wir ab, daf fiir relativ kompakte mefibare Teilmengen A
von M das vom Fluf in positiver Zeitrichtung transportierte Volumen A? zu- bzw.
abnimmt, wenn divv > 0 bzw. dive < 0 gilt.

2.13 Satz Es sei M unberandet und pseudo-Riemannsch. Ferner sei v € V.(M).
Dann ist v genau dann divergenzfrei, wenn der von v erzeugte Flufl volumen-
erhaltend ist.

Beweis ,=“ Es sei divv = 0. Dann folgt aus Korollar 2.12
vol(A") = vol(A4) , teR, (2.34)
fiir jede kompakte Teilmenge A von M. Da M o-kompakt und Ap; regulér sind,
finden wir, daf (2.34) fiir jedes A € Ly richtig ist.
»<=" Es sei x volumenerhaltend. Dann zeigt Korollar 2.12 insbesondere
/diV’Ud)\MZO, AeLly, ACCM. (2.35)
A
Da divv zu C.(M) gehort, impliziert (2.35)
/ fdivuodiy =0, feEF(M, ) . (2.36)
M

Wegen dive € Lo(M, Apr) und da EF (M, Apr) geméB Satz X.4.8 in Lo(M, Apr)
dicht ist, gibt es eine Folge (f;) in EF(M,Ap) mit f; — dive in Lo(M, Aar).
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Also folgt aus der Stetigkeit des Skalarproduktes in L£o(M, Apr) (d.h. der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung)

/ (divev)*diy = lim / fidivodiy =0.
M J=o v
Nun erhalten wir die Behauptung aus Bemerkung X.3.3(c). m

2.14 Beispiel (Kontinuititsgleichung) Es seien X offen und beschriankt in R3
und v € V(X). Ferner sei x der von v erzeugte FluB. Wie in Bemerkung 2.2(h)
interpretieren wir x als stromende Fliissigkeit in X mit der (glatten) Massen-
dichte p. In der Stromungsmechanik wird héufig vorausgesetzt, dal in X Masse
weder produziert noch vernichtet wird und daher das Gesetz der Massenerhaltung
erfiillt ist: Die Masse, welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Teilbereich A enthalten ist,
bleibt wihrend des Transportes durch die Strémung unverdndert. Dies bedeutet:
p(A 1) = p(A,0) fiir t € R, also

d
/p(-,t)dmzo, teR, AeLlx.
dt f 4+

Das Transporttheorem zeigt, daf3 dies dquivalent ist zu
/ (Oep + div(pv)) dz =0, teR, AeLlx. (2.37)
At

Also ist das Gesetz iiber die Massenerhaltung dquivalent zur Kontinuitétsgleichung
Op + div(pv) =0 in X . (2.38)

(Hier und in analogen Formeln, in welchen ,zeitabhéingige“ Vektorfelder auftreten,
wirkt der Divergenzoperator immer nur auf die ,,Ortsvariablen®.)

Im Spezialfall einer konstanten Dichte p > 0, d.h. einer inkompressiblen Fliis-
sigkeit, ist das Gesetz iiber die Erhaltung der Masse somit dquivalent zu divv = 0,
d.h. zur Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes. Aus diesem Grund nennt
man divergenzfreie Vektorfelder auch inkompressibel.

Beweis Die Aquivalenz von (2.37) und (2.38) folgt wic im Beweis von Satz 2.13. m

2.15 Bemerkungen (a) Der Einfachheit halber haben wir uns auf den Fall globaler
Fliisse beschrinkt. Lafit man die Voraussetzung des kompakten Trégers der Vek-
torfelder fallen, so erzeugt v € V(M) einen lokalen Flufl. Dann bleiben geeignete
lokale Versionen der Sétze 2.10, 2.11 und 2.13 sowie von Korollar 2.12 richtig.

Beweis Man vergleiche dazu z.B. Paragraph 10 und Theorem 11.8 in [Ama95]. m

(b) (Regularitét) Die Aussagen iiber die von Vektorfeldern erzeugten Fliisse und die
damit zusammenhingenden Sitze bleiben richtig, wenn M eine C*-Mannigfaltigkeit und
v ein C*-Vektorfeld sind. Natiirlich gilt dann nur xy € C*(M x R, M). In diesem Fall muf}
man im Transporttheorem f € C'(M x R) voraussetzen. m
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Aufgaben

1 Man beweise die folgende Form des Satzes von Lebesgue fiir Differentialformen: Es
selen w eine integrierbare m-Form auf M und f, fj € Leo(M, Apr) mit f; — f Aup-Lid.
und sup; || f;[leo < 00. Ferner sei w; := fjw fiir j € N. Dann gilt [, w; — [, w fiir j — oc.

2 Es seien a € R? und R > 0 sowie M := a + RS?. Man berechne fM w fiir

w::m2dy/\dz+y2dz/\d:r+z2d:r/\dy.

3 Es sei v € V.(M), und x bezeichne den von v auf M erzeugten FluB. Die Funktion
f € E(M) heift erstes Integral fiir v, falls gilt:

d

dt(xt)f:O auf M xR .

Man zeige, dafl die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) f ist ein erstes Integral fiir v.
(i) (x') f=f teRr
(iii) L.f =0.
4 Essci H € £(R*™). Man zeige: Die Aussagen
(i) f ist ein erstes Integral fiir sgrad H;
(ii) {f, H} =0;
sind dquivalent. Insbesondere ist H ein erstes Integral fiir sgrad H.

5 Esseiv € V.(M), und x sei der von v auf M erzeugte FluB}. Fiir a € Q(M) heift

d ooy
Lo(@)i= § () o],
Lie-Ableitung von .
Folgende Aussagen sind zu beweisen:

(i) Fir a € Q"(M) gehért L, («) zu Q" (M), und im Fall » = 0 stimmt die obige Defi-
nition mit der von Paragraph XI.6 {iberein.

) Lyod=do L.
) Fiir a, 8 € Q(M) gilt die Produktregel L,(a A 3) = L,(a) A B+ a A L, (5).
(iv) Ly(a) =d(v — o) +v — da fir a € Q(M).
) Ly(war) = div(v)was.
(vi) Mit w € V(M) gilt ©nr[v, w] = Ly (Onw).
6 Man beschreibe die von den folgenden Vektorfeldern erzeugten Fliisse:
(i) 20/0x+yd/dy € V(R?);
(ii) —yd/0z + 2 0/dy € V(R?);
(iii) —y0/0z + 2 0/dy € V(R?);
(iv) (¢ —y)9/0x + (z +y)d/dy € V(R?);
(v) (z+y)0/0x + 2°9/0y € V(R?);
Y (x+y)0/0x + (x —y) /Dy + 20/dz € V(R®).

(vi



3 Der Satz von Stokes

In diesem Paragraphen kombinieren wir die Differential- mit der Integralrechnung
auf Mannigfaltigkeiten und beweisen den allgemeinen Stokesschen Satz. Er stellt
eine hoherdimensionale Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der Differential-
und Integralrechnung dar und besitzt in der Mathematik, wie auch in der Theo-
retischen Physik, zahlreiche Anwendungen. Insbesondere bildet er die Grundlage
fiir theoretische Untersuchungen in der Topologie und Geometrie, fiir die wir auf
weiterfiihrende Vorlesungen und Literatur verweisen.

Wir zeigen, wie der Stokessche Satz fiir die Berechnung von Volumina ver-
wendet werden kann und daf er physikalische Interpretationen der Operatoren div
und rot erlaubt. Als eine topologische Anwendung beweisen wir den Brouwerschen
Fixpunktsatz.

Zum Schlufl dieses Paragraphen stellen wir eine Beziehung zwischen der &ufle-
ren Ableitung und der Koableitung her, deren Bedeutung allerdings erst in Vorle-
sungen iiber Globale Analysis klar werden wird.

Im ganzen Paragraphen sind
o m > 2;
e M eine m-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit.

Ist M berandet, so wird 9M durch die duflere Normale (beziiglich der vom umge-
benden Raum R™ induzierten Metrik) orientiert.

Der Stokessche Satz fiir glatte Mannigfaltigkeiten

Wir bezeichnen mit i: OM — M die natiirliche Einbettung und erinnern an die

Definition
/ w::/ i*w:/ w|OM , weQm (M),
oM oM oM

falls w|OM integrierbar ist. AuBerdem setzen wir [, w := 0.

3.1 Theorem (Stokes) Fiirw e Q' '(M) gilt [,, dw = [,,, w.

Beweis (i) Wir betrachten zuerst den Fall M = R™. Dann ist OM = (), und w hat
die Darstellung
w:Z(—l)jflaj dml/\.../\@/\,,_/\dmm (3.1)
j=1

mit a; € D(R™), wie wir aus Beispiel XI.3.2(b) wissen. Beispiel XI.3.7(b) impliziert

dw = (i aja]) dzt Ao Ndx™ . (3.2)

j=1
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Somit folgt aus Bemerkung 2.1(a)

/dw:/ Zajajdx:Z/ Ojajdx =0,
M " =1 j=1"R"

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen 0;a; = 19;a; durch partielle Integration
gemifl Satz X.7.22 folgt. Also ist die Behauptung in diesem Fall aufgrund von

Jorrw = Jyw = 0 richtig.
(ii) Es sei M = H™. Dann gelten (3.1) und (3.2) ebenfalls, wobei nun die a;

zu C2°(H™) gehoren. Aus dem Satz von Fubini und Satz X.7.22 erhalten wir mit

o= (xt,. . amY)

ajajdm:/ (/ ajajdm’>dmm20, 1<j<m-1. (3.3)
H™ 0 RMm—1

Der Satz von Fubini und der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung implizieren

[ Oy do = / (/ O G dxm> dr’ = —/ am(2',0)dz’ . (3.4)
m rm-1 \Jo Rm—1

Wegen i(z') = (2/,0) folgt aus Beispiel XI.3.4(j)
i*w=(=1)""ti*a, det Ao Ada™ T (3.5)

Wegen der Standardorientierung von OH™ (vgl. Beispiel XI.5.3(h)) und wegen
(3.2), (3.3) und (3.5) kénnen wir (3.4) in der Form

/ dw:/ 8mamdm:—/ i, da’
M i Rm—1

= (—1)”%1/ (i*ap)dzt A--- Adz™ ! = / w = / w
oH™ oM oM

darstellen. Folglich ist die Behauptung auch in diesem Fall richtig.

(iii) Es gelte nun M = 0, und M werde durch eine einzige (positive) Karte
(p, M) beschrieben. Da w einen kompakten Triger hat, gehort p.w zu Q7 ~HR™).
Aus ¢, = (p~1)* und Theorem XI.4.10 folgt ¢, od = d o p,. Also erhalten wir
aus (i)

/dw:/ @*dw:/ d(pw) = d((p*w)zO:/w:/ w .
M @ (M) @ (M) R™ 0 oM

(iv) Es sei OM # (), und M werde durch eine einzige (positive) Karte (¢, M)
beschrieben. Dann ist {(pa, 0M)} mit @y := ¢|OM ein positiver Atlas von OM.
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Ferner hat ¢,w einen kompakten Triger in H™, und es gilt i o <p51 = ¢ oiggm,
also
(po)«i™ = (ipmm)" P -

Somit folgt aus (ii), analog zum Beweisschritt (iii),

/ dw = / Px dw = / d(pw) = d(p.w)
M (M) (M) H™

:/_ i;;ngo*wz/_ (wa)*i*wz/ i*w:/ w .
oH™ oH™ oM oM

Dies beweist, daf} im vorliegenden Fall die Behauptung giiltig ist.

(v) SchlieBlich sei { (¢;,U;,7;) ; j € N} ein Lokalisierungssystem fiir M. Da
K := supp(w) kompakt ist, kénnen wir es so wiihlen, dafl es ein k € N gibt mit
supp(m;) N K = 0 fiir j > k. Mit w; := mjw|U; € Q7 1(U;) folgt dann w = Z?:o wj.
Somit erhalten wir mit (iii) und (iv)

k k k k
dw = dw,; = dw: = o o ]

Hierbei haben wir ausgenutzt, daf3 { (pj,0,0U;,i*mj) ; j €N } ein Lokalisierungs-
system fiir M ist mit supp(i*m;) N K =0 fir j > k. m

Mannigfaltigkeiten mit Singularititen

Fiir viele Anwendungen ist die Voraussetzung, dafli M eine Mannigfaltigkeit sei, zu
restriktiv. Man mochte den Stokesschen Satz auch auf , stiickweise glatte Mannig-
faltigkeiten“, wie z.B. Polyeder, Zylinder oder Kegel, anwenden.

3004

Diese Bereiche unterscheiden sich von denjenigen berandeten Mannigfaltigkeiten,
die man dadurch erhilt, dal man die ,Singularitdten“, d.h. die Kanten, Ecken,
Spitzen etc., weglifit, nur durch Teilmengen, die, relativ zur Berandung, ,,diinn“
sind. Folglich ist zu erwarten, dafl sie sich bei der Integration ,nicht bemerkbar
machen®.

Wir fithren nun eine Klasse von ,Mannigfaltigkeiten mit diinner Singula-
ritdtenmenge®, welche die obigen Beispiele enthilt, ein und zeigen, dafl der Stokes-
sche Satz auch fiir diese Objekte gilt.
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Es sei B eine abgeschlossene Teilmenge von M mit nichtleerem Inneren. Dann
bezeichnen wir mit Mp die Menge aller p € B, fiir die es eine offene Umgebung V;,
von p in M gibt, so dal B NV, eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V;,
ist. Dann ist Mp eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, die Tréger-
mannigfaltigkeit von B. Die Menge Sp:= B\Mp heifit Singularititenmenge
von B, und B ist eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von M mit Singularititen.

Offensichtlich ist Sp abgeschlossen in M. Un- / w

ter der Berandung von B verstehen wir dieje- ~—

nige von Mg, d.h., 9B := OMp. Sie darf nicht M oB

mit dem topologischen Rand, Rd(B), von B

in M verwechselt werden. Schliellich versehen wir Mg mit der kanonisch von M
induzierten Orientierung.

Es sei H® das s-dimensionale Hausdorffmal auf M (wobei M die von R™
induzierte Metrik trégt). Dann sagen wir, die Singularitiitenmenge Sp von B sei
diinn, wenn sie eine H™~!-Nullmenge ist. In diesem Fall ist B eine Mannigfaltigkeit
mit diinner Singularititenmenge.

Fordern wir von der Menge Mp nur, daf sie fiir ein k € N* eine Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C* sei, so heifit B natiirlich C*-Untermannigfaltigkeit
von M mit Singularititen. Hierfiir reicht es, da M eine C*-Mannigfaltigkeit ist.

3.2 Beispiele (a) Jede m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, die in M
topologisch abgeschlossen ist, also insbesondere M selbst, hat eine diinne, ndmlich
leere, Singularitédtenmenge.

(b) Gilt fiir die Hausdorffdimension dimg(Sg) < m — 1, so ist Sp diinn.
Beweis Dies folgt aus der Definition von dimy in Aufgabe 1X.3.5. m

(c) Es seien (J;) eine Folge von Intervallen in R™ 2 und f € O (Jg, M) mit
Uieo f(Ji) = Sp. Dann ist Sp diinn.

Beweis Aus den Aufgaben IX.3.6(a) und (f) folgt dimp (fx(Jx)) < m — 2. Alsoist fx(Jx)
fiir jedes k € N eine H™ '-Nullmenge, und die o-Subadditivitit des HausdorffmaBes er-
gibt die Behauptung. m

(d) (Stiickweise glatte Gebiete) Es sei Q ein nichtleeres Gebiet in M, d.h. ei-
ne nichtleere offene und zusammenhingende Teilmenge von M. Folglich sind S,
und M,, also auch 9Q = OM,, definiert. Es sei B2 ' = (—1,1)"! der offene
Einheitsball in (R™ !, |-|o). Wir sagen, Q sei ein stiickweise glattes Gebiet in M,
wenn es endlich viele Funktionen!

hj € CYBZL, M)NC™®BL ™, M), 0<j<n,

1Ist © nur eine C*-Untermannigfaltigkeit von M mit Singularititen, so sagen wir, Q sei ein
stiickweise-C*-Gebiet in M.
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gibt mit

(i) hj|BZ ! ist fiir 0 < j < n eine Parametrisierung einer Teilmenge von OS2 ;
(ii) 092 =Uj_o h;(B);

(i) RA(Q) = U hy (B ).
Dann ist €2 eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M mit diinner Singu-
laritdtenmenge, und wir setzen 0f2 := 0f). Genauer gilt:

So=Un®RIBL), My=qulJr@BL",
j=0 j=0

und 2 hat einen kompakten Rand Rd(2). Auflerdem gilt genau dann 92 = Rd(Q),
wenn die Singularititenmenge von € leer ist.

Beweis Aus dem Mittelwertsatz und M — R™ folgt h; € C*" (B2, M) (vgl. Bemer-
kung VII.3.11(b)). Also ist auch hj | RA(BZ™") lokal Lipschitz stetig, und die Behauptung
folgt aus (c). m

(e) Jedes offene Polyeder in R™ mit nichtleerem Inneren ist ein stiickweise glattes
Gebiet in R™. Die Berandung besteht aus den ,offenen“ (m — 1)-dimensionalen
yoeitenflachen®. Mit anderen Worten: Die Singularitdtenmenge besteht aus allen
Punkten, die in einer ,, Kantenfliche“ der Dimension < m — 2 liegen. So wird z.B.
die Singularitéitenmenge eines Wiirfels im R? aus den 12 Kanten und 8 Eckpunkten
gebildet.

Beweis Dies folgt aus (d). m

(f) Esseien M und N m- bzw. n-dimensionale topologisch abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeiten von R™ bzw. R". Dann ist B := M x N eine Untermannig-
faltigkeit von R™"™ mit diinner Singularititenmenge. Genauer gelten

Sp=0M xON , OB = (M xdON)U(@OM xN), Mp=(MxN)UIB .

Beweis Es ist leicht zu sehen, dal Sp, Mp und 0B die angegebenen Mengen sind. Aus
Aufgabe XI.1.8 wissen wir, dafl dimy(0M) < m — 1 und dimg(IN) < n — 1. Also zeigt
Aufgabe 1X.3.8, dafl dimy (OM x ON) < m + n — 2 gilt. Folglich ist Sg diinn. m

(g) Esseien B eine m-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von S™ mit diinner
Singularitdtenmenge und r > 0. Dann rB
ist der Kegel K (rB) von Beispiel 2.7(d) 5.5
eine (m + 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R™! mit diinner Sin-
gularititenmenge. Genauer gelten: (mit o(rB)
K(0,r) = 0) (
K(S

'rB)

Skepy = {0} UK(S,3) Ud(rB)
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sowie
OK (rB) =int(rB)U{ti(o); 0<t <1, 0 € 9(rB)}
mit i: rB — R™T,
Beweis Die Verifikation der angegeben Darstellung der Singularitdtenmenge und der

Berandung von K (rB) wird dem Leser zur Ubung iiberlassen. Wegen dimg (0B) < m — 1
und Aufgabe IX.1.4(b) ist rO0B = 0(rB) eine H™-Nullmenge.

Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge S™ ist Sp kompakt in R™T1,
Es seien € € (0,1] und p > 0. Da Sp eine H™ *-Nullmenge ist, gibt es offene Mengen
Op,...,075 in R™*! mit diam O, < e und

J

Z[diam o™ < p.

j=0
Es sei K € N* mit Ke < r < (K + 1)e. Dann {iberdecken die Intervalle
Ji = [ke, (k+1)e] , 0<k<K,
das Intervall [0, 7] und erfiillen diam(Jy) = e. Folglich ist
{QixJr; 0<j<J, 0<k<K}
eine Uberdeckung von Sp x [0, 7] in R™™! x R mit Teilmengen von R™T! fiir die gilt
diam(Q; x Ji) < V2ediam(Q;) < V2 diam(Q;) < v2¢ .

Hiermit erhalten wir

J K

J
>3 [diam(Q; x Ji)]™ < (K 4 1)27/2 ) [diam Q;]™

j=0 k=0 j=0

<(r+1) m/225 [diam Q;]™

< (r+41)2m/? Z[diam Q™ < (r+1)2m%p .
7=0

Da dies fiir jedes € € (0, 1] und jedes p > 0 gilt, leiten wir aus Aufgabe 1X.3.4(a) ab, dal
Si x [0,7] eine H™-Nullmenge in R™"! x R ist. Offensichtlich ist K(S,5) das Bild von
Sp x [0,7] unter der Lipschitz stetigen Abbildung

R™ xR —R™ | (2,8) — tz .
Somit impliziert Aufgabe 1X.3.4(b), da auch K(S,g) eine H™-Nullmenge ist. Nun folgt,
daBl Sk (,p) eine diinne Singularitéitenmenge ist. m

(h) Es seien N eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und f € Diff(M, N). Ist B
eine Untermannigfaltigkeit von M mit diinner Singularitéitenmenge, so ist f(B)
eine Untermannigfaltigkeit von IV mit diinner Singularitdtenmenge.
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Beweis Dies folgt leicht aus Bemerkung XI.1.1(g) und Aufgabe IX.3.4(b). m

B )

Der Stokessche Satz mit Singularititen

Wir verallgemeinern nun Theorem 3.1 auf den Fall von C2-Mannigfaltigkeiten mit
diinnen Singularititen.? Dazu beweisen wir zuerst einen Hilfssatz. Hierbei bezeich-
nen wir mit B"™ (A4, r) die offene Umgebung von A C R™ mit Radius r > 0, d.h.

B™(A,r) = U B™(z,r) = {x € R™; dist(z,A) <1},
€A

falls A # ().

3.3 Lemma FEs sei K eine nichtleere kompakte H™ '-Nullmenge in R™. Dann
gibt es zu jedem Paar e, > 0 offene Mengen U und V sowie ein x € E(R™) mit

KccUccVccB™(K,r) (3.6)

und
x|lU=0, x|Vi=1, 0<x<1, / IVx|dr <e. (3.7)

Beweis Wir fixieren ¢ € E(R) mit 0 < ¢ < 1 sowie ¢|[0,1] = 0und ¢[[2,00) =1
und setzen & := 2" vol(B™) |9’ || so-

Wegen H™ 1(K) = 0 gilt H?il(K) = 0 fiir jedes § > 0. Da K kompakt ist,
gibt es folglich offene Mengen W}, 0 < j < n, mit K C U?:O W;, KNW; # 0 und
p; = diam(W}) < r/3 sowie

n
Zp;”_l <e/k. (3.8)
=0

Wir wihlen z; € W; N K und setzen U; := B" (xz;, p;) sowie V; := B"™(x;,2p;) fiir
0 <j <n. Dannsind U := Jj_, U; und V := (J;_,, V; offen und erfiillen (3.6) we-
gen U; D W, fir 0 < j <mn.

2Unser Beweis folgt den in [Lan95] dargestellten Ideen. Fiir einen anderen Zugang verweisen
wir auf [HR72] und [AMRS3].
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Nun setzen wir
X(m)::H¢(|x_$j‘), reR™.

Dann gehort x zu E(R™) und erfiillt x|U = 0 sowie x|V¢ = 1. AuBlerdem gilt

) =;¢/(|w—lmg‘|> |i_x]| ) ] H w( kxk|>
k#J

Pj
fir x € R™, und somit
n
-1
IVl < 19 lloo D 95 Xipy <to—as1<20,] -
§=0
Hieraus und aus der Translationsinvarianz des Lebesgueschen Mafles folgt

/R Vxlde <[]0 3 p7 vol(2p,B™)

J=0

= 2 vol(B™) [ S0t =k > ot

J=0 Jj=0

Wegen (3.8) ergibt dies die letzte Aussage von (3.7). m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die angekiindigte Verallgemeinerung
des Stokesschen Satzes beweisen.

3.4 Theorem (Stokesscher Satz mit Singularititen) Es seien B eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M mit diinner Singularititenmenge und w € Q7 1(M).
Ist w|dB integrierbar, so gilt [, dw = [,,w

Beweis (i) Es seien M offen in H” und K := Sp N supp(w). Da supp(w) kompakt
und Sp abgeschlossen in M sind, ist K eine kompakte 7™ !-Nullmenge in R™.

Also folgt aus Lemma 3.3, dafl es eine Konstante x > 0 und zu jedem £ > 0 und
k € N* offene Mengen U, und Vj, gibt mit

KccU,ccV, ccB™(K,1/k),

sowie ein y € E(R™) mit

NelUe =0, wlVE=1, 0<yp<1, / Vxilde < e .
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Insbesondere gilt

(Vi NOB) =1 . (3.9)

DL

k=1

Wir setzen wy := xw. Dann gehort wy, zu Q7 ~1(Mp). Folglich erhalten wir
aus Theorem 3.1, da B\Mpg = Sg eine \,,,-Nullmenge ist,

/ dwy, = dwy, :/ Wi :/ Wk keN*. (3.10)
B Mg Mg oB

Mit v := 1 — xj folgt

Da w|dB integrierbar ist und supp(¢;) C V; gilt, implizieren (3.9) und der Satz
von Lebesgue (vgl. Aufgabe 2.1), daf (faB 1/ka) eine Nullfolge ist. Also gilt

lim wk:/ w . (3.11)
k= JoB OB

Weiter besteht wegen Theorem X1.4.10(ii) die Gleichung

/dwk:/d)(k /\w—t—/xmlw. (3.12)
B B B

Da B\Mg eine \,,,-Nullmenge ist, gilt

/Xkdw=/ Xk dw ke N* .
B Mg

Weil dw € Q" (M) einen kompakten Triiger hat, ist dw iiber Mg integrierbar. Fer-
ner gilt xx(z) — 1 fir x € Mp. Also folgt, wiederum aus dem Satz von Lebesgue,

lim Xk dw :/ dw . (3.13)
B B

k—o0

m

Fir w gilt die Darstellung w = ijl(—l)jflaj dz' A+ Adzd A Adz™ mit
a; € D(M). Hieraus leiten wir dyi A w = bywr» mit

by = Zajank , EeN*,
J=1

ab. Also erhalten wir

’/d)(k/\w’:’/ bkdmlgc/ [Vxi|dr <ce, ke N*,
B M R™
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wobei ¢ eine von k unabhéngige Konstante ist. Fiir £ — oo ergibt sich nun aus

(3.10)—(3.13)
‘/Bdw—/anlgca.

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen.

(ii) Es sei nun M durch eine einzige Karte (¢, U) beschreibbar. Dann folgt
die Behauptung aus (i) durch ,,Herunterziehen* auf ¢(U) C H™.

(iii) SchlieBlich sei M beliebig, und { (¢;,Uj,m;) ; j € N} sei ein Lokalisie-
rungssystem fiir M. Dann sehen wir wie in Schritt (v) des Beweises von Theo-
rem 3.1, daB es geniigt, die Behauptung fiir w; := mjw und B; := BNU; fir j € N
zu beweisen. In diesem Fall folgt ihre Giiltigkeit aber aus (ii). Damit ist alles
gezeigt. m

3.5 Korollar
(i) Ist w geschlossen, so gilt [, w = 0.
(ii) [,; dw =0, falls M unberandet ist.

Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daf§i Theorem 3.4 den ,re-
gulédren Fall“ von Theorem 3.1 enthélt, ndmlich fiir B = M.

3.6 Bemerkungen (a) (Der eindimensionale Fall) Wir betrachten eine zusammen-
héngende eindimensionale kompakte orientierte Mannigfaltigkeit I'. Nach Theo-
rem XI.1.18 ist T entweder eine (in R™) eingebettete 1-Sphére oder diffeomorph zu
I :=10,1]. Also ist I eine orientierte glatte Kurve, die entweder geschlossen ist oder
aber einen Anfangspunkt A und einen Endpunkt E besitzt. Wegen Q°(T) = £(T")
und m := dim(T") = 1 ist w € Q°(T) eine Funktion auf I'. Dann folgt aus Bemer-
kung 2.2(b) und Beispiel VIII.4.2(b) (wenn man beriicksichtigt, da in die Beweise
nur die Werte von f und I' eingehen)

/Fdw =w(F)—-w(4), (3.14)

wobei EF = A gesetzt ist, wenn I" eine eingebettete 1-Sphére ist. Vereinbart man,
dafl das Volumenmafl einer 0-dimensionalen Mannigfaltigkeit das O-dimensionale
Hausdorffmafl (das ZdhlmaB) sei und versicht man die Berandung 0T, falls sie
nicht leer ist, mit der Orientierung, die durch +1 in £ und —1 in A gegeben ist, so
kann man (3.14) in der Form [, dw = [, w schreiben. Im Spezialfall, dafl T’ mit
dem Intervall [a, b] {ibereinstimmt, ist (3.14) nichts anderes als der Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung. Dies zeigt, da3 der Stokessche Satz
eine hoherdimensionale Verallgemeinerung von Theorem VI.4.13 ist, worauf der
Beweis ja auch beruht.

(b) Korollar 3.5(i) impliziert eine hoherdimensionale Verallgemeinerung ,einer
Hilfte* des Hauptsatzes iiber Kurvenintegrale, d.h. der Aussage (i)=-(ii) von
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Theorem VIII.4.4. Die ,zweite Hélfte“ ist im allgemeinen Fall ebenfalls richtig
(z.B. Theorem XIII.1.1 in [Lan95]).

(c) (Regularitét) Eine Analyse des Beweises zeigt, dafl der Stokessche Satz (mit Singula-
ritédten) richtig bleibt, wenn wir nur voraussetzen, dafl w zu QZ’{)_I(M B) gehort und in M
einen kompakten Triger hat, und dafl w|dB sowie w|Mp integrierbar sind. AuBlerdem
reicht es aus, wenn B eine C?-Untermannigfaltigkeit von M mit diinnen Singularitéiten

und M selbst nur eine C2-Mannigfaltigkeit sind. m

Ebene Gebiete

Es sei Q ein stiickweise glattes Gebiet in R?.
Dann gibt es endlich viele geschlossene stiick-
weise glatte Kurven I'g,I'y,...,T,, die paar-
weise disjunkt und doppelpunktfrei sind mit
RA(Q) =T =Ty +--- 4+ TI',. Hierbei ist je-
de Kurve I'; durch die &uflere Normale von
02 N I'; orientiert. Dies bedeutet, daB jedes I';
so orientiert ist, dal beim Durchlaufen von I'; der an I'; angrenzende Teil von 2
yzur Linken® liegt. Wir nennen I' kurz orientierte Randkurve von ).

To

3.7 Satz (Green-Riemann) Es sei Q) ein beschréinktes stiickweise glattes Gebiet
in R? mit der orientierten Randkurve T'. Ferner seien X eine offene Umgebung
von Q in R* und a,b € C*(X). Dann gilt?

ob  Oa
/1~adm+bdy_/g(8x_8y)d(m7y)

Beweis Essei 2 CC U CC X, und x sei eine Abschneidefunktion fiir U. Ferner sei
o := adxr + bdy. Dann gehort a zu Q%l)(X), und da = (010 — dqa) dx A dy. Somit

liegt w := ya in Q%l)(X ), hat einen kompakten Triiger in X und stimmt auf U
mit « iiberein. Da das Kurvenintegral fF « existiert, ist a iiber 92 integrierbar,

und es gilt
/adm—&—bdyz/ az/ w .
r a0 a0

Wegen Az (RA(Q2)) = 0 gilt

/de:/ﬂda:/ﬂda:/Q(agb—ala)d(m7y).

Nun folgt die Behauptung aus Theorem 3.4 und Bemerkung 3.6(c). m

3Vgl. die Aufgaben 6 und 7 in VIIL.1 sowie Beispiel VIIL.4.2(a).
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3.8 Korollar  Unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 gelten die Leibnizschen
Flichenformeln*

A(Q) ::/\Q(Q):/dey:—/rydx: ;/dey—ydm.

Beweis Man setze (a,b) := (0, X), bzw. (a,b) := (=Y, 0), bzw. (a,b) := (=Y, X). m

3.9 Beispiele (a) Es sei Q ein beschriinktes stiickweise glattes Gebiet in R? mit
der orientierten Randkurve I'. Mit Polarkoordinaten (r, ¢) gilt

A(Q) = ;/FTQd(p.

Diese Formel hat eine einfache geometrische Interpretation: Aus Beispiel XI1.4.6(b)
wissen wir, daf dy das Volumenelement der Einheitskreislinie S ist. Also kénnen
wir r dy als die Linge eines® , infinitesimalen® po-
sitiv orientierten Tangentenstiickes von 7St inter-
pretieren. Dann ist 72 de/2 als Flicheninhalt des
Dreiecks, dessen Eckpunkte im Ursprung und an
den Spitzen der Ortsvektoren r und r + 7 dip liegen,
interpretierbar. Die Summe dieser , infinitesimalen*
orientierten Flacheninhalte, d.h. das Integral, stellt
dann die Gesamtflache dar.

Beweis Mit der ebenen Polarkoordinatenabbildung f2 (vgl. Paragraph X.8) verifiziert
man fy (zdy —ydz) = % dip. Also ergibt sich die Behauptung aus Korollar 3.8. m

(b) (Leibnizsche Sektorformel) Es sei  ein stiickweise glattes Gebiet in R
Fiir seine orientierte Randkurve I' gelte
I'=X+T), wobei ¥ aus Geradenstiicken
mit einem Endpunkt in 0 besteht. Dann gilt

A(Q) = ;/F rxdy —ydx .
0

Beweis Aus (a) folgt unmittelbar, daf} das In-
tegral {iber ¥ verschwindet. m 0

(c) (Cauchyscher Integralsatz) Wir identifizieren C mit R? und betrachten ein
stiickweise glattes Gebiet {2 in C mit der orientierten Randkurve I'. Es sei X
eine offene Umgebung von 2 in C, und f: X — C sei holomorph. Dann gilt der
Cauchysche Integralsatz:® [, fdz = 0.

4 A(-) steht fiir Area.

5Vgl. Bemerkung V1.5.2(c).

6Man vergleiche die Theoreme VIIL5.5 und VIII.6.20 und beachte, dafi I' nun mehrere Kom-
ponenten haben kann.
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Beweis Wir zerlegen z = x + iy und f = v + iv in ihre Real- und Imaginérteile. Damit
finden wir fdz = a4+ i0 mit a := udr — vdy und B := udy + vdzx, und aus den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen folgt

da = —(uy +ve)de Ady =0, df=(us—v,)dxAdy=0

(vgl. Bemerkung VIIL.5.4(c)). Nun erhalten wir die Behauptung aus Satz 3.7 (oder, unter
Verwendung einer Abschneidefunktion, direkt aus Theorem 3.4). m

(d) Essei”’ B:={(2,y) eR*; 0<2 <1, 0<y< f(z)} mit

1, =0,
/() ::{ 1+ xsin(r/2?) , x#0.

Dann gilt Sp = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}, und mit w = (x dy — y dz)/2 finden wir
Xo(B) = [ dx Ady = [, dw < oo. Léngs der Kurve graph(f) gilt

2w=xdy—ydr = (zf (z) — f(z)) do = (—1 o cos ) dx .

x x?
Also ist w|OB nicht integrierbar, und die Leibnizsche Flichenformel gilt nicht.
Dies zeigt, daf die Voraussetzung der Integrierbarkeit von w|dB in Theorem 3.4
wesentlich ist. m

Ho6herdimensionale Probleme

In den folgenden Beispielen betrachten wir Verallgemeinerungen der obigen Resul-
tate auf den hoherdimensionalen Fall.

3.10 Beispiele (a) (Berechnung von Volumina) Es sei € ein beschrinktes stiick-
weise glattes Gebiet in R™. Dann gilt

1 Ui . ) —
vol(2) = vol(2) = . /{m E (1) raddat Ao AdxI Ao Ada™
j=1

Beweis Wir setzen
a:=> (=12l dz" A AdaI Ao Ade™ € Q7T R™)
j=1

und w := pa mit einer glatten Abschneidefunktion ¢ fiir eine kompakte Umgebung U
von Q. Dann gehért w zu Q7' H(R™), stimmt auf U mit « iiberein und erfiillt

dw | = mwrm |,

"Vgl. Beispiel 11.B.10 im 4. Band von [SW96].
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wie aus Beispiel X1.3.7(b) folgt. Wegen H™™'(S,,) = 0 und Theorem 1.7(iii) und (iv) ist
Rd(€2) =S, U 09 eine A, -Nullmenge. Also erhalten wir

mvol(Q):mvol(Q):/de:/de:/(mw:/aQa,

wobei das vorletzte Gleichheitszeichen aus dem Satz von Stokes in der Form von Theo-
rem 3.4 folgt. m

(b) (Sphéren) Fiir Q =B™ erhalten wir wieder die bereits in Beispiel 1.13(c)
hergeleitete Formel

vol(S™ 1) = mvol(B™) .

Beweis Dies folgt mit Beispiel XI.5.3(c) aus (a). m

(c) Essei N eine nichtleere kompakte Hyperfldche in R™\ {0}, so dafl jeder von 0
ausgehende Halbstrahl N in hochstens einem Punkt trifft. Ferner sei K(N) der
Kegel mit Basis N und Spitze 0. Dann gilt, in (partieller) Verallgemeinerung der
Leibnizschen Sektorformel,

1 Ui . ) —
vol(K(N)):m/N E (1) raddat Ao Add Ao Ada™
j=1

Beweis Man priift nach, daB B := K(N) eine m-dimensionale kompakte Untermannig-
faltigkeit von R™ mit diinner Singularitdtenmenge ist, fiir die gilt: 9B = int(N) U S und
S:={ti(p); p€N, 0<t<1} miti: N R™ Aus Beispiel XI.4.13(b) folgt

m
a-= Z(—l)j_lmj de' A AdzI A Adae™ = v 3 wgm
j=1

mit v(z) := (z,z) € T,R™. Somit zeigt Bemerkung 2.2(g), dafl a = (v|v)wss gilt. Wegen
v(p) € TpS fiir p € S finden wir «|S = 0. Folglich erhalten wir aus Theorem 3.4, wegen

doa = mwgm,
mvol(B):/da:/ a:/ a:/a,
B oB int(N) N

also die Behauptung. m

Homotopieinvarianz und Anwendungen

Es seien I :=[0,1] und r € N, und M sei kompakt und unberandet. Wie in den
Vorbetrachtungen zum Theorem von Fubini fiir Differentialformen bezeichnen wir
fiir w € Q"I x M) und p € M mit &(-, p) die von w induzierte 1-formenwertige
r-Form auf M, definiert durch

OG,p)(vr, ..y v0) i=w(p) (1,0, 00) V1,00 € TM .
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Da die 1-Form &(-, p)(v1, ..., v,) fir jedes r-Tupel (vy, ..., v,) € (T, M)" stetig und
somit iiber I integrierbar ist, folgt, daf3

Jo= (o [a6.0)

fiir jedes w € Q"1 (I x M) ein wohldefiniertes Element von Q" (M) ist. Also ist die
lineare Abbildung

K: QW IxM)—-Q (M), w— /w (3.15)
I
definiert. Wie in Paragraph XI.3 bezeichnen wir mit ¢y die Einbettungen

io: M —IxM, p—({Dp)

fiir £ € {0,1} = JI. Dann besitzt Lemma X1.3.9 eine globale Verallgemeinerung:

3.11 Lemma Kod+do K =i} —1i.

Beweis Da die Aussage beziiglich M lokal ist, geniigt es, sie in lokalen Koordi-
naten zu verifizieren. Also impliziert Lemma XI.3.9 die Behauptung. m

Als eine Anwendung dieses Lemmas kénnen wir nun eine hoherdimensionale
Verallgemeinerung des Satzes VIII.4.7 iiber die Homotopieinvarianz von Kurven-
integralen beweisen.

3.12 Theorem FEs secien M und N unberandete kompakte m-dimensionale orien-
tierte Mannigfaltigkeiten. Sind fo, f1 € C*°(M, N) zueinander homotop, so gilt

| fio= [ fw. weam@).

Beweis Voraussetzungsgemifl gibt es ein h € C°(I x M, N) mit h(j,-) = f; fir
j =0,1. Mit der Abbildung (3.15) gilt fiir g := K o h*, da d und h* kommutieren,

dog+god=doKoh*+ Koh*od=doKoh*+ Kodoh*
=(doK+ Kod)oh™ =i7h" —ifh" = f{ — f§ .
Aus dw = 0 fir w € Q™(N) folgt somit
fiw—filw=(dog)w —godw=d(Kh'w) .

aus Korollar 3.5(ii). m

Also erhalten wir
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Im folgenden zeigen wir einige topologische Anwendungen des Stokesschen
Satzes auf.

3.13 Satz (vom Igel) Jedes glatte Vektorfeld auf einer Sphére gerader Dimension
hat eine Nullstelle.

Beweis Aus Beispiel VII.10.14(a) wissen wir, dafl 7,,S™ fiir p € S™ das Orthogo-
nalkomplement von Rp in R ist. Also kénnen wir v € V(S™) als glatte Abbil-
dung v: S™ — R™" mit v(p) L p fiir p € S™, auffassen. Hat v keine Nullstelle,
so kénnen wir v durch p — v(p)/|v(p)| ersetzen. Folglich kénnen wir annehmen,
daB |v(p)| =1 fiir p € S™, und somit v(S™) C S™, gilt. Hieraus leiten wir wegen

| cos(7t)p + sin(mt)v(p)|? = cos?(wt) |p|* + sin?(7t) [v(p)|* = 1
ab, dafl die Abbildung
h:IxS™— 8™, (tp)— cos(mt)p + sin(wt)v(p)

wohldefiniert ist. Bemerkung XI.1.1(j) impliziert, dafl h glatt ist mit A (0, -) = idgm
und h(l,-) = —idgm. Folglich ist fy :=idgm homotop zur Antipodenabbildung
f1:= —idgm. Nun ergibt Theorem 3.12

/ w= flw, weQmis™) . (3.16)
m Sm

Es sei m gerade. Dann ist F':= —idgm+1 ein orientierungsumkehrender Diffeo-
morphismus von B™*! auf sich. Hieraus und aus Bemerkung XI.1.1(j) ergibt sich,

dafl auch f; = F'|S™ ein orientierungsumkehrender Diffeomorphismus von S™ auf
sich ist. Somit erhalten wir aus Bemerkung 2.1(f) und Theorem 2.3 die Gleichung
Jom fiw == [gm w, was, zusammen mit (3.16), [, w =0 fiir w € Q™(5™) nach
sich zieht. Dies ist aber ein Widerspruch zu [, wsm = vol(S™) # 0. m

Ein glattes Vektorfeld auf S? interpretieren wir als Stachelpelz eines (mathe-
matisch idealisierten) Igels. Dann besagt Satz 3.13, daf} ,ein glatt gekdmmter Igel
mindestens einen Glatzpunkt hat.

Aus Theorem 3.12 kénnen wir auch den folgenden grundlegenden Fixpunkt-
satz von Brouwer ableiten.

3.14 Theorem (Brouwerscher Fixpunktsatz) Jede stetige Selbstabbildung von B™
besitzt mindestens einen Fixpunkt.
Beweis® (i) Es sei f € C(B™,B™), und f habe keinen Fixpunkt. Wir betrachten
die radiale Retraktion
R™ _ ™ x, z€B™,
: — — =
P T /e, we (BT

8Fiir m = 1 folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz (sieche Aufgabe I11.5.1).
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Man verifiziert leicht, dafl p gleichméfig stetig ist. Folglich ist auch die Funkti-
on g:=fop: R™ — B™ gleichmiBig stetig, und g|B™ = f. Insbesondere hat g
keinen Fixpunkt. Wegen g(R™) C B™ gilt |g(x) — x| > |2| — |g(z)| > 1 fiir |2| > 2.
Da 2B™ kompakt ist, gibt es ein ¢ € (0,1/2] mit |g(x) — x| > 26 fiir |z| < 2. Also
gilt [g(x) — | > 26 > 0 fiir alle z € R™.

Es sei { ¢e ; € > 0} ein glittender Kern. Wegen g € BUC(R™) zeigt Theo-
rem X.7.11, daf} es ein gy > 0 gibt, so daf h := ¢, * g die Abschitzung

h(z) —g(@) < |h =gl <6, xeR™,
erfiillt. Folglich gilt
h(z) =z = g(z) —a| = [h(z) —g(z)| =6, zeR™.

Weiter finden wir

)l = | [ eeolo =)o) ] <lall [ puala =)y
gl [ prdz <
]Rm

fiir 2 € R™. SchlieBlich folgt aus Theorem X.7.8(iv), daf h glatt ist. Also ist h|B"™
eine glatte Selbstabbildung von B™ ohne Fixpunkt. Im niichsten Schritt zeigen
wir, daf8 dies nicht moglich ist.

(ii) Es sei f€ C>(B™,B™), und f habe keinen Fixpunkt. Dann ist fiir
x € B™ der von f(z) ausgehende Halbstrahl durch  wohldefiniert. Wir bezeichnen
mit g(z) seinen Schnittpunkt mit S™~!. Dann gilt
g(x) = f(z) + t(z)(z — f(x)) fir z € B™, wobei t(z)
die positive Losung der quadratischen Gleichung

o — (@) + 2t(z — f(2)| f(2)) + |f(2)] =1

bezeichnet. Hieraus folgt, dafl g zu C°>°(B™,B™) ge-
hort und g S™ ! = idgm-1 erfiillt.

Nun betrachten wir die glatte Abbildung

helxS™t—sm=1 o (tz) s g(tx) .

Dann gelten hy := h(0,-) = ¢g(0) und hy := h(1,-) =idgm-1. Mit anderen Wor-
ten: Die Identitit auf S™~! ist in S™~! homotop zur konstanten Abbildung ho,
d.h., idgm-1 ist in S™~1 nullhomotop. Wegen hjw = 0 fiir w € Q™ 1(S™71) er-
halten wir aus Theorem 3.12 die falsche Aussage [¢,_, w = [g._1 hjw =0 fiir
w € Qm=1(S™=1) Dies zeigt, daB jedes f € C°°(B™,B"™) mindestens einen Fix-
punkt besitzt. m
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Der Gauf3sche Integralsatz
Falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, verwenden wir im weiteren die
folgenden Annahmen und Konventionen:

e (-|-):= (-|')a ist eine Riemannsche Metrik auf M;

e B ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M mit diinner Singu-
laritdtenmenge;

e v := vp ist die dufere Normale von JB;
e 1 := Ay und o := A\gp.

Der Stokessche Satz (mit Singularititen) impliziert unmittelbar den Divergenz-
satz. Da in dessen Formulierung iiberhaupt keine Differentialformen auftreten, ist
er die vielleicht bekannteste Folgerung aus dem Stokesschen Theorem.

3.15 Theorem (GauBischer Integralsatz, Divergenzsatz)  Fiir v € V(M) mit

(v|v) € L1(0B,0) gilt
/divvdu:/ (vliv)do .
B oB

Beweis Aus Bemerkung 2.2(g) folgt v — wyy = (v|v)wsp. Also erhalten wir aus
Theorem 3.4, wegen d(v — wyy) = div(v)wyy,

/Bdivvd,u:/Bdiv(v)wM:/Bd(v_le)

:/an4wM:/aB(v|l/)WaB=/aB(U|V)dU»

somit die Behauptung. m

3.16 Bemerkungen (a) Fiir v € V(M) ist die Voraussetzung (v|v) € £1(9B,0)
automatisch erfiillt, wenn entweder gilt

(i) B=M,
oder
(ii) Q ist ein stiickweise glattes Gebiet in M und B = .

Beweis (i) ist klar, und (ii) bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. m

(b) (Physikalische Interpretation der Divergenz) Es seien v € V(M) und p € M.
Dann besteht die Beziehung

divo(p) = lim Joov|v) do .

|
oty vol(Q) (8:17)
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Genauer bedeutet dies: Zu jedem e > 0 gibt es eine Umgebung U von p in M, so
daB fiir jedes relativ kompakte stiickweise glatte Gebiet Q2 in M mit p € Q C U gilt

] faQ(v |v)do
‘dlv v(p) — vol(€) ‘ (3.18)
Aus Bemerkung 2.2(h) wissen wir, daf der Quotient
Joo(v|v) do
1
vol(Q2) (3.19)

der Fluf} des Vektorfeldes v durch 992 pro Volumen ist. Im Spezialfall v := pw,
wobei p die Dichte und w die Geschwindigkeit einer in M stromenden Fliissigkeit
sind, stellt (3.19) die pro Zeiteinheit und pro Einheitsvolumen durch 9 nach
auflen stromende Masse dar. Also gibt (3.17) in diesem Fall an, wieviel Masse pro
Zeiteinheit ,,im Punkt p“ produziert bzw. vernichtet wird, je nachdem, ob divv(p)
positiv oder negativ ist. Aus diesem Grund heifit divv(p) auch Quellenstéirke oder
Ergiebigkeit des Vektorfeldes v im Punkt p. Insbesondere nennt man v quellenfrei
oder divergenzfrei, wenn divv = 0 gilt.

Beweis Aufgrund der Stetigkeit von divv gibt es zu € > 0 eine Umgebung U von p
in M mit
|divo(g) — dive(p)| < e, geU. (3.20)

Es sei Q ein relativ kompaktes stiickweise glattes Gebiet in M mit p € Q C U. Dann
erhalten wir mit (3.20) die Abschétzung

‘/ div v du — divo(p) vol()| < / divo — divo(p)| du < e vol(Q) .
Q Q

Nun folgt (3.18) aus dem Gaufischen Satz. m

(c) (Regularitit) Der GauBsche Satz bleibt richtig, wenn M eine C?-Mannigfaltigkeit,
B eine stiickweise C?-Untermannigfaltigkeit mit diinner Singularititenmenge und v ein
C?-Vektorfeld von M lings B mit dive € £1(Mp, 1) und (v|v) € £1(0B,0) sind. m

Die Greenschen Formeln

Es sei f € CY(M). Wir bezeichnen mit 9, f die Ableitung von f in Richtung der
duleren Normalen von B,

Oy f(p) := (grad f(p)|v(p)) , pe€dB,

die Normalenableitung von f.

3.17 Theorem Es seien ) ein stiickweise glattes Gebiet in M mit Q = B und
fyg € E(M). Mit dem Laplace-Beltrami Operator A := Ay von M gilt:
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(i) (1. Greensche Formel)

/ fAgdu + / (grad f| grad g) dy = / fo,gdo |
Q Q oQ

falls f oder g einen kompakten Trédger hat;
(ii) (2. Greensche Formel)

/ (fAg — gAf) dp = / (fOvg — g0, 1) do .
Q oQ

wenn f und g kompakte Trédger haben.

Beweis (i) Mit v := grad g folgt die Behauptung wegen A = div grad sofort aus
Satz X1.6.11(ii) und Theorem 3.15.

(ii) erhalten wir auf analoge Weise aus Satz X1.6.11(iv). m

3.18 Korollar
/Aud,uz dyudo u€E(M) .
Q o0

Beweis Man setze f:=1und g :=u. m

Als eine Anwendung leiten wir eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit
des Neumannschen Randwertproblems her.

Es sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™ mit glattem Rand, d.h., Q sei
eine zusammenhéngende kompakte m-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit
von R™. Auflerdem seien f € £(Q) und g € £(T") mit I' := 9Q. Unter dem Neu-
mannschen Randwertproblem fiir den Laplaceoperator in €2 versteht man die Auf-
gabe, eine Funktion u € £(f2) zu finden, welche die Gleichungen

—Au=f inQ, Oyu=g aufl (3.21)

erfiillt. Hierbei ist A := A,, der m-dimensionale Laplaceoperator, d.h., wir ver-
wenden die Standardmetrik.

3.19 Satz
(i) Das Randwertproblem (3.21) ist hochstens dann lésbar, wenn die Vertraglich-

keitsbedingung
/ fdx+ / gdo =0
Q r
erfiillt ist.

(ii) Sind u,v € £(Q) Losungen von (3.21), so unterscheiden sie sich héchstens um
eine Konstante.
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Beweis (i) ist eine Konsequenz aus Korollar 3.18.

(ii) Aus der Linearitét von A und 9, folgt, dal w := u — v den homogenen
Gleichungen
—Aw=0 1inQ, Ow=0 aufl

geniigt. Somit folgt aus der ersten Greenschen Formal mit f := g :=w

/ |gradw|*dz =0 .
Q

Hieraus lesen wir ab, dal gradw = 0 gilt, was w = const impliziert, wie wir aus
Bemerkung VII.3.11(c) wissen. m

Offensichtlich ist jede konstante Funktion eine Losung des homogenen Neu-
mannproblems
—Au=0 inQ, dyu=0 aufl.

Hieraus folgt, dafi die Neumannschen Randwertaufgabe (3.21) niemals eindeutig
losbar ist. Ist ndmlich u eine Losung von (3.21), so gilt dies auch fiir v + ¢1 mit
jedem c € R.

Neben dem Neumannproblem ist das Dirichletsche Randwertproblem von
herausragender Bedeutung. Darunter versteht man die Aufgabe, ein u € £(£2) mit

—Au=f inQ, u=g¢g aufl

zu bestimmen. Im Gegensatz zum Neumannproblem besitzt das Dirichletproblem
hochstens eine Losung, wie der ndchste Satz impliziert.

3.20 Satz Das homogene Dirichletproblem
—Au=0 inQ, u=0 auf I (3.22)
besitzt nur die triviale Losung u = 0.

Beweis Ist u € £(Q) eine Losung von (3.22), so folgt aus der ersten Green-
schen Formel mit f := ¢ := u, wie oben, fQ | grad u|? do = 0, also u = const. Wegen
u|T" = 0 erhalten wir u =0. m

In der Theorie der Partiellen Differentialgleichungen wird bewiesen, daf} so-
wohl das Dirichlet- wie auch das Neumannproblem l6sbar sind, falls, im letzteren
Fall, die Vertraglichkeitsbedingung erfiillt ist.

Der klassische Stokessche Satz

Wie iiblich versehen wir R mit der Standardmetrik. Als Spezialfall des allgemeinen
Stokesschen Theorems beweisen wir nun seine klassische Version.
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3.21 Theorem (Stokes) Es sei X offen in R, und M sei eine orientierte Fliche
in X. Ferner sei t die positive Einheitstangente von 0B, d.h. von OMp. Dann gilt
fiir v € Vo(X) mit (v|t) € L1(OM, Xom)

/rotv-d_F:/ v-d—:s,
B oB

[ wotoiar = [ wlyas.

Beweis Beispiel XI.4.13(b) impliziert

also

rotv — wgs = (rotv)! dy A dz + (rotv)? dz A dx + (rotv)® do A dy .

Somit ergeben Bemerkung 2.2(e), Definition (XI.6.24) und Theorem 3.4

/rotv-d_F:/rotv_lesz/d(@v): @vz/ v-ds
B B B oB oB

wobei die letzte Gleichheit aus Bemerkung 2.2(c) folgt. Der zweite Teil der Be-
hauptung ist eine Konsequenz der Bemerkungen 2.2(c) und (e). m

3.22 Bemerkung (Physikalische Interpretation der Rotation) Das Integral

/F(v|t)ds

heiflt Zirkulation des Vektorfeldes v ldngs
I":= 0B. In dem Stromungsmodell von Be-
merkung 2.2(h) ist [.(pv|t) ds ein MaB fiir
die Gesamtmasse, welche pro Zeiteinheit
lings der Kurve I' transportiert wird.

Fir p € M gilt

. fan (v]t)ds
élglp vol(B) (rotv|v)(p) , (3.23)
wobei der Grenzwert wie folgt zu verstehen ist: Zu jedem £ > 0 gibt es eine Um-
gebung U von p in M mit

Joo(v]t) ds

vol(B) (rotv|v)(p)| < e

fiir jedes stiickweise glatte Gebiet B in M mit p € B C U. Der Grenzwert auf der
linken Seite von (3.23) heiit Wirbeldichte des Vektorfeldes v im Punkt p beziiglich
der durch v(p) bestimmten Achse durch p.
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Wir wahlen nun fiir M eine orien- v(p)
tierte Ebene durch den Punkt p, so daf
v(p) die positive Normale von M ist.
Ferner sei B, eine Kreisscheibe in M
mit Mittelpunkt p und Radius r > 0, M
und I', sei der orientierte Rand von B,..
Dann gilt
lim 21 /1“ (v|t)ds = (votv|v)(p) . (3.24)

r—0 7

Da fFr (pv|t)ds die Fliissigkeitsmenge ist, welche pro Zeiteinheit lings der ori-
entierten Kreislinie I', transportiert wird, besagt (3.24), dafl die Komponente
von rotv(p) beziiglich des Einheitsvektors v(p) gleich der Wirbeldichte beziig-
lich der durch v(p) bestimmten Achse ist. Fiir rot v(p) # 0 folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

(rotv|v)(p) < |rotu(p)| = (rotv rotw

|rotv|>(p) '

Folglich ist die Wirbeldichte im Punkt p beziiglich der Achse p + rotv(p)R am
groBten.” Aus diesem Grund heiBt rotv auch Wirbelvektor.!? Gilt rotv = 0, so
heifit v wirbelfrei.

Beweis Aufgrund von Theorem 3.21 folgt (3.23) in Analogie zum Beweis von Bemer-
kung 3.16(b). m
Der Sternoperator und die Koableitung

Im restlichen Teil dieses Paragraphen sei g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M,
so daf sign(g) konstant ist. Wir setzen wieder (-|-)ar :=g.

Das folgende Theorem ist die allgemeine Form des Divergenzsatzes im pseudo-
Riemannschen Fall.

3.23 Theorem (Divergenzsatz) Fiir v € V.(M) gilt

/divvd/\M:/ *Ou .
M oM

Beweis Wegen der Definition (XI.6.13) der Divergenz und Bemerkung 2.2(i) ist
dies eine unmittelbare Konsequenz aus dem Stokesschen Theorem 3.1. m

Es sei 7 € Nmit » < m. Fiir o, 8 € QL(M) setzen wir

o] Bl = /Maw.

9Vgl. Bemerkung XI.6.15(c).
10Englisch: vorticity vector.
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3.24 Bemerkungen |[-|-],, ist eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform
auf Q. (M). Ist g eine Riemannsche Metrik, so ist [- | -], ein Skalarprodukt auf M.

Beweis Aus Bemerkung XI.5.11(a) wissen wir, daf}
a A0 =0 Axa =sign(g)(a|B)grwm

gilt. Hieraus und aus der Tatsache, dafl (-|-)g(p),~ ein inneres Produkt auf A"T, M ist,
ergibt sich die Behauptung. m

(b) Offenbar ist [a|(]ps definiert, wenn o A %0 eine integrierbare m-Form auf M
ist. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn « und (3 zu Q" (M) gehoren und der
Durchschnitt ihrer Trager kompakt ist. m

Aus dem Stokesschen Theorem erhalten wir leicht die folgende allgemeine
Greensche Integralformel.

3.25 Satz Es seien 1 <r <m und o € QL1 (M) sowie 3 € Q7 (M). Dann gilt

[da|Bn + [a]68]m = [a| Blon -

Beweis Aus der Produktregel fiir die duflere Ableitung folgt
dla A xB) =da A*B+ (=1)""taAndx3 .
Bemerkung XI1.5.9(d) zeigt d*3 = (—1)"t1%63. Somit erhalten wir
dlaNx08) =da A0+ a A*if .

Nun impliziert das Stokessche Theorem 3.1
/da/\*ﬂ—l—/ a A0 = aAx3,
M M oM

also die Behauptung. m

3.26 Korollar FEs sei M kompakt und unberandet. Dann gilt die Dualitédtsformel
[da| Blar = —[a|00]ar acQ Y M), BeQ(M).

Im Falle einer Riemannschen Mannigfaltigkeit besagt die Dualitétsformel,
dafl —d der zu d beziiglich des inneren Produktes [-|-],, formal adjungierte Ope-
rator ist.!

1IMit der in der Geometrie iiblichen Vorzeichenkonvention fiir die Koableitung wire & zu d
formal adjungiert.
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Die obigen Formeln bilden den Ausgangspunkt fiir topologische Untersu-
chungen von Mannigfaltigkeiten, fiir die wir auf Vorlesungen und Biicher iiber
Differentialgeometrie und Globale Analysis verweisen.

Aufgaben

1 Es seien M kompakt und unberandet sowie w € Q™ !(M). Man zeige, da dw eine
Nullstelle hat.

2 Es bezeichne p: R*\{0} — S? die radiale Retraktion, und o := p wg2. Dann ist o
geschlossen, aber nicht exakt. (Hinweise: Beispiel X1.4.13(c); man betrachte [, o)

3 Essei M unberandet und Riemannsch, und f € £.(M) erfiille Af > 0. Man zeige, daf3
f konstant ist. (Hinweis: Man zeige zuerst, daB Af = 0 gilt und betrachte dann A(f?);
Greensche Formeln.)

4 Es seien (e1,e2,e3) die kanonische Basis und (z,y, 2) die euklidischen Koordinaten
von R®, sowie M eine kompakte dreidimensionale Untermannigfaltigkeit von R® mit
I' := OM und der dufleren Normalen v. Man beweise den Satz von Archimedes:

/ zvdAr = vol(M)es .
Jr

PHYSIKALISCHE INTERPRETATION Wir fassen M als Korper auf, der in eine Fliissigkeit
der Dichte p = 1, deren Oberfliche mit der (z,y)-Ebene iibereinstimmt, eingetaucht ist.
Wegen z < 0 ist dann pz dF die Kraft (= Druck p|z| in Richtung der inneren Normalen
mal (infinitesimaler) Flicheninhalt dF’), welche durch die Fliissigkeit im Punkt p € T’
auf M ausgeiibt wird. Dann besagt der Satz von Archimedes wegen

/zydAr:/zd_F,
r r

daf die resultierende Kraft in Richtung der positiven z-Achse wirkt und betragsgleich der
Masse des Korpers ist: Der Auftrieb ist gleich dem Gewicht der verdriangten Fliissigkeit.
(Hinweise: [, zv" dAr = [, z2dy A dz etc.; Stokes.)

5 Es seien die Voraussetzungen von Aufgabe XI.6.5 erfiillt. Mit Hilfe des Gauflschen
Satzes finde man die Integralformen der Maxwellschen Gleichungen. Beispielsweise gilt

E~d_F:4TF/ pdx

oM M

fiir jedes relativ kompakte stiickweise glatte Gebiet M in 2 mit duflerer Normale v, d.h.,
der FluB3 des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Fléche ist proportional zu der
im Inneren enthaltenen Gesamtladung.

Man zeige, daf die differentiellen Formen und die Integralformulierungen dquivalent sind.

6 Es seien  ein stiickweise glattes beschrinktes Gebiet in R3 und pa,...,pr € Q.
Man berechne

k P
Z /E)Q 0 (1/]x —pj|3) do(z) .

(Hinweis: Aufgabe X.3.6 und Korollar 3.18.)
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7 Essei M ecine nichtleere kompakte Hyperfliche in R™*\ {0}, derart daB jeder von 0
ausgehende Halbstrahl M in hochstens einem Punkt trifft. Ferner sei

Keo(M) = {ti(p); te R", pe M }

mit i: M — R™! der von M erzeugte (unendliche) Kegel mit Spitze im Ursprung.
SchlieBlich sei p: R™T1\ {0} — S™ die radiale Retraktion. Man beweise:

/ p wsm = volgm (KOO(M) n Sm) .
M

Bemerkung volgm (Koo (M) N S™) ist der Offnungswinkel des Kegels Keo(M).
(Hinweise: Beispiele XI.4.13(c) und 3.10(c); Stokes.)

8 Man zeige, daBl jede geschlossene Differentialform auf S? exakt ist.
(Hinweis: Man beachte Lemma 3.11 und studiere den Beweis von Theorem XI1.3.11.)

9 Essei B eine kompakte berandete m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, und
f sei eine glatte Abbildung von 0B in eine Mannigfaltigkeit N. Man zeige:

(a) Gibt es ein glatte Abbildung F': B — N mit F|0B = f, so gilt [, f w =0 fiir jede
geschlossene Form w € Q"7H(N).

(b) Im Fall M =R™ und N := 0B gibt es kein glattes F': B — B mit F'|B =idsg,
d.h., es gibt keine glatte Retraktion von B auf 0B.

(Hinweise: (a) Mit F' = (F',..., ™) betrachte man die Form F'' dF? A - -- A dF™; Stokes.)

10 Man beweise: Ist M unberandet, so ist die Einschriankung des Laplace-Beltrami
Operators Ay auf (M) symmetrisch in Lo (M, dAar), d.h.

(AS19) Loar,arny) = (FIAG) Loar,any) f,9€&(M) .

11 Essei M := H? die hyperbolische Ebene, und v € Ve(M). Man bestimme die expli-
zite Form des Divergenzsatzes (Theorem 3.15) in den folgenden Féllen:

(a) Parametrisierung durch Polarkoordinaten (Beispiel XI.5.5(k));
(b)
(c¢) Lobachevskisches Modell;
(d) Kleinsches Modell.
12 Es seien M unberandet und Riemannsch sowie w € Q.(M). Dann sind die Aussagen
(i) Aw = 0;
(ii) dw = dw = 0;

dquivalent.

Poincarésches Modell;

13 Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Man beweise, daf fiir o € QL (M)
und 8,v € QF (M) die folgenden Aussagen gelten:

() [u[(da]B)r + (@|68)r—1] = [pp, @ A %5
(i) [y [(dBldV)rs1 + (B]6dY)r] = [50, B A *dy.
(Hinweis: Man betrachte d(a A */3).)
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14 Es sei M kompakt und unberandet. Man zeige, dafl der Hodge-Laplace Operator
beziiglich des inneren Produktes [-|-],, symmetrisch ist, d.h.

[AW1|WQ]M:[UJ1|AUJ2]M s wl,wZEQT(M) .
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Carathéodory, Satz von, 34
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Riicktransformation einer, 298
Differentialoperator, 188
Dilatation, 214
Dimension, Hausdorft-, 30
Dirac
—distribution, 187
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